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I. 

Velier  trigoiioiiielvisehe  HUheii- 

Von 

Henm  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Profowor  der  Matbeioatik  so  Tmntem  in  Gftlisicn. 


L 

Die  triL'ononietniiche  HöhenbestimmuDg  dankt  ihr  grosses  In- 
teresse haupUächlich  ihrer  Vergleichuog  mit  der  viel  leichter  aus- 
Mrbaieii  barometrischeD,  die  ao  ibr  den  Prflfsteiii  ibrer  Gcnauii^- 
kcit  besitzt    Die  iiehandloD^  derselben  in  den  mir  zn  Gesiebt 

gekomnirnrn  praktiscfi-j^ronipfrisrhon  I.f^hrbiichcrn,  n!s  :  von  Bauer 
(eigentlich  äitampter),  Benzenberg,  (^rello,  Francoeur, 
r>i  e  1 1  o ,  Stein,  U I  r  i  ch ,  unter  denen  (n  ehcoher  bemerkt)  das 
letzte  den  höchsten  Stand  wissenschaftlicher  Darstellung  seines 
gesammten  T.ehrgegenstandes  einnimmt,  ISsst  jedoch  in  Absicht 
auf  sorgfaltige  Untersuchung  mancherlei  zu  wünschen  übrig.  Da» 
hin  gebort  namentlich:  tJie  Berücksichtigung  der  Instrjunentshöhe 
und  des  Gefälles  der  Standlirue,  die  moglicfiist  s(  liarfe  Bemessung 
der  irdischen  Strahlenbrechung,  die  Aufsteilung  theils  ganz  schar- 
fer, tbeils  ßir  den  Jeweiligen  Zweck  hinrelcfaend  genauer  Recb* 
irongsformeln ,  ganz  vorzllgticb  aber  die  Erforschung  des  bei  tri^- 
nometrisrhen  Hohenmcssungen  erreichbaren  (irades  von  Genauig- 
keit. Denn  es  kann  einen  besonnenen  Mathematiker  nur  zum 
Lächeln  bewegen,  wenn  er  die  Lobpreisungen  der  Uebereinstim- 
anng  mancher  bairometriscfaen  Hobenmessung  mit  einer  oft  nocb 
alten  und  mittels  mangelhafter  Instrumente  oder  Methoden  aus« 
i^pfnhrten  trigonometrisrhrn  liest,  nachdem  man  doch,  unticküm- 
mert  um  (lan  Wir^'^  f^itsither  des  F.nderijr'liTiis^es ,  briflrrlf  i  Forrnrln 
durch  allerhand  Weglassungen  von  so!;enannten  unmerklich  kleinen 
Grösseo  zu  beliebten  rUigran formein  zugeschnitten  hat,  um  auch 
wweeiiacbaftiichen  DileMaoten,  wie  wenig  sie  auch  von  Logaritb- 
men  und  Goniometrie  verstehen  mCgen*  das  Vergnügen  zu  ver- 
schaffen, derlei  Hohenherechnuntjen  vornehmen  und  mit  ihren 
Resultaten  prunk^^n  zu  können,  Vtf*l  Schuld  an  der  Sncht,  diese 
Uuhenformeln  so  ^u^uötulzeu,  hat  das  Vorurtheil  der  meisten 

TbsU  in.  .1 
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praktischen  Mathematiker,  die  t^e^uchte  Grosse  seihst  <iu8  einem 
einzigen  geschlossenen  A«s«lrucke  samnitlichcr  Hechnungsangahen 
zu  herechncn;  was  natürlich  fast  immer  auf  vaste  Formehi  leiten 
muss,  in  deren  Aufstellung  vornehmlich  die  Verfasser  von  Ma- 
schinenkunden ihre  Meisterschaft  hcwiihrt  haben.  Würde  man 
den  Astronomen  nachgca^nt  haben,  so  uürde  man  oft  statt  eines 
Formelunifcheuers  z>var  Wiehre re,  aber  dafür  geschmeidige  Hilfs- 
hestimmungsgleichung<*n  —  von  denen  zuweilen  manche  sich  so- 
gar recht  leicht  in  bequeme  Tafeln  bringen  lassen  —  erhalten 
haben.,  deren  schrittweise  Verwendung  vielleicht  auch  kaum  mehr 
algebraische  und  gonionietiische  Kenntnisse  als  jene  voraussetzen 
dürfte. 

Das  Folgende  soll  ein  A'orsuch  zu  einem  Fortschritt  in  der 
angezogenen  Jfvehre  nach  dem  neueren  Stande  der  mathematischen 
Wissenschaften  sein. 

2. 

•       »  ;  ,n  :  ■»>  M 

Der  Vorgang  bei  der  trigonometrischen  Hohcnhestinnnung  ist 
nach  der  Grosse  der  Horizontaldistanz  des  Ilohenobjectes  von 
dem  Standorte,  an  welchem  llöhenuinkel  gemessen  u erden,  in- 
sofern wesentlich  verschieden ,  als  diese  Distanz  entweder  so 
gering  sein  kann,  dass  der  Kinlluss  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche und  der  irdischen  Strahlenbrechung  ausser  Acht  gelassen 
werden  darf,  oder  als  die  Kntfernung  so  gross  ist,  dass  diese  Um- 
stände berücksichtiget  werden  müssen.  , 

1  iurf»»  »  Trigonometrische  Hühcnmcssung  auf  kurze 

Jliiitlernungcn.  .  ,  ,|.  ^  ; 


Hier  werden  alle  Verticallinien  fiir  parallel  unter  sich,  und 
die  zwischen  ihnen  enthaltenen  ebenen  KrdkrümnnHigsbogcn  für 
gerade  Linien  angesehen:   daher  sind  auch  die  (scheinbaren)  Ho- 
rizonte (senkrechten  Ebenen)  verschiedener  Verticaleu  zu  einander  ' 
parallel.  '••"V.     .  . 

.  ^*  '  'H   II   t\  Nf'.it.i.rt 

Vor  Allem  betrachten  wir  die  Verwechslung  der  Hori- 
zonte oder  die  Ueberfuhrung  der  Höhenunterschiede  von  einem 
Horizont  auf  einen  anderen.  »  i  . 

Zur  übersichtlichen  Darstellung  unserer  Forschungen  und  ihrer 
Ergebnisse  bezeichnen  wir  die  Erhöhung  eines  l^unktes  oder 
Horizontes  J/  über  einen  .'«nderen  Punkt  oder  Horizont  durch 
(M — A),  was  man  etwa  „31  über  A""  lesen  kann. 

Danach  finden  wir  leicht  folgende  Sfitze:  .•''i'*".  ' 

^.^  "  r         «      .1  ftf'f»  (»'in' 

.Ii;  Wenn  der  Punkt  oder  Horizont  M  nicht  höher  —  wie  hier 
vorausgesetzt  worden  —  sondern  niedriger  als  A  ist;  so  ist  der 
Hvhenunlcrschied  zwischen  ßl  und  A 


Google 


(ilf— il)sL-(i4i-J|f), 

d.  i.  die  negativ  «^ciiommeue  Krhühung  von  A  über  iV. 

2.  Aus  (ItMi  Erlinliungen  zweier  Punkte  oder  Uorizonte  M 
find  y  über  (  nierici  dritten  A  erfolgt  ihr  beiderseitiges  GeCäli* 
▼00  äl  (dem  iiuhereu)  zu  i\'  (dem  oiederen): 

( jir- iV) = (ilf  -  ^)  -  (üT- , 

nemfieh  io  Taf.  1.  Fig.  I. 

3.  Aus  der  Krhühtin!;  von  J/  über  ^  und  mi»  der  von  über 
B  ündet  «icb  die  v  on  J/  über  7i: 

wadidi»  Id  Taf.  I.  Flg.  2.,  QÄfrrPilf  f  QP. 

4.  Ingleichcu  ibt 

u.  s.  f.  *) 

5.  Liei^en  zwei  Höhen  punkte  (Hrihenobjecte^,  wie  Jf  und 
P  hl  Taf.  i.  Fig.  2..  insbejsoiidere  in  einerlei  Verticallinie,  nnd 
twar  M  huber  als  P,  eo  ist  die  Ud he 

PM=^{M~P)  und  auch  =(ilf— /^)~(/^~ /i). 


5. 

StÄndlinie  (Basiis)  nennen  wir  diejenige  (gerade;  NfrecLe 
ABf  an  dc^r  wenigesteniii  iu  einem  ihrer  Grenzpunkte  zumeist  iU 
ihrem  Anfangspunkte  il  —  Hüheuwinkel  gemessen  werden« 
md  deren  Länge  entweder  unmittelbar  gemessen  odet  mittelbar 
(dmcb  Rechnung)  gefunden  w-orden  oder  sonst  wie  bekannt  Ist. 

Im  Allgemeinen  ist  eine  solche  Basis  ge^en  den  Horizont 
eeaeigt.  i.st  nun  6  Ihre  Länge»  6'  ihre  Horizontalprojec- 
110 n,  V  ihr  Nelgungswin  kel  gegen  den  Horizont ,  und  5^  ihr 
Gefrille  {B—A)  od<»r  ihre  Verticaiprojection;  so  gelten  —  wie 
leicht  2u  neben  —  die  Uleichungea  « 

cosv    siny     '  »  ft'        e  > 

mittels  derer  aus  je 'lern  Paar  dieser  Tier  Grossen  das  andere  Paar 
gefunden  werden  kann. 


*>  yim\  «ieiii  leicbt,  das«  dicac  lluheaiiBter«cbieile  Mdb  genule  fo 
wit  Grö««enunler«chiede  bokwidcln  laM«i. 
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6. 


Als  Grenzpankt  A  der  Basis  (Taf.  I.  Fig.  3.)>  ^enn  ao 
Shin  eio  Höhenwinkel  gemessen  wird,  oder  als  eigentKcbeo  Auf* 

8tel!ungspunkt  A  des  Winkelmess-Instruin cntcs,  wo  immer 
ein  Huhenwinkel  gemessen  werde,  kann  man  am  vorthrilhaftesten 
den  Mittelpunkt  des  Hohenkreises,  an  dem  (los  WinkoUGrad- 
maass  abgelesen  uird,  oder  den  Linschnittspunkt  der  Axc  dieses 
Kreises  in  die  Verticaiebeae  der  HShenvisar  ansehen.  Denn  sehr 
oft  kann  liier  die  gerioge  Centrirung  des  Hohen winkels, 
d.  h.  die  Reduction  seines  mit  ihm  selbst  veränderlichen  Schei- 
tels aur  den  trnwnrHicl baren  fllittelpunkt  A  des  üöhenkreises, 
vernachlässiget  werden. 

Wird  nemilch  ein  UChenpvnkt  M  anvisirt  «ad  gebt  die  Visvr 
(optische  Axe  des  Fernrohrs  oder  die  Visirlinie  der  Dioptern) 
nicht  durch  die  Axe  drs  Hölienkreises,  sondern  steht  sie  von 
dieser  um  die  Linige  Jf— e  ab;  so  mu8s,  wenn  e  den  Huhen- 
winkel der  eigeutiicb  sein  sollenden  Visur  AM ^  deren  Länge 
sein  möge,  und  t'  den  unrichtigen  am  liühenkreise  abgelesenen 
Höhenwinkel  der  wirldicben  Visnr  CM  vorstellt,  am  Hobenpunlcte 
iV  der  paralaktische  Winkel  A7/C=£—c'  entstehen,  für  dea 
'  das  an  C  rechtwinkelige  Dreieck  ACM  die  Bestinunangsgleichang 
liefert : 

Slü  («  —  £  )  = 

Da. dieser  Winkel  iuuuer  nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

sin(e— J5- 

sctzen  *) ,  wen!»  r  die  natürliche  analytische  Wiiikefei  nheit, 
d.  i.  denjenigen  Wini^el  vorstellt,  des.sen  bestininiender  kreii^bo- 
gen  so  lang  wie  sein  Ualbniesser  ist,  und  für  den  ich  (im  Archiv. 
8.  Bd.  4.  H.  S.  406.)  dieBenennungG ehren  vorgeschlagen  habe. 


*)  GewChnlicb  Mist  »an,  wem  der  WIdImI  w  t«hr  klefai  Ht^ 

•ia<0;=»tinl''^  oder  kgoi=cu8ial'.  Im  letzter«»  Falle  aber  Milte  der 
roTisfqiipn«  halber  totgl"  stehen,  nriH  jedenfall«  wäre  k!ii<^pr,  an«tatt 
«tiiil"'  uud  t^y  deo  arcl''  zu  «cize»,  weil  jedermann  den  letzteren  eich 
leicht  tn  bereeheen  versteht;  allein  mnm  hat  hier  nebst  dem  woiUäofi- 
gen  Schreiben  noch  die  Ungem&chlichkeit ,  dieM  kleioen  Winkel  jedee- 
mal  porade  durch  die  Sckrindf  ntismcsKcn  /it  müssen,  wegfegen  man 
sie  bei  nietnem  Vorgange  durch  jt'de  )K-Iichi«^e  Winkrlcinhrit  nif^«>sen 
kann,  wenn  man  nur  den  Gehren  i'  durch  die«e  Einheit  au«iiuU«t.  Auf 
dIeM  WeiM  werde  losn  in  alten  solchen  pmktfich^geoinetritchea  Reeh- 

nungcn  statt  sinl"  und  tg  l''  nur     .  und  an>tatt   .  ^     und       >.  blos  F 

I  Kin  r  1 

BU  schreiben  haben,  und  überdicK  noch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Be- 
deutung solcher  Ausdrücke  und  Gleichungen  gewinnen. 
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log=l  75812,  log=3  53627,  Iog=5-31443 
ist  Dion  ieC  der  rerbeeserle  oder  eigentlich  geeachte  HöheDwiakel 

bt  ^  der  Inmersle  Fehler  dee  HüheDwiakele  e,  deo  mioi  hei      '  , 
einer  Vistir  mit  dem  su  Gebote  etehenden  Hohenwinfcelmeeser 
■och  lalaesen  will;  eo  wird  man  dieee  Verbeaseriing  so  lange 

anbringen  müssen,  ab  «— e'^^e,  folglich 

^  I' ^  Je ,  alüü 

ist«    Z.  B.  i>etrfigt  e  4  Linien  und  de  10  Sek.,  so  ibt  ia  Klaftern 

•    r       4     206264^-8  ^  .  . 

cg=j^^  Ig — =20626*48: 21ü=l^a.u; 

daher  mus«,  so  lange  die  Dtstunz  d  nicht  ül/er  95  klaiter  beträgt, 
die  angedeutete  Vmesserung  eintreten. 


7. 

Steht  das  Stativ  des  HuhenwinkelnieMom  auf  freiem  Boden, 
and  liegt  lothrecht  nnter  seinem  Mittelpunkte  A  auf  dem  Erdboden 
der  Punkt  A' ,  8«)  nennt  man  die^  Verticale  A*A  gewühnlich  die 
lostrn  m  ei^  t  s  h  öhe.  Sic  oder  vielmehr  ein«'  ihr  gleich  lange 
parallele  (verticale)  Strecke  kann  in  einem  snidien  Falle  loic-lit 
dnrch  einen  verücal  gehaltenen  Maa6«t>tab  (klalLcrstab)  eeinesi^eii 
weiden.  WSre  aber  A'  nur  ein  Punkt  oder  eine  kurze  Ebene  am 
Erdboden  in  der  Nähe  des  aufgestellten  Winkelmessers ,  etwa  der 
Konf  eines  einfifeschlagenen  Pflockes,  die  ohcre  Fl;i<  lio  eines 
Marksteines,  oder  einer  unverrückbaren  Steiuplattr  ifu  Püaster 
einer  Strasse,  Kirche  u.  dgi.,  zur  Feststellung  eines  V  erglei- 
dbungshorisontes^  so  wOrde,  gleiebviel  ob  der  Wmkelmesser 
auf  einem  Stafire  frei  am  Boden  oder  auf  einem  Fenster  u.  dgl. 
«teht,  der  Höhenunterscliied  {A  —  A')  die  Iiistrutnentshöhe  sein.  — 
tü  kann  afirr  auch  unigekehrt  der  Mittelpunkt  A  des  Höhimkrei- 
»es  unter  einem  geivisseu  voraus  festgesetzten  V  eri^ieichungsho- 
rizonte  A'  liegen,  z.  B.  unter  der  Spitze  eines  Tliurmes  oder 
Signals«  unter  der  A»  der  Zeiger  einer  Uhr  an  einem  Thurme 
u.  a.  m.  Ilann  ist  die  Instrumeotshöhe  {A'-^A*}  negatU,  nem- 
hch  eigentlich  eine  Instruments  tiefe. 
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Werden  au  zwei  Punkten ,  A  nnd  'B,  etvm  Ml  dCM  firenz- 

punkten  einer  Ba^is  Huhenwinkel  gemessen,  \\n  wiü(\er  A  und  B 
die  Mittelpunkte  der  TIrdioinvinkelm««sser  vorstellen,  und  sind 
B'  Vpr«_r!eirhunj?spinikte  in  «lor  iSarliliarschaft  von  A  und  B\  so 
findet  mau  das  Gclalie  der  Mittelpunkte  A  und  B\ 

z=i{B'-A')-{-(B-n')  ~  {A-A'). 


8. 

Uebergehen  wir  nun  zur  eigentlichen  trignno  nie  tri  scheu 
Hühenbestimmung,  uiul  setzen  wir: 

I.  Die  Basis  liege  m\t  dorn  Höh eapunkte  im  AÜgoe* 
ment  (lo  einerlei  Veiticalebenc); 

d,  h.  man  habe  in  einer  Verticalebene  des  Hohen punids  eine  mess- 
bare oder  schon  gemessene  oder  sonst  wie  bekannte  gerade  Linie; 
ferner :  ' 

1.  Die  Basis  endige  in  der  Lothrecbten  des  Hohen- 
punkte«,' 

und  swar:  ' 
a)  Die  Basis  sei  wagrecht.   (Taf.  L  Fig.  4.) 

Lässt  sieb  im  Terrain  von  einem  gewissen  Orte  bis  an  das 
Hobenobject  eine  wagrechte  Oerade  messen,  so  stelle  man  an 
jenem  Orte  den  Winkelmesser  auf  und  lothe  seinen  Mittelpunkt 
*  J  auf  den  Boden  nach  dem  l*unkto  A'  ah.  Nun  messe  man  die 
Horizontaldistanz /i'i?' =  die  iustninieutfeliöiu',  rl'/l  ~ /,  und  den 
Huhcnvvinkel  3fAß  =  E  oder  die  Zenithdistanz  MAV=-^.  Dann 
ist  die  eigentliche  Basis  AB~0  gleich  ihrer  Horizontalprojection 
A*B'^b°\  und  sonach  iiat  man  trigonometrisch  ans  der  Ho- 
rizont ald  ist  ans  9  nnd  dem  Hühenwinkcl  b  oder  der  Zenitb- 
distanz f  dos  llöhenpunktes  M  Frhnhuns;  h  liiior  den  Mittelpunkt 
A  des  Höhen  Winkelmessers  zu  bestimmen;  diese  ist  demuaoh  aus 
dem  Dreieck  AB  Mi 

'  h^MB-{M'^A)^b'\m^9^^aoil 

Sofort  ist  die  üühe  MBf  oder  die  ErbübMog  von  M  über  W 
oder  A* 

MB'  =3(jir— B')= (üf-  A')^  MB  H-  {BB^AA*} 

—  {M-A)^{A  —  A')-{M^A)-{-l  . 

Sei  nun  b*  utn  ^6' ,  ferner  e  nm  dt  und  in  Folge  dessen  h  um 

5h  licfoMt  oder  nn^rchcr.  so  orh'iit  mnn,  wenn  man  t}\v  (^h'ichung 
h—f}'\<z^  ihren  natüriiehen  l.f)"nrithrnen  differon/.irt  und  daj> 

Ditterentiation^szeichen  d  mit  9  vertauscht,  des  Höjienunter- 
schiedes  h  Fehler  oder  Unsicherheit: 
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Sind  diese  Feiiler  (Vy  ,  df,  die  luUtUren  oder  die  tv.4»br 
8cbciolicb4»ten,  so  ii»t  ' 


6)  Die  HasiH  ^ei  geneigt  (nicbt  wagrecht) 

uud 

«)  endige  sieb  im  Höbenpunkte  selbst  (Taf.  h  Fig^  4.), 

<i.  i.  mnu  kenne  aus  an^lf'l•^vf^^(i^r^ll  Mo<;8migon  nnd  Uerochnunj;en 
die  eigentliche  (LM'ratU  )  K  n  ( t  r  r  rm  n  r  .f.V  i]vs  Uübeopunk- 
tes  M  vom  Mittelpunkle  A  lie»  lluliciiwiiikelniehserH. 

lo  diesem  FaUe  lludet  man  den  Uöbenuuterscbied 
h-=MB  =  (M — il)=:e.siD€=e.co8^, 
daber  ihre  Unsicberbeit  aberhsdpt 

vd  Insb^sofiäere  Ibfe  midiere  oder  wahrscbeinliehsle  Un^cwi^^^hsit 

■  .        ■  1  F  t 


mid 


<5ä  =:  ^(sinc  ae)^4-(^/co«e  .^?)^ 


10. 

f)  die  Basis  endige' sieb  nicht  im  Hü brevp« niete 

(Taf.  1.  l  ig.  5  ), 

d.  l  das  Terrain  s^]  •jf'itei^t  und  man  kr»nne  von  A'  hin  nach  H 
lotbrecht  nnfrr  M  liie  geneigte  Basis  A'I»  ft  messen.  In  diesem 
Falle  nic«»8e  man  die  instruiuentäliühe  A' A:='iy  den  Höhcnwinkel 
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n  iP^ß  des  Endpunktes  B  der  BmIs  iind  den  BßkmwmM 
MAP=ss  des  HuheDpunktes  M. 

ZnnSchst  findet  man,  wenn  v  den  Neiguiir^swinkel  dcr^BaaU 
gegen  den  Horizont  vorstellt«  im  Dreiecke  AA'B  (Ür  den  Winkel 
V — 6  an  Bf 

•  m 

Bin  (v  -  Ö)  =  jöin(90ö+ö)=  jcosö, 

daher  let 

v=(v-Ö)  +  6. 

nnd  die  Horizontaldielanz  A'B' =  APssif^bea9¥.  Dnnn  ieft 
mie»  «)  der  Hdheniinterscliied 

— ^)  =  6' tang  £ = 6  €06  V .  taogi. 

Ingleichen  ist  noch  die  firbOhong 

^) = 6' taog  6 = 6  cos  V .  tang  6 ; 

foigUeh  die  Hshe 

_  ^COS 1'  si  n  f  €  —  $) 
GOBfCOSO 

11. 

Die  Basis  endige  sieb  niebt  In  der  Letbr«cbt«n 

des  HOheopanktes.  (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Ist  die  Höhe  PM  unzugaiii»lich,  so  messe  inaii  nn  zwei  mit 
M  im  AJignement  Hegenden  Punkten  A  und  B  die  Uübemvinkel 
MAP=»  und  MBQss  lotbe  die  lüttelpnnkte  il  und  des 
Winkelmessers  auf  das  Terrain  nach  A'  und  B*  ab ,  messe  die 
Instnimentshöben  A'A=i  und  B'B=j,  femer  die  Horizontalpro- 
jection  A'B^—b'  der  Basis,  so  wie  das  GemU  {B  —  A')—q\  so 
ist  das  GefiÜl  der  Basis  {fl—A)^BB'\B'Br-AA,  n^icb 

folglich  die  Babis 

mid  üBr  Ibre  Meigniig  v  Ist  taiigy=^,- 
Nun  Ist  fan  Dreleeke  ABU 

MAB=ii-v,  MBA=l&P^fi-^^f  AMBstii-'H 

daher 
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I 

am  (ff — «)  9\n      f ) 

So  siod  die  Abst&nde  de«  Hühenpunktes  M  von  den  Grenzpunk- 
ten  A  und  B  der  BmIs  oder  von  den  Scheiteln  der  eemesseuen 
Huben  Winkel  bekumt,  daher  fiodet  man  (naeb  b,tt)  die  Hoben- 
«atotschiede 

•/M  •       ^sin(i?  — v)8inc 

(Jir- J)=^ilf.«ne=6-^j^^^p^ , 

iM'-B)-BM.Bmti=b    eip(S— t)^' 
Zur  Confrole  dient  die  CÜeicbvng 


13. 

ü  Die  BaaU  befinde  eicb  mit  dem  Hobenpankte 
nicht  im  Alignement  (Taf.  I.  Fig.  7.) 

Finden  sich  im  Terrain  keine  zwei  geei^eten  Standorte  mit 
dem  Uobenpunkte  jM  im  Alignement,  so  wählt  man  zwei  andere 
paseBche  Fmilrte  A'  ond  B^,  Lotlirecht  Uber  ihnen  in  A  und  B 
aüsst  man  efaieraeita  die  HOhenwbkei  MAPz=i  und  MßQsszii, 

und  andererseits  entweder,  wenn  man  mit  einem  Horizontalwin- 
kelmesser  (Theodoliten)  verliehen  ist,  (Wo.  FEorizontal winke!  « 
uud  k,  die,  wie  hoch  auch  A  über  A'  und  B  über  B*  liegen 
mag,  den  m  ihnen  parallelen  Winkeln  RAfB^  and  RB^A'  gleichen, 

oder,  wenn  man  einen  Bofda'echen  Kreis  hat,  die  genei$[[ten 

Winkel  MAB=za  und  MBA  =  ß.  Nebstbei  misst  man  noch  r^ie 
Instrumentenhöhen  A'A  =  t  nnd  fi  /i—f,  so  wie  das  (Telälle 
iß'—A'y—ff',  und  endlich  die  Horizontaldistanz  A'H"~b'  der 
Aulstellungspunkte. 

Auch  hier  ist  wie  vorbin  das  GefMle  der  Basis 


folgllcb  die  Baal«  ^^=6=^6^4.^. 

1.  Hat  man  die  Horizontalwinkel  %  nnd  A  gemeaaen,  se 
fit  im  boriaeotalen  Dreiecke  A*Bf*R 

RA' RB'A'^zl; 

daher 

sin  A 


die  Heriaentaldiafau  A'R^AP^t' 


BfR^BQ^b' 


sin  X 


siA(x-i-A)' 
daher  findet  man  (gemäss  a): 
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Hin  A 

den  Hüheaunlerschied  {M—Ä)  ^  AP     €=b'  ~-z — rr^tji  f » 

•2.  Hat  man  duiijeüon  die  ixrnoiijtftn  Winkel  a,  lUld  ß  ge 
mesj>en«  so  ist  im  geneigten  Dreiecke  ABAi 

die  DisUoz       =  ä -s— >— ^-gr 


sin« 


sin  («4-^)  i 
duiier  Uitilet  man  (geniä««  b$a) 

sin 

den  iiöhenunterächied  (M—A)=^AiM.&n\i=^b  .  ^   ,  ^^sint, 

=i^ilf .  sin  ij = 6  jjj^^l^  siu  Ii. 

Jedenfalls. gilt  wie  vorhin  die  Conlrol<{leicbung  i 

.■    •  ,  "  ' 

13..  ' 

B.   Trij^onoroetirische  Ilöbcnmessung  auf  ^'eit'e:. 

Entfernungen. 

■ 

Lie!2:«?ii  die  Punkte,  deren  Hölieinintersriiiede  in  Hetracbl  c^e- 
itoinmoii  werden,  ocbon  Heiter  als  eine  li^he  iStHiulc  oder  eine 
geograitliiMche  Vicrtelmeile  ans  einander ;  so  darf  man,  um  genauer 
jsuseiu,  dub  Jb'aiuilei^ein  iitrer  Verticaien  uictit  mehr  zuge«t«»ijen, 
sondern  man  muss  beräcksichtipen ,  dass  die  VerlSeiileii  entwttdtf 
allesamint  in  Einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  sich 
durcliHchneiden  oder  im  Allgemeinen  sich  kreuzen  und  nur 
unter  gewissen  Bedingungen  sieh  schneid^Mi.  Er^veit^rt  nirni  uV\m- 
lich  in  (iedanken  die  Oberfläche  des  ruhigen  Meeren  iiber  <lie 
ganze  Erde  zur  s.  g.  Meeren-  oder  Erd fläche,  so  ist  diese  mi 
Allffemeinen  eine  Umdrefann^flSche,  deren  Axe  die  Erdaxe  (Um- 
drebungsaxe  des  ganzen  Erdkurpers)  ist.  Nnn  ist  die  Verticale 
(Richtung  der  8chwerkratl)  in  was  immer  für  einem  Punkt  die 
durrh  ihn  irehi'ude  Normale  der  Erdflacho.  und  als  solche  schnei- 
det sie  die  Axe  der  ErdflSche:  mithin  müssen  zwei  solche  Ver- 
ticalen  sich  überhaupt  kreuzen,  ausser  sie  gehen  durch  einerlei 
Parailelkreis (-linic)  aer  ErdflSche,  wo  sie  sich  in  der  Axe  durch' 
schneiden,  oder  sie  liefioden  sich  im  selben  Meridian.  Nur  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  man  die  Erde  für  eine  Kugel  ansieht» 
schneiden  ^Irh  alle  VertTrnlon  im  Mittelpunkte  derselben.  GewHhn- 
lieh  nimmt  man  an,  die  Erdtl  n  1m>  sei  ein  abgeplattetes  Utntlrc- 
hungsellipsoid,  obschon  auch  ein  solches  mit  den  bisherigen 
Erfahrungen  wenig  übereinstimmt. 
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Zur  VeTeinfachunii  der  schnicrigen  Huhenbercchnung  hei  der 
Aiiriuhnie,  da.ss  die  Enltläche  e'm  abjjeplattetes  Umdrehuuusnllip- 
8oid  sal,  benutzt  i^uu  den  Umstand,  da»8  die  vveitetitcu  Enliernun- 
gen,  auf  welche  man  HObenmessttogen  ausfährt,  oder  gcodStische 
Dreiecksspltzeii  von  einander  entfernt  nimmt,  fast  oie  Qber  zeho 
Meilen  cxler  l  Breitengrad  reichen.  In  einem  s(d(  heTi  \  erlialtniss- 
niä««iq:  engen  Bereiche  kann  man  nendich  das  bctreflendc  Stück 
der  Erdfläcbe  mit  zureichender  Genauigkeit  aU  ein  «pharisches 
ansehen,  dessen  Halbmesser  der  s.  g.  Erdhalbmesser  eines 
Punktes  der.  £rdfl&ehe  von  mittterer  geographischer  Breite,  d.  i. 
das  Stück  seiner  Normal«  von  ihm  bis  ap  iareD  Euiacbnitt  In  die 
£rdaxe  ist. 

Denn  da  ist  jeder  Erdmeridian  eine  Ellipse,  deren  grosse 
Halbaxe  der  Halbmesser  n  des  Erdäquators  und  die  kleifio  ffalh- 
axe  der  Uulbmetiser  0  des  Erdpois  ist.  Wenn  daher  die  Abpiat- 

tang  der  Erde  •  =a,  ihr  Axenverh&itnise  ~=tt=l — tt, 

Ihre  Excentricit&t  (c.=  Vb^  —  n*)  ?a=:r  gesetzt  wird ;  so  ist  in  Taf.  I. 
Fig.  B,  an  jenem  Punkte  M,  dessen  geographische  Breite  9  ist 
eeiiie  hiA  «n'die  grosse  Aze  felebende  s.  g.  MormAle' 

•  ••  . 

/VspJWsz       ,  wofovn  faln^psiini^  let;  • 

sein  Erdbaibinesser  r^MQ= — und  sein  KrümwungS' 
halbmesser  R^MÜ^-^^-—^.   Daraus  folst  " 

iV=/^(l-£«8in(p2)=r(l— also  iV<iJ<r; 

• 

mithin  liegt  O  immer  zwischen  iV  md^,  und  weg^n  l^<r  muss 
der  um  Q  mit  r  be«»chriebene  Kreis  znischen  den  hgrUnuBangs- 
kreis  uud  die  Tangente  von  M  fallen.  Zugleich  ist  ..  . 

mithin  liegt,  well  t  sehr  klein  ist,  Q  ^ehr  nahe  au  C  und  O,  und 
zwar  ist  Air  f»s?0  I79(=0,  0«^«%  und  ttr  q^^W^  €Q^'\, 

Ans  all  diesem  erbeNt  demnach,  dass  man  in  derkur/en  Aus- 
dehnung von  \  Breitengrad  noch  mit  genügender  («enauiukeit  die 
Ellipse  durch  den  Kreis  des  Erdhailmiessers  urset/.en  könne,  und 
daher  bei  dt^r  Ui^QUuiuetrischen  liüheumessuog  iu  lieliacbt 
kMuaende  StOclc  .der  Ei<dtli«ie  inimefbip  für  fjphfirisch  awwben 

diMiu  Zadea»  U»t  aaaer«  KennAnlss  der  Erdahpbttuni^  aoch  »dir 

1         1  --o- 

unsicher,  da  sie  zuIschen       und  ^^j^^ schwankt;  daher  uiir de  eine 
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Fülh^t  nach  den  strensr^ten  Fofneb  Wrodiaei*  HlUie  noch  Immer 

bliebet  bedenklich  bleiben. 

Tm  Folgenden  nehme  ich  nach  J.  €.  E.  Schmidt  (Math,  und 
phys.  Geopa)>hie.  1.  Bd.  S.  V.)  oacbstebeode ,  sehr  sorgftltig  be- 
rechnete Werthe  an: 

o=3271ö52  318  ToUen  =6376958  97  Meter, 
6=3260803  703    „     ==6355522*27     "  , 

indem  der  Meter  s=:443*296  Lid.=^^^  Toue  ist  Danach  ist 
der  mittlere  Halbmeeeer  der  Eide  s6M53ll  Meter. 

14. 

Bei  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  als  wahren  Hori* 
sSnt  eines  Punktes  der  Erd-  oder  MeeresflSche  die  als  Ihre 

Stellvertretetin  annehmbare  Kugel fl&efae,  bei  einem  buheren 
Punkte  die  conrentrische  Ktigelfläche ;  daher  ist  der  Höhen- 
unterschied jeglicher  zwei  (wie  hier  vorausgesetzt  nicht  allzu  weit 
von  einander  entfernter)  Punkte  M  und  A  in  Taf.  1.  Fig.  9.  der 
Unterschied  der  Halbmesser  ihrer  Horizonte  oder  ihrer  liadieo- 
▼ectoren  OM  und  OJ;  also,  wenn  wir  anch  da  die  obige  Be- 
zeicbnmig  beibehalten,  ist 

DemgemSss  jjpitcn ,  nie  Iflclit  nachweisbar,  die  oben  (in  4.)  zur 
CJmtauischung  der  Horizonte  aulgestellten  Gleichungen  auch  hier. 

Die  Erhöhung  eines  Punktes  über  die  Erdfläcbe  oder  liber 
die  MeeresflHche  wird  auch  priii*»  absofnte  Hohe  genannt  Da- 
her besteht  der  Radin s\  ector  elnt  s  über  die  FrdflSche  erhöhten 
Pauktcji  aus  seinem  Erdhalbmesscr  und  öeiiier  absoluten  Höhe. 


15. 

Die  in  einem  Punivle  auf  seine  Verticale  senkrecht  aulgerich- 
tete Ebene  heisst  desselben  scheinbarer  Horizont  Das  Stück 
der  Verticale  eines  Punktes  dieses  scheinbareu  Horizontes  zwischen 
ihm  und  dem  wahren  Horizonte  wird  die  Erhohnns  des  schein- 
baren Horixentes  Aber  den  wahren  an  jenem  ninkte  senaont. 

Der  fiinsehttitt  der  VeHlcalen  eines  Pnnkles  in  eioen  gewissen 
(wahren  oder  scheiohareo)  Horizont  heisst  dieses  Punktes  He* 
rizontalprolection.   Der  Inbegriff  der  Horizontalprojectionen 

sfimmtlicher  Punkte  einer  Linie  heisat  die  Horizontal ^>rojec- 
tion  dieser  Linie.  Wird  die  Distanz  zweier  Punkte  in  einen 
wahren  oder  scheinbaren  Horizont  projtcirtj  so  heisst  ihre  Pro- 
jection  danach  auch  die  wahre  oder  scbeinhare  üorlsontal* 
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ff  I  stant  der  Mden  Pttakle.  lern  iat  «in  KroMogen,  diese  «Im 

Strecke. 

Sei  nun  in  Taf.  I.  Fig.  10.  eines  Punktes  A  Radiunvector  /?,  sein 
A^«5tanfi  von  f*?nem  in  seinem  scheinbaren  Horizonte  gcle2:<»neTi  Punkte 
T  Qilei  dessen  scheinbare  Horizontaidistaoz  d,  und  suciit  man 
für  diese  Dij»tanz  die  Erhöhung  k  des  scheinbaren  Horizontes ;  so 
Wt  des  Punkte  nUdinsvector  =R-{-h,  daber  indeniTon  Ri-k, 
R  und  d  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke 


Hierane  findet  man,  falle  man  eich  der  Fe urier' sehen  Division 
liedienen  will, 

uud  überhaupt  h=Vii^iß—R. 

Entwickelt  man«  da  diR  immer  nur  klein  ist,  die  Wurzel  in 
eine  Heike,  so  ist 


WO  meist  sehen  das  erste  GHed  aUein  genfigt 

Wäre  die  wahre  Hnrizontaldiätanz  D  des  Punktet»  T 

bekannt»  so  wäre  sein  Radiusvector  ^Raec-g,  daher  die  Erhöh- 
ung dcj»  scbeiobaieo  Horizontes  A=/f(sec^ — 1),  nnd  in  eine 
Reibe  entwickelt 

5/>* 

wo  auch  meistens  das  einzige  er«ite  Glied  genügt. 

IhI  der  iSeiguu^winkel  der  Verticalen  von  A  und  T  bekannt, 
8o  ist  in  T  &t  Kadiusvector  =RsectOt  daher  die  Erhöhung 

sin  in' 

Ä  =  Ä(secw-l)  =  2i2. — —.    Es  ist  aber  H=dcota>,  daher 
^  '  cos« 

auch  A=5iltang4o,  wes  ebenso  ans  dem  Dreieck  ACT  folgt. 


16. 

Hekanntllch  gelangt  ein  Lichtstrahl  von  einem  irdischen  Punkte 
M  (Taf.  1.  Fig.  11.)  in  das  Auge  A  eines  Beobachters  nach  einem 
in  der  Vertiealebene  beider  Punkte  hnfintlÜrheri  Bogen,  der  gegen 
die  Erdoberfläche  hin  bohl  ist,  und  das  Auge  versetzt  dienten 
Ponkt  in  die  Richtung  AF  des  auf  selbes  treffenden  Bogenele* 
mentes  oder  der  letzten  Tangente  dieses  Stnblenbogens.  Der 
Winkel  FAM  dieser  Richtung  mit  der  geraden  Entfernung  AM 
des  snvisiften  Pnnktes,  bsiset  der  tatmtriscbe  Relireotionswlii» 
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kel,  auch  kurs  41«  terr«atri«oh«  H^ft^ctit^u  (irdiaiciie  £|tE«b- 

leiibrechung). 

Die  praktischen  Geometer  uebJiMD  ge#4fbtiKcll  au,  dieser  ge 

krümmte  Liclitstralil  8ei  ein  KreißlioirP!»  vom  c'nifMn  0  bis  1*2  (iber- 
}j.nij)t  miiial  so  t^roti^eH  UnlkimesAer  ü  ai«  dur  KatUu.sveGtoi'  U  des 
liü()bacbtiHi&Korte.s. 

I.  Kennt  man  nun  die  (gerade)  Distanz  c~A3t  des  an- 
visirten  Punktes  vom  An^enpunkto  .4,  aUu  die  Nchno  jenes  Krt^is- 
bogeus,  und  bezeichnet  iiiaii  mit  q  den  i%eiractiout<\\  inkel  l  AM, 
80  Ut  bekanntlich  es22C.8iii^>  daher 


oder ,  weil  TBL = m  1^,  auch 


1     e  _     e  , 

1 

wenn  man  j^etzt. 

Da  die  Distanz  e  in  Vergleich  mit  schon  sehr  klein  ist  und 
%n  vrenigstens  =12  erachtet  wird,  so  niass  der  Winkel  qso  klein 
ausfallen,  dass  man  immerhin,  wenn  die  genäherte  Gleicbheit 

durch  c=  angedeutet  wird»  sin 9=^:1^  setzen  kann;  dann  ist 

II.   Kennt  man  den  Winkel  m^AOM  der  Vcrticalea 

von  A  und  M,  und  x^^i  l—VAF  die  gemessene  Ze  n  i  f  lul i  s  t  n n  z 
des  Punktes  il/ an  A,  folglich  ^f^=  t^/lil/ die  verbesserte  Zenith- 
distanz  desselben«  so  bt  im  Dreieck  AOM 

e     AM    An  AOM  sine» 


W  OÄ  ""sin  OMA  ~  sin(t+^-^  m)  * 
daher  hat  man 

.       /l       \  fiioo 


oder 


sm  ct)        , ,  •  03 

1  rzsn 


siuGlHh^ — ö)  sin    +  ^  —  *ö)  ' 


tvoiera  hn  sweiten  TbeH  der  Gleidisng  g  einen  genllfaeileii  Werlh 
der*  gesttohten  Refnction  Torstellt  Ein  solcher  Ist 

welcher  sich  auf  die  Annahmen  sin^:sinc0=^:a)  grti^det 
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Da  die  Zenithdistftiiz  meivt  aabe  an  DO^  ist  und  a> ,  p  nur  »ehr 
klein  sind,  j^n  pfleuf  inan  r^ewöfinlich  aucfa  noch  den  ietzteo $inus 
=1  zu  setzen;  uad  erhält  äooacb 

•  1  • 

Ich  plaube  jrrfrx  h ,  dn^s  hier  der  Abkiirzunjjseifer  zu  w  cit  geht, 
'/.vmiA  (lifi  vorie(/tp  I^>rTlrHH)«J'^vvei6e  mit  5  oder  4eteUigen  Loga* 
ritiuneii  gar  nicht  .sctnvicrig  iivt 

Ul.  Ucber  die  VerhaitoiaazahleQ  der  ^trakienbrechang  tns^;  H 
oad  "=9~^  bat  man  Fon  verscbledenen  praktiacbeD  Georoeterp 

mouchertci  bchr  von  einander  ahweichcnUe  Angaben. 

1 

Bouguer      aeixl  m=9,  aUo  »-=  |g=:0*Ü556, 

I 

Tob.  Mayer    „   m=:8,   ^  ft==j^  =30*0625, 

Lambert        „  mceT,  „  n^^r^zIMti^ 

Laplace  uad  Delambre  bestimmteti  nt^OilSstj^) 

aUo  2» =6^, 

G  a  u  »  s  Tand  n  —  0  0053  —  j^-j , 

alao  ms=7}« 

Urfiri^ous  äussert  <lie  HcsflKifffmlirit  dor  Atmosphäre  auf  die 
Grösse  dk'>ier  Zahlen  einen  uamhalteu  iLinlluss,  der  jedoch  noch 
nicht  genau  ermittelt  ist. 

Ist  die  n  mit  der  Unsicherheit  '6n  behaftet,  so  ist  die  der  q 
tabaClende  Unaieberbeit  6q,  wenn  man  obiee  Gleicbungea  loga- 
rithmirt  und  nach  n  und  q  dtfferenzirt,  verbaltnissmfiasfg 

^      n  * 

Nan  f(cb wankt  n  Von  0H)6  b'ia  0*06,  alan  kann  man  inzn^l^i 

nod  daher  d^:^  ^9 =0*33^  setzen.  Seibat  wenn  man  die  beiden 
letzten  genaneatena  beatiaimten  Wertbe  nunmt,  bat  man 

a«=(K)80-0<»fc=0O15,  daher  ^=^=:jnnd  5^=]^»^; 

Der  RefractioDswinkel  kann  daher  nach  dieser  Bestimmung  bis  auR 
I  eder  i  »einer  Qrteae  unaioher  nein* 

Bezeichnen  uir  noch  die  durch  die  vorletzte  Form  bestiuuute 
IteAaction  durch  ^' »  ao  tat 
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*-=co«e€Ö:— »),  abo  coscc ({—»)— 1. 

MaD  findet  man  (z.  B.  mittels  Hntton's  matbem.  Tafelo)  l&r 

*^=:ü  U03b,  Ü  üi54,  (^0353,  Ü  ÜG42. 

Bl«  SU  dieser  Grense  f  ^o^^TO**  ist  demnaeli  der  aua  der  Weg- 

lassuog  von  310(2 — o)  hervorgebeude  Fehler  ^  ^  ^  bedeutend 

00 

kleioer  uls  der  von  tler  Lu«»icherbeit  der  n  herrOhrende  .undin- 

sofern  dürfte  die  Benützung  der  letzten  und  eiafacbsten  Beiedi* 
niiDg8weise  von  q  gerechtfertiget  «»ein. 

Besehen  wir  noch  den  absoluten  Werth  von  q' — so  ist 

ü*  —  p==nQ} .  [cosec(^—  (u)  —  I] ,  folglieh  Ittr  und  ffir  obige 

Wertbe  von  £~  c»  ist  zunächst 

S^=i:tHW)304,  miim,  WmtieM^  Wmm,  daher 

«0 

ßir  «=20' ist  1"Ö,       VA,        6  ''2 

=30  =^-5,    2-2,        ß-1,  9-2 

.    =40      '     =0-7,    30,        0-8,  122. 

Blan  wird  demnach  ans  dieser  Zesamroenstellung  leicht  fiberaehen^ 

ob  der  Fehler  q'  in  Rdcksicht  des ,  hei  dem  zu  Gebote  stehe» 
den  Höhenwinlelmcssrr,  beftirchteoden  mittleren  Fehlers  Be- 
achtung verdiene  oder  nicht.  ^ 

J7. 

Weeren  dieser  ünsicherlitil  in  der  Berechnun«?  des  Hefrac- 
ttonsvvinitels  bleibt  es  ratbsaiu,  an  beiden  Puiilvten  A  und  M 
(Taf.  I.  Fig.  11.;,  deren  H5bennnterscbied  aufgefunden  werden 
soll ,  gleichzeitig  oder  wcni^^tens  bei  gleichem  Zustande  der  Atmo* 
sphfire,  die  Zenithdistanz  und  anmessen.  Sind  dann  ^ 
die  Kefraetionsninkel  und  t,  z'  die  uni  sie  verbesserten,  also 
eigeoUichen  Zeoithdifitanzcn  des  M  in  A  und  des  A  in  Mi  so  tat 

2  =  ^H(»,  «'=f + 
Da»  gibt  noch  das  Dreiedi  AOM  die  Gleichong 

x4  i'^1800-f  w. 

Letztere  verwandelt  sieh  durch  die  Sohstitntieii  der  AosdrlclDn 

%  und  x'  in 

tt+r)+(*+»')=iw>+». 
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Nun  kano  man  aber  bei  einerlei  Zustand  der  Atmo.s{ihäre  die 
Uefracüoofi winke!  ^  und  q'  tät  gleicli  annehmen,  dann  ist 


.=90»+ ^-.Ui^. 


Snaeb  »ind  <iie  e^eatOehM  Za^diatansw 

Auch  lasst  skli  zu  diesem  Werth«  von  q  die  VerhSltniwisabl  ii 
ioden,  doon  nach  Obigem  iat 

oder  genauer  nss^einCz— -o)- 


18. 

Nach  diesen  Vorhcreituiigen  wenden  wir  ane  snr  eigentlichen 
fldhenheetimmnng  selbst 

I.   Die  Basis  liege  roit  dem  Uubenpuokte  im  Alig- 
nement 

Jedenfalls  setzen  wir  als  bekannt  voraus:  a)  die  Polböbe 
<les  Standortes  .4,  um  danach  den  Frdhalbmps.ser  desselben 
(nach  13.)  /u  berechnen,  und  b)  die  al)s(»liite  Höhe  desselben, 
m  aus  beiden  Laugen  die  des  Kadiusvectur«»  R  jenes  «Standortes 
tt  Inden. 

Nun  kann  (lir  den  Uuhenpunki  gegeben  oder geroesseniiein, 

entweder 

1)  die  gerade  Entfernung  vom  jStandorte,  AM~e,  oder 

2)  seine  scheinbare  Horizontal distans  Im  scheinbaren 
flsritonte  von  Af  d.  i.  die  Tangente  ÄT^^d, 

Zi  seine  wahre  Horisontaldistauz  im  wahren  Horitonte 
fon      d.  i.  der  Kreisbogen  AC^D,  oder 

4  seine  auf  die  Sehne  reducirte  Distanz  im  wahren 
■aiimte  ven  il,  d.  i*  die  Sehn^'AC^k,  oder  endlich 

5)  der  Neigungswinkel  heider  Terticalen,   nemlich  ' 

Zugleich  sei 

I.  nwr  Eine  Zen  itli  d  is  tan/  i^pinessen  norden,  nem- 
&ch  in  A  die  Zenilbdistanz  ^  von  M,  äu  dassj  v\eun  ^  den  (nach 
Ml  hereehneten)  Refractionswinkei  vorelellt,  die  eigentfiche  ver- 
hisaeris  Zenithdisiaaa  s^t-f  f  ist 

Zwischen  diesen  Grossen  bestehen  nun  bekanntlich  folgende 
Beaiehungsgleidwngsn : 

Tbeü  XIL  2 
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Aw  ihnen  folgt 

,     ,  coHM      ^  sin  4c»  r»      «in  (2  —  ©) 
cofl^o  OOS  4«» 

,     cosw        ^sinw  ^  1 
c  =  ci  -v-*r   i  .  -r 


Ohl  (1 — »)         o>     '-»in  (* — «1) ' 

Ist  nun  der  Höhemintcr.sc  Iiicd  (}f  —  A)~(\^f  //.  so  ist  de« 
Höbeiipunktes  Uadiuavector  OM=^U^ liaiier  iiu, Dreiecke  J Oi# 

i»in2      sin  (2^0»)  «Infi»* 
Sofort  ist  jedes  dieser  Verhältnisse  anch  noch 

H  n 


.     .     .    Ssin^cosCi— ^) 

Ci)  CD 

liieraas  folgt»  weil  sin«i=2sinjp€os^  ist. 


'  cos  (2-^) 


(1)  H^e 


(0 


I  t. 


ottd  weil  21^810^=:/;  ist: 

cos(«— '  • 

Sd  ^80lben  AnsdHieken  leitet  aueh  des  Dreteek  ^Cdf.  Denn 

es  ist  AM  =  e,  ÄC^k,  CM  ^11,  OJC=  OCJ  =  W  — |, 

VAC^MCAi=m'\\,  JlfilC=90o-.(2^|),  ifilfC^»-«,  und 

also  .1 

I  ..    .  .        .  f 

H  €  Ii  •  .  .4 
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DUkkt  man  •ofort  A  od«r  <  doreb  d  uod  D  m»,  «o  erfolgt 

c^fiifta  sid(x  — ta) 
t 

.   ,        cos(:  —  V)) 


19. 

Hieraus  ersieht  man,  (la.SvS  Uie  zwei  letzten  AusdrGcke  des  H 
verwickelter  als  jene  in  (1)  und  (2)  sind;  wesswegeo  es  ratbsam 
Ueibt,  verent  ans  li  oder     die  k  oder  e  an  berechnen«  und  sich^ 
<luiD  aar  Bafaehnnog  too  H  der  Gteiehnngen  (1)  oder      an  be»' 


Zo  jenem  vorbereitenden  Ceber^an^e  (  von  d  oder  D  tait  k 

oder  f)  kann  man,  weil  co  immer  sohv  klein  ist.  ^Il  !  bequemer 
folgende  Rcihenentwickeiuugen  benützen,  da  man  in  den 
roeiäten  Fullen  nur  das  erste  Glied  derselben  zu  nehmen 
haben  wird. 

Es  ist  neniUch  nach  dem  Vorigen  -;as-^^?-»  oder  mit  Rück* 

^    a  cositf 

e  ^    ^  u  *     gg^PlP  ^  if 2(1 -COS«) 

iiebt  aar  j|=tgiSrMieh  j»^-^^*       anch=»\  — ^ — 

Ftncr  ist  l^cososl— (l+tgco^-i»  daher 

k     cosw  3  3.5 

j  =  »"  =  V(l  —  5  tg      4-  7-7.  tg  W*....) 

,    1.3^    -  ,  1.3.31  . 


iIm  wegen  |,=  ||  sogleich  A=/>-j(2ä)  ^+120 (iä) 

Eben  so  hat  man 


jsin  (z  —  w) =cos  w  =  (1  -i-  tg  o)*)-4 

1  1.3 
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Endikh  iat  noch 


20. 

Obige  gescIilosseBe  HObrnfoniielo  0»  1^*)  iMMB»'«^^  »uf 

manniefätige  Weisen  in  gegliederte  und  Näherungsausdrücke  um- 
gestalten. Um  dies  öbersclmulicli  flar/jjstellen,  wird  e«  gut  aeia« 
▼oicrat  die  io  iboen  Torkonimendeo  Qi4t>Uent«a 

j)         cos(r— |) 


CO»  5 

io  solcher  Weise  umzustalten. 

I.   Lost  man  in  u  den  Dividend  auf»  so  ist 

ai 

(1)  usseoBz-k-antxtg^' 
Seist  man  hier  z=si:'f  9  und  IlSst  aaf,  so  wird 

ii^{cosJ+shi{;tg|)coBp— (sint--cosftg|)sin^i  * 

wobei  man  die  Glieder  ^  wie  auch  in  der  Folge  jederseit  — •  mit 

Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  cos^,  m,  q,  tg-;,  sin  9  hier  im- 

mer  sehf  klein  cind,  nach  den  Ordnungen  ihrer  Kleinheit  nach 
einander  reiben  muss.  Geht  man  nur  nls  snr  sweiten  Oidnimg 
in  eo09s=l«:-4sin9«...«  herab  und  bis  snr  dritten  fai  u,  so  wird 

(2)  tt=cos{+smi:tg|-sin{:sin^  +  co8^(tg|-tshi^)sille. 

Ii.  LOst  man  Im  Quotienten  e  bdde  DiTlsionselementn  nn^ 
so  wird  er 

ees^  cot2-f%2 
&)  ^^coso*  l^cotxtg«»' 
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CO      .  .       .  Q) 


H-tgwtg| 

Noo  ist  (cQtx  -f  lg  ^> :(]  — cotitg  tu)  - tg^  -I-  cotx i^^^tz  tg» ' 


f 


1^  CWOCIW^ 

aiD(i— tt) 

daher 


1  —  cotztgcass,^.:. 


EmS£t  luao,  dass  x^?^^ — v==coti  ist,  so  hat  man 

CO 


09 

COSti 

Dicee  Glekhong  findet  man  achneller  aon  (3),  da 

"•f  Ol  «  .  0, 

jjj^  (cot 2  +  tg  2 )  =  p — c  cot  i tg  Ol  =«— ücot 2 . 26in  2  ^jj^ 

iü 

itiiirt  man  in  (3)         ^  %,  folgUcb  cotiss:  ^ 


^    co«|  cotj:+tg  ,j  — tgp  +  cotftg|tgp 


W  [cotj  +  Ig  j  —Ige  +  coti;«(tg«i— tg^)]. 
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DI.  'CIrieht  man  im  QnoflenteD  «  die  Winkel  •  ood  %  erst 

auf  den  einen  dauii  uul'  den  auderen  aus,  so  verwandelt  er  meh 
in  cot(z~o)  und  cot(t  — und  man  findet 

28in(2— |«)8m|- 
.oot(f  —  a)— ©SS— •-^T— r-- — ^ — *- 
'  »in(z  — w) 

nach  der  bestehenden  Bedeutung  von  flund  f>jeden  falle  poei- 
tiT,  und 

,  2cM(*-J»)«in| 

 s — 

Maltiplidit  mm  die  letstore  GleicMieit  Mit 

^  cns(x-|)« 
•cet(i-5)=—  ^, 

sin  (s — «)  öiu  (2  —  2 ) 

welches  immer  positiv  ist;  so  etfilgt 

tö  3.0) 

ü-COtCl~|)  =  ^  . 

sio  (* — ^)sio(2^ — ») » 

neicber  Unterschied  nur  dann  ncgatiT  ausfallen  kann,  wenn 

3  lü 

von  den  zwei  Wickeln  und  %—  ^  der  kleinere  noch  im  erstes, 

der  grussere  aber  schon  Im  s weiten  Quadraoten  (Viertel  de«  vol- 
len Winkels)  liegt,  aUo  z— <UO^<z--^>  daher 

ist.   Mit  Ausnahme  dieses  kleinen  iotervalis  von  ^m,  das  hüch- 

stens  10  Miuuten  betragen  dürfte,  nemlieh  von  2 >  90^ -|- ^  l^*^ 

3  Ä  ' 

z<9Ü^-f  4     Hegt  9  immer  iwischen  cot(z— j)  nnd  eot(2— «>}.  Di 

nun  In  diesem  Bereiche  von  x*-^  bis  x— die  Cotangente  sieb 

mit  dem  Winkel  stetig  abändert,  so  muss  es  ein  Mittci  z — da 
dieser  IVInkel  geben,  so  dans  cot 22 0  aiwftllt,  wobei  ifo- 
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■ach  6  eine  absolute  zwischen  ^  und  1  liegende  ZaU  sein  muss. 

Man  kann  diese  Annahme  selbst  mich  nocli  iHr  jenes  Ansnahms* 
loteirall  gelten  lassen,  weil  dieses  so  eng  ist* 


Fflr  diese  interessant  einfache  Gleiehong 

(7)  *  ü  =  cot(j— öw) 

iasst  sich  die  Zahl  ß  annahcrunj^sneisc  folgender  Mnvscn  finden. 
EntiTii:kelt  man  bpirlr  Formen  von  r  nach  den  natiiilirli  steigenden 
Potenzen  von  tg^co  und  tf^o,  so  erfolgt  nach  und  n.  19., 
wenn  man  nicht  über  die  erste  Ordnung  hinausgeht,  einersc^ 

tJ  =  COtl  +  tgö"  -f  C0t,2*tgtö^  1  t 

aadTerseils 

Sollen  nun  dia  isrstgr^digen  Glied^jr  mogUchsl  nab^  i»berpn(»tini- 
nea»  alao 

■ 

tgÖw(l  +cot;^)=tg^  -fcotx*tg« 

aem,  so  muss 

t  - 

sem.  Dies  gibt  -  t  ■  .  . 

^    J  +  cosi^    3+ cos  2z    a-cos2(W<»— 2) 
(o)         ÖS»  -^"2  ' —  =  -''"•J — '^'^  "  4  ' 

3-coa2(:-~(»(K») 

»^r — 4n — • 

■ 

Oder  CTitwickelt  man  beide  Formen  von  r  nach  den  Potoii/j^n 
Ton  CO  ceni  i>s  Maclauriu 's  Theoroni«.  ifificip  man  sie  i^ch 
f((a)  und  (p{uj)  iiczeicbuet;  so  soll 

A»)=«  AO) +r<ro« + «:.=sflp(«)Ä=  9,(0)  4  ^(0)»+...., 
also,  weil  schon  /'(0)=GOtz=9(0)  ist,  auch 

•iln.  ■  Nun.  ist  *  *  "  . 

4sin(2*— 4a)sin(«— ^)  -Fcos(t-  <»)  cos(«— ?) 

f(m)ss  ^   ?. 

'  ^  '  sin  (z  -  »)« 

aad 
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daher  00!!  sein 

flonacfa 

wie  oben. 

Hat  man  demnach  den  angemeieenen  Werth  von  6  berechnet, 

•o  ist  ganz  einfach 

o:s  cot  (1  —  00). 

IV.  Je  näher  *  an  W  liegt,  desto  n8her  befindet  sich  6  an  4* 
Ffir  diesen  gewöhnlichen  Fall,  wo  c  =  cot(i — ico)  werden  muss, 
^etzt  luau  demnach  mit  F ran coeur  (Geodäsie  n.  259.)  und  ^ritani- 
pfer  (hl  Sehlen  Vortragsheften,  Qfbntncfa  ffenannt:  Baae'r  nüil 
ßartalc,  Anfangsgr.  d.  prakt  Geom.  &  Wran  1833.  S.  191)  tor- 
tbeilhaft 

Dadurch  wird  eigentlich 

cosZ      _  cotZ  1 
*'"«iji(Z  —  t»)~*^ö8iw  ^  —  cotZtg^tü 

oder,  Wenn  man  theilt, 

^=^8^  +cot2tgii»+(cotZlg4«)H..4 

Noch  kann  man  rrrn:=(l  +  tgi»»)-4=  1  — itgi«*....  einfUhren, 
und  erhält  so 

(10;       e= cot  2[1 + cot  Ztg    — (i — cot  Z>)  tgi»«]. 

Diese  vorbereitenden  UmstaJtuDgeo  mi^en  genügen. 

21. 

Weiirl  cn  wir  uns  nunmehr  zur  Aufsteiluni;  <U'r  gegliederten 
H»»henfi)riiiLln  und  heben  wir  mit  den  vollständigen  an,  auf 
welche  nur  die  Formeh»  (1)  und  (4)  in  n.  21).  führen  ktioueu. 

1.   Nach  (1)  in  n.  Ib.  und  nach  0.  20.  (1)  ist 

= «11= e  CO«  2 -i- eain  f  tg  ^- 


> 
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fiun  ist  ecotiz  die  scheinbare  Erhuhong  (/U  —  ^)  =  und  ^fiinz 
die  scheinbare  Horisontaldistanz  ^  des  Punktes  M  von  A ;  daher 

c6io£tg^=iDtg^  die  dieser  Di^tana  entsprechende  Erbübung  ^ 
des  sehäohareD  Hi|riaoBtes.  Setat  man  demnach 

(1)  ccoaz=i6,  tfdn2ss]b»  IDtg^^^'' 

•0  iat  die  geancbte  Erhöhung 

(2)  Ä==  16  +  16'.  • 

Diesen  Aufdruck  kann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Zeieh- 

non^  (Taf.  I.  Fig.  11.)  auffinden.  Fällt  man  nemtich  aus  M  atif 
AT  MK  senkrecht  und  verlängert  sie  bis  zu  ihrem  Einschnitt 
L  in  die  Sehne  AC\  so  ist  KMz=.'^,  AK=^,  daher 
KL^i>igl(o^  iS' ,  weil  KAL=l€i>;  und  sofort  ist  J^L^i^-^-^'. 
Es  ist  aber  .ILÄ:=90o~iö)  und  ^C0= ^CL =90«— 4a>,  daher 
(ALK=CLM)=:MCL,  und  im  Dreieck  JTCIr  die  iir£sirC=il; 
folglich  iat  ^s:^+i6'. 

Kennt  man  demn;icli  die  gerade  Entfernung  e  des  Huhenpunk- 
te«  M  vom  iStainlorte  A,  so  wird  man  die  gemessene  Zenithdi- 
stanz  ^  um  tiie  KelVaction  p  vermehren  zu  der  nunrnehrlijen  wah- 
ren Zenithdistanz  z,  wie  Lei  uarallelen  Verticuleu  (imcb  n.  9.),  den 
aeheinbaren  UOhenunteFacbied  (if— il)=i6>  und  die  scheinbare 
Horizontaldiataaz  ID  berechnen,  zu  weeer  wieder  die  Erhöhung 
^'  des  scheinbaren  Horizontes  bestimmen  uof?  um  s\r  jene  vor- 
läufige Hube  -i^  vergrusseru,  auf  dass  man  die  wahre  Erhöhung 
{M-A)^!!  vollständig  erhalte. 

U.   Aus  (4)  in  n.  30.  und  aus  (3)  in  n.  folgt 

^=^^=^ain^m)+^*l* 
Berechnet  man  demnach  die  genäherte  Hohe 

tmd  (venntiffe  o.  lö.)  die  der  scheinbaren  Horizontaldlatana  d  an- 
gehörige  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes 

(4)  dtg|=A, 

so  findet  man  den  verlangten  Uöhenunterachied  (M — A) 

(5)  H^l^-k^k. 

Ancb  dieses  bestHtigt  die  Zeichnung  (Taf.  1.  Fig.  II.).  Denn 
ist  im  Dreieck  ^r^fdie  TM^^ATsMiMATt^mAMT-dconz 
:sin(x— «)  =  hf  und  TC=h\  endlich  ist  Ii  =  CM=  CT  +  TM 
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I»  dtr  VertictIeA  gMcbltete  «^«inbm  fiiMbwig  (AT— 4  m. 


22. 

Ueberg«heii  H'ir  nun  auf  die  gegliederten  Niberung8> 
lormeln* 

I.  Setit  man  in  der  letiten  der  Gleiely.  (1)  in  n.  21. 

-l  +  Vl-ttg»»  1.1,        3.11-^.  5 

^"s =  '  o *8  "  +  äXö ^2  "  •••• 

und  erHägt,  da^  imch  n.  20.  und  ulh:\\  ilenselben  Gleich.  (IV 
tangoss^qp^  Ul,  so  liat  man  die  Erbuiiuog  des  aclieinbaren 
Horiaenlea 

wobei  man  den  Winkel  o  nicht  zu  Itenncn  braucht  und  gevrias 
immer  mit  dem  ersten  GiieHc  allein  anareiclit. 


Im  Zusammenhange  vi'ird  man  alte  aapb  dar  Reihe  die  Col* 
f  enden  Gleichungen  venvenden: 

(2)  J/=iS  +  ^'.  '  - 
II.  Aua  n.  20.  Gl.  (5)  «id  n.  1&  Gl.  (3)  folgt 

^ = d!  cot  z  +  tg  ^ -f  dp  cot  1 . 2  sin  ^< 

Hier  ist 

(3)  dcoUzsko 

die  srheuibare  Hohe  (;Tf-  A),  geschätzt  nach  der  Verticalen  in  A 
und  gemäss  n.  8.  berechnet,  und  wieder 

(4)  ^  dtg^=.h 

*  "  •  • 

die  Erhöhung  des  scheinbareo  Uorixontes. 

Bndlhih  atif^llt.  daa  letzte  Glied  ileGoti,2ain^dea  Zusataattdcr 

lyMjb.der  VeirtieaJea  .in  4  ff^echfitaten  «thetnbaren  IJ^e  Ao»  um 
lllft  eigentlich  «eetiaagfie  MiSb  Am*  Veitiealea  In  B  ge«MatelWbe 
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fieuiÜch  '  • 

(5)  ..  dp  cot  2  „*2  am  ^  =  ^/<o- 

Noo  int 

(7)  Jh^=n-^MK^'')''^=^-£- 

» — 

Dem  zufolge      die  verlangte  Eriiuhuug  (M  —  A) 

Fa$it  immer  uird  mau  den  Zusatz  J/iq  veruachlitösigoo  künocD> 
da  das  Verhultiii^ü 

-12  ... 

Mhr  kleiB  ist. 

Aehnlich  gibt  die  Gl.  (3)  in  n.  20.  mit  GL  (3)  in  n.  18. 

*  •     .     -    ,  f«' 


Fsbrt  man  hier  aas  (6)  und  (4)  die      und  A  ein»  und  beachtet« 

dass  tga)=^)  aUo  cot:tg(()=j^  ist,  t»o  findet  mau 

^  Ä 

oder  weou  man  Uividirt: 

ir=(Ao+A)a+^+^+....)- 

,  »Setit  man  daher  wiadtr  .       \^  ' 

(7)  '   .  -rfA»=<Ato+*)5='^> 

(8)  ir=A»>  +  Ä  +  ^/Ao. 

Also  auch  wenn  die  schrinharo  Hori/nntaldistanz  ff  de«  Höhen- 
pimktes  bekannt  ist,  kaun  man  die  gemessene  Zenithdistanz  ^ 
ciarcb  die?  Refraction  g  zur  wahren  Zenithdistanz  z  ergänzen,  zu 
dieser  wie  hei  parallelen  Verticallioien  (in  n.  8.)  die  scheinbare 
Hthe     and  so  ihr  die  nath  jener  Mtniia  benieaaene  firbSheng 
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k  des  scheinbaren  Horiiontes  binzofllgeii ,  wonach  man  den  HObe«- 

unterschied  (31 — A)z=H  =  h^-^h  nur  um  eine  Grosse  zu 
klein  erhalten  wird,  die  rnfolge  Gl.  (9)  von  der  Htibe  //  meistens 
eiu  SU  i;eiineer  verhälliiissmässiijer  Theil  mi,  dass  er  den  unver- 
meidliciicu  ücobachtungsfeblerii  gleich  gehalten  werden  kunn. 

III.  Die  GleicboDg  (2)  in  n.  18.,  TerbvndeD  mit  GielcbiiDg  (10) 
in  D.  20.,  giebt 

SMt  man  Ae  voitthifige  tlllr  die  caloiiative  ZenKfadittens 

berechnete  Erbubung 

(U)  üreotZ^b, 
ihre  erste  Verbeaaerung 

(1-2)  bcotZtgiois: 

*  und  ihre  sweite  Verbesaentog 

(13)  =  i>  (4  -  cot  Z^;  tg  i«-  =  ; 
so  findet  man  den  HOhenanteraehied 

(14)  ir=t>+-Jb+^. 

k 

Da  tang4«>sssiBio=s      ist»  ao  ^bt  dieae  Gleichung  mit  der  (11) 

•  b 

moitiplieirt  cotZ  tg4o>=:^j  daher  ist  auch 

b^  H 

(15)  ^*^-3R=M^' 

(16)  ^=-^(Jid'*>+Qny^ 

Hieraus  ersieht  man,  dass  raan  die  zweite  Verbeeaeruog 

wejren  ihrer  rn!)e<!entenheit  fast  immer  wird  weglassen  oder  höch- 
stens zur  Schätzung  des  Fehlers  berechnen  kann.  So  erhält 
maTi  die  von  Stampfer  (a.  a.  O.  8. 194.)  angegebene  Näherung«- 
formel 

Genauer,  ohne  eine  erbebliche  Yergruaaerang  der  Recb* 
nnng,  erhftit  mau  die  Hdheofonnel »  wenn  man  Gleicmiog  (9>  iMt 
(10)  in  n.  20.  oimmt»  und  t 
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it**x  ,  cotZ 

(17)  k — r-=b 
idit«  ib  dann  cotZtg4o=^smitt=25« 

(18)  ^=.(^y„ 

wird,  und  noch  immer  die  Gleichung  (14)  bestehen  bleibt. 

IV.  Die  Gleichuni;  (2)  in  n.  18.  vereint  mit  den  Gleidnaigen 
(7)  BDd  (8)  io  D.  20.  leitet  anf  foigeode  Uöbenbestimmnng* 

Man  beredinet  vorerst  die  Hilfocahl 

(ly;         0=  j  ^  , 

und  sonacli  die  Erhebung  (M^A) 
(20)  M=k€oHt-$m). 

V.  Verbindet  mau  die  Gieichung  (1)  in  n.  18.  mit  der  Glel- 
cheeg  (2)  in  n.  90.»  so  erhllt  man 


w  ...  .  (O 


Setat  man 

(il)  ecos^sb»  esiQ^s:^, 
M  wird 

CÄ)  Ä^b+b'-b^+ir» 

Dabei  stellt  b'  die  der  scheinbaren  Horizontaldistanz  0  entsprechende 
Eihohung  des  seheinbaren  Horiaeutea  vor,  daher  icann  man  (var* 
möge  n.  16.)  auch  angenihert  setzen 


Ferner  ist  mit  Rfickalcbt  auf  n.  16.  :b*s:B\n(i:tg^=nm:i€ii^2n, 
also 

(24)  b*=anV. 
iadlich  ist  aar  Scbätzuog  des  Wegiassangsfehlers 
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Aehulich        die  Gleichaog;  (3)  in  n.  IS,»  verknifpft  mit  (6) 

iu  D.  20. :  ^ 

Setet  man  nun 

(26)  iicotJ(=:b,  i<tg|=<^',  iitg^=b*, 

«o  gilt  #Mer  die  €lelehang  0^2). 
Dabei  iüt  »ocit 

•  ff» 

(27)  :.  .      .  t>'=2S 

die  der  Horizontaldistauz  d  entsprecbeude  Erhöhung  des  schein- 
baren Horiaontes>  uod  wieder 

enllich  ist       üeiuet^suiig  des  Weglassungsfehlers  • 

r  =  (5)'  (äb'  -t>") = 5   -  * 

da  man  auch  hier  bei  b''  stehen  zu  bleiben  pflegt. 

Anstatt  also  die  Zenithdistanz  ^  um  die  Keiraction  q  zu  ver* 
{^ru^sern,  yermindert  jtfan  die  Uölie  selbst  wegen  der  Kefraction 

um  b". 

Auf  diese  Weise  rechnet  Benzenbcri^  (Höfi.  Rechenkunst. 
8.  Düsseldorf.  1813.  8.  544.)  und  nach  ihuj  i\etto  (llandb.  der 
Vermessungskunde,  kl.  8.   Berlin.  1825.  2r  ThI.  S.  Li».)  , 

VI.  Setzt  man  endlich  fär  b"  seinen  M&hemngswerth  aus 
(24),  so  findet  man 

(29)  ir=b+(i-2ii)b'^b*. 

Dabei  ist  2ii  nach  Bouguer  ^^^^  W^  nach  Tob.  illayer 

nach  6  an  SS  =r^=sO*]3»  nach  Lambert  =Js=0*14,  nach  De- 

iainlire  -- =0'lfi. 

Atff  solche  Art  rorhiiet  Crelle  (Uandb.  d.  Feldmessens  u.  s.  f. 
8.   Berlin.  1826.   §.  134.) 


Sind 

2.  die  beiderseitigen  Zenithdistanvien  gemeftsen 
worden,  nemlieh  in     die  t  tmd  in  JT  die  T;  so  ist  nach  n.  17. 
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mitbin  fibei'gebeo  die  HOlieDfonDelo  in  o.  18.  in  die  folgenden  i 

(1) 


cos  400  ' 


(3)  iy=si< 


cosifl» '  cos  HC  — ^  -I-  tt)  ' 


Von  diesen  dbeifehl»  wie  ieicJit  xn  «eben»  die  J^omei  (2),  wenn 
man 

eeCit,  in 

(6)  H^h^h\ 


II  man  demnach  weder  den  Winlul  m  noch  die  Refrnd|en  sn 
kennen  braucht  (VeegL  Slnmpfer  n*  n«  O.  lifö.) 

>  •  ■ 

Ul.   Die  Basis  liege  mit  dem  UübeBpaol^te  nicht  im 

AI  igij  citic  n  t. 

Bei  diesem  am  bäuOgsten  eintretenden  Falle  kann  man  wie- 

df^r  (wie  in  fi.  VI  schon  erwähnt)  entweder  die  Horizontal-  oilcr 
die  geuei^ten  Winkel  an  den  Greiizpunkten  der  iStauUrmie  meäsen* 

1.  Man  halie  bei  A  (in  Taf.  I.  Fie:.  12.)  den  Horizontal- 
winkei  PAB'^y.  und  an  JJ  don  Horizontale inkel  QtiA'  —  X 
gemessen-  Vollendet  man  durch  l  ührung  der  Ii' P  da«  Dreieck 
APB\  80  ist;  weil  die  Ebenn  PABf  nnf  OA,  daher  flicht  wie  die 
£BQ  nnf  OJ9  senkrecht  etebt,  der  \^nlrei  A^P  von  dero  ^ 
messenen  A' FiQ:=iX  etwas,  wenn  auch  norh  so  wcnVi;  vorschie- 
den, was  ich  nirgends  beachtet  finde.  Diesen  Winkel,  den  wir 
mit  X'  bezeichnen,  werden  wir  bcstiramen^  indem  wir  um  ß'  das 
Kugcldreieci^  DEF  lej^n.  In  diesem  Int,  sowie  die  Ebtne  PAB[ 
BmOA,  also  auch  auf  der  Ebene  AGB  senkrecht  steht»  die 
Seite  DE  auf  DF  senkrecht,  also  IWF  =90^.  Femer  ist 
DE=AB'P=:X',  DF£^A'BQ  =  X,  und  wenn  wir  den  bekann- 
ten' Winkel  AOB—mo  setzen,  ist  am  Dreieck  AGB'  wegen 
0-4^*  =  90«  der  ^'F=90»+öjo  =  1>F.  Mithin  giebt  dasKugel- 
dreieck  die  Gieiebung 
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öder 

cos  «0    taug  A'  cot  A , 

folglM  tot 

tutig  i'  =  tang  A  cos  Wq. 

Bezeichnet  man  nun  der  Baato  ^^scbeiobare  Horizontalprojec- 
tion  AB*  mit  0^,  sn  findet  mao  ans  dem  Üreiecke  AffP  die 
scheinbare  Uoruontalciu>tanz 

Ingleicben  üodet  man,  wenn  BA'Q  =  k'  gesetzt  wird, 

tang  »' = tang»  cos  av>  * 

und  wenn  der  StaiuUinie        zweite  Horizontafprojeetion  BA' 
gesetzt  wird,  aus  dem  Dreiecke  A'ßQ  die  öcb'eiobare  Uortxou- 
talprojection 

Dans  man  hiean  die  Horixontaldistanzen  bg,  6^,  so  wie  den 
•  'Winkel  Oq*  Hohendreiecke  OAB  nach  den  in  n.  18.  bis  n.  23. 

gelehrten  Wei^^on  ans  son^^ti&^en  bekannten  Grtesen  berechaen 
mdsse>  ist  wohl  ohne  meine  ]i.rionerung  klar. 

2.  Hat  man  die  geneigten  Winkel  MAB=^cc  nnd  MB A—ß 
gemessen  iincl  <lie  Basis  AB=  ö  ist  bekannt,  so  findet  man  die  gera- 
den Distanzen  AM=ej  und  BM=e^  wie  in  n.  12.  aus  dem  Drei- 
ecke ABM  nach  den  üleichuui^en 

^     BXnft   .  sin« 

'^»=*iiE^Tft'  ^-^8in(«+«' 


*)  Die  TOD  k  und  »  nar  weniff  TertdiiedeiieB  Winkel  A'  und  lai- 
ten  «ich  anf  folgende  elofodiere  Weiae  aureicheBd  tcbarf  bentimmen.  fii 

ist    \v(  i;en   coioi«  <  1   auch  l' <  2    mid  tang {k  —  X')  =  i^g^i^j^i 
i-^»»^.  Da  mm       hödutoaa  io' 

«ebi  dfirfte,  ao  ist  •uii«o==<^»  d.  h.  nahe  gleich,  wcna  auch  kleiMr 

o  •  X—X' 

^l,         2(«inX«m4wo)*=>^  "0*^  ^')=<— •    i>afuni  darf 

man  mit  Rndit  mImb  A^-rs^i^oiotbiSL  Eb«  so  iaft 

«  — K'=J^a»o»in2«. 

Diete  leicht  xu  berechnenden  Untertchiodc  von  l  ond  at  abgexogen,  geh« 
Mfort  die  Winkel  X'  aod  «'  adbat 
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Nach  dieseo  Vorrechnungeu  und  nachdem  mau  noch  die  Ua* 
dicDvectoren  OA  =  Ri,  OB=ii^  bestimivt  bat,  kann  man  in  den 
Hflheniireiecken  OAM  und  OBM  die  Winkel  AOM=mi 
BOM^m%  berechnen  und  aus  den  eemensenen  und  der  Refiräiction 
lialber  verfips-iorten  Zenithdistanzen  die  wahren  Höhenunterschiede 
{M  -  A)  =  O.l/—  ÜA  =  //i  und  (;!/--  /T)  ^  03J  -  OB=zno  nnrh 
der  in  ii.  Ib.  bis  23.  erörterten  Weise  liestininien.  Aus  ilinen 
luuin  man  sonach  iiuch  kVas  Gefälle  der  liat^is  AB^  nendich 
g^(B — il)=/?2  — =  — /Atf  berechnen,  oder,  wenn  es  be- 
reite bekanot  würe,  sur,  Cnntrole  beiMItzeD. 


25. 

UotersttcbeD  wir  nuo  den  EinHuss  der  unvermeidlichen  Feh- 
ler der  ?<Miie-;senen  Strecken  und  Winke!  auf  die  Fehler  der 
aus  ihnen  berechneten  tirössen;  und  I)c/(ich' fn  ^vir  dabei  joden 
Fehler  einer  Grusse  durch  den,  ihrer  Bezeichnung  vorgesetzten 
Buchstaben  d. 

1.  Aus  den  Aut<drückeFi  von  r/j ,  ff.^,  "pnn  man  abkürzend 
Mf^»,  k'  —  k  setzt,  üudet  man  durch  Logariliüiiaüon  und  Diffe- 
rentiation 

dc/|     3bi  9k  sinx  ix 


oder,  wenn  man  mit  <l]  sin  (x -|- A)  mu I tiplicht  und  envägt,  daee 
^1=^ .  ^,  ijnd  weil  Dreieck  OAB' osmOBA'  ist,  dass 


=         =  so 


tindet  man 


daher  nach  der  Methode  der  kleineten  Quadrate 

(ata  (« + k)  dd|Ps(eiii  Ad6|>«+ (<<i  eo«  (a+il)  ^mi-^)*p)* 
maA  analog 

(ah(«+l)ddi)2=(sinXdÄ,)H(<<iCoa(*+A)  J)H(a-^)rfi 

wobei  manu  ohl  fast  immer  -g-  und  ^  veruachlSasigeD  dürfen  wird. 
2.  Aehnlich  findet  man  aus  den  Auadrücken  von  e|,  €% 

oder,  wenn  mab  mit  ei ein  (a -|- /?)  multiplictrt  nnd  erwägt,  daaa 

^~^=^  tat,  naeh  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
wmp  9\ 

Th«ü  XU.  8 
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Qäm  («  f /?)««»)«=  («id^»)» + (*.  c^(«+i?)  ^)«+  (^5?)*, 
■ad  nalog 

J5         Set . 

(i»iu  (a  +  ^)  de«)«  ^  (bio  aJ^.)«  +  («^cos  («  +    ;^)* + (ci  p)^ 


3.    Fiir  tlie  Ausdrücke  von  //  in  n.  18.,  wenn  man  für  diese 

FchlerwT(tor<nf-hun<?  d(o=0  setzt,  ila  .schon  co  selbst  sehr  gering 
Ut,  erhalt  man  auf  die  uugogebeue  Webe: 


Kü)  =(7)  +i'»»«(^-2)r>' 


und  dabei 


dk  '  Bd  ÖD 


Vm  rinn  Vorstclhing  von  der  Ocnnuigkeit  zu  eeben,  mit 
wekhcr  tri'^ntiometrijsche  Hühenbestininuin'^pii  ans|^efiiiirt  werden 
kunncn,  und  wie  weit  die  aufgestellten  iNaherungsforinein  aus- 
reichend seien,  muge  hier  noch  die  Berechnung  einer  mit  vieler 
Sorgfalt  vorgenommenen  solchen  Messung  stehen. 

*  D'Aubuisson  *)  unternahm  im  October  d.  J.  1809  eine  tri- 
gonometrische Messung  der  Höhe  des  Monte  Gregorlo,  wel- 
cher Berg**)  in  der  Nahe  von  Turin  mit  seinem  Gipfel  unter 
45**  geograpnischer  Breito  liciren  soll,  den  ich  al)er  freder  auf 
einer  Karte  noch  in  einer  Geographie  auffinden  konnte. 

i^e  L.h'n<:e  seiner  Standlinie  war  670'2  Meter  und  auf  (Inn 
Eispunkt  ledncirt  070*3  Bieter  Das  ös^tliche  Ende  A  lag  um  t/r^l  H'^ 
niedriger  als  das  %vestli<  he  Ji.  1  urin  seihst  lieejt  607  Pnr.  Fuss 
=  1*J7  Meter,  seine  Stenuvarte  738  P.  F.  über  der  Meercsiläche.  ***) 

Die  Winkel  wurden  mif  pifipm  vofi  T.enoir  verfertigten  acht- 
zölligen Borda  ischen  W  ietluihuluiigsktei^e  gemessen« 

1.   Der  geneigte  Winkel  a  am  östlichen  Standorte  A  war 

97"  13'  10  "5 ;  ueml&h 


')  Wie  Bensen berg  ia  «eieer  HMterm  Rccfaeskansl  %.  S9.  und  9C. 

anführt. 

")  Wie  J.  J.  Suppan  in  cciner  Ujrptometri«.  gr.  &  Iniubruck  ISM. 
§.  97.  |;rwfibnt. 

'**)  Gehler 's  PJ^Aikal.  Wtetcrb.  ft  Bd.  MHafceapnnfcte, 
trttche. 
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tlerholungeu.  lüftuugeii. 

-vom  Mittel. 

9 . . .  m«i6'i5" 

1940  26'  15" 

+  6" 

4  .  .  .  26  63  0 

—  -  45 

—24 

570 

6  ...  923  19  0 

 0 

+21 

441 

8  .  .  .   57  4o  30 

 •  30 

—  9 

81 

10  ...  252  11  45 

 15 

+  ö 

3(> 

Sttmme  105  |      0  |1170=:4[^a>] 

Im  Mittel  2a = 194« W  21",  also  «=07«  13' 10"-5,  nrtttlerer 
Fehler  der  einzelnen  Beobachtiiii^en*)=^y  ["^f«'^]  :(5— 1^== » Vll/0**^ 

z:if'6,  mittlerer  Fehler  dea  arUhmetlacheD  Mittels  =s  2  V  7-^ 

1  Der  and«  ueneigte  Winkel  ß  am  westUcbeo  Standorte 
B  war  7ü«32'  46' j,  «emlich 


Wie-  Al>- 
d«rliolungeiu  lesnngen. 


3  .  • 
4.  . 


«  •  • 


8  . 
10. 


300  12  30 
99  18  0 

252  22  0 
45  27  45 


I030  O'lö* 

—  6  15 

—  5  30 

—  4  0 
^  5  45 


Siiiiime27  45 


2Jß 
—42" 


+  3 
+93 
-12 


1704 
1754 
9 

144 


13330 


Im  Mittel  2^=153«  5'  33",  also  ö=76<>  32'  4(>"  ö,  mittlerer  Fehler 
=27"-8,  und  öß=Vl»'i. 

Aus  beiden  folgt  der  t]ntio.  Winke!  AM/i^  MY'-- (a -\  ß) 
=z&>\i',y'  mit  dem  mittleren  Fehler  des  aritlunetiseheii  Mitteis 

=  VÄ«^-f  ^/9*^— 13"'0.  Dieser  Winkel  ist  drintiar Ii  viel  zu  spitzig, 
uaiier  die  Basis  viel  zu  kurz,  üeberdies  kuinite  D  Aubaisson 
4nm  Winkel  selbst  niclit  messen,  er  war  zweimal  mit  dem 
Krcme  auf  dem  Berge  gewesen,  aber  jedesmal  Yerhflllten  Wolken 
ik  Anasicht 

3.  Zu  gleicher  Zeit  hatte  D'Aubuisson  die  Zenitbdi- 
•taaien  gemessen,  and  zwar  an  A  die  &  =73«28'49^'5,  nemlich 


*)  ^acb  Gcriinp's  Aßigleichmigt-Rodinangeii.  0.  Hsvborg Gotha. 

1BI3.  ^,  16.  n.  7.  und  ^.  IT.  n:  11. 

**)  Gerechnet  mit  Bit  ebneres  l  al».  rtdicnm,  qnadratonini  et  cubo- 
ntn.  ^iärnberg.  1701.,  von  der  ich  ein  darchant  corrigirte«  l£xemplar 


3* 
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1 


36 


im- 


% 

2^& 

4^&« 

2  .  .  . 

U(V^  57' 

r 

UÖ'^  57' 

+39" 

1521 

4  ,  .  . 

293  55 

0 

—  58 

0 

-21 

441 

S  «  •  » 

80  53 

0 

-  68 

0 

-21 

441  • 

S  ■  •  • 

227  60 

0 

—  57 

0 

+39 

1531 

10  .  .  . 

14  48 

15 

—  58 

15 

—36 

1295 

Summe  38  15  |      Ol  5220 

Im  Mittel  %  SS  146^57' 39^,  äiso  ti==73028' 49^*5,  mittterer  Fdi* 
ter  =18*'  l  und  a&=:8*  l. 

4.  Die  Zeoithdistaiiz  an  B  war  is=:73^47'52'' 5,  Demlteh 


Wie-  Ab- 
derbolnugcn.  l«iiang«n. 


2 
4 

6 
8 
10 


.  .  147«36'  30* 
..  295  11  45 

.  .  Si  47  4.1 
.  .  230  2;i  0 
.  .   17  58  45 


147»  36'  SO'' 

-  30  15 

-  36  0 

-  35  15 

-  35  45 


+  15 

-30 

+  30 
0 


4Jfi|* 

225 

900 

225 
900 
0 


Summe  28  45 


0  h2250 


Im  Mittel  2^2  =  147^35' 45^,  also  &=73047'62"*6,  mitUerer  Fehler 
=ir-9  und  ö&i  =  5"'3. 

Da  D'Attbuisson  die  Winkel  hucbstone  m  Viertelminuten 
angibt,  so  srheiiit  seines  Winkelmessers  Nonins  nur  halbe  Mi- 
nuten angegeben  zu  haben. 

BorcchTien  wir  nnn  zuerst  ^}v^r^  F.  r  il  !>  ri  I  h  m  es  ser  r,  den  Ra- 
diusvertor lYir  /f  lind  ß,  il.i  ihr  Hoticn unterschied  OUT  1*8* 
beträgt,   iiie^u  i^t  (vermügo  n.        und  Ib.); 


«''=0-00071186 
9»:==45o 
a=r 6376959*** 


log  £g= 7-8268429  *)  logar=:6-8046I9a 
t  :== 8-9134214  cos»r:g9-9992?l» 
gioy:^»8l94860         logr  s6Wi3436 
sin  87629064 

^    3^19'  16"  r =6387687« 

Torio's  Hohe  =  +197 

A=::6387884. 

Zur  Berechnung  des  Cou vergenz^ iukeli»  coq  der  Vertica- 
len  in  A  und  ß  ist  (geniSss  o.  18.) : 


*)  Nack  %*ega  nod  Hoff  «e^s,      wie  nach  Callet^t  Tafeia» 
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=670*3»"  ioeb,  =2  Hm7  *) 
=:206264"-8  „  /i=3  hur>r> 

0^=1*33535 


ft\)~%'',  also  zu  klein, 
als  dass  man  die.  \  <'rti- 
calen  nicht  IVir  [»aruliel 
annehmen  sollte. 


Dadtf  GdUl  der  Basis  ^1*8"  auf  6i=d70'3«»,  also  nur  hSchat 
gerin«'  t^t,  so  kano  niaii  die  Basis  selbst  6s=VXM^==^ 
^(k^  gdtes  lassen. 

Beozsoberg  gibt  swar  (a.  a.  O.)  D*Aubuis8oii*s  Basis- 
sessung  nicht  an,  indessen  dürfte  sich  doch  voraussetzen  lassen, 

er  habe  sie  wenigstens  zweimal  gemessen  und,  wie  ich  nach 
Hand^chuh's  und  Gerling's  sorgsamen  Uotersuehunuen  üher 
Genauigkeit  von  Ketteimiessungen  **)  annehmen  möchte,  ihren 
mittleren  Fehler  wenigstens  zu  ö'l'"^^^  gefunden. 

Für  die  Ausrechining  der  geraden  Entteroungeu  ei^AlU 
ood  €2=ßiU  haben  wir  rücksichtlich  ii.  24. 


Iogsina  =  01>065431 
b  =  2*8*262f)9-2 
iiiKa+/3)=Oi*f>4-*Oir) 


loffe.  =3  7783862 
3*7^0138 


f,=6i27 


Diese  Seiten  sind  also  niabe  9nial  so  hng  als  die  Standlinie, 
daber  diese  nuTerbältnissmSssig  klein  angeDommeo. 

Daraas  finden  wir  nun  die  Re f r actio n,  wozu  wir  n:=0'08 
»ihleo. 


log*'.  =3-77839 
„  Ä  =  3  19465 
•  »=89030» 
r=:531443 
eft:=3*78701 


logpi  =  lUK)56 


ti  "^:.i'J28'4V)"-5 

s,=73  29 
fej=73  47  62-5 

Z2==73  48  8*3. 
Daso  Sachen  wir  noch  die  Convergenswiniiel  «i»  nach 


löge,  =3-77839 
co8S|  =9*45373 
Sinz,  =9i»8l70 


eiCosii=;i  23212 

Ii  sin  X,  =3-76009 
-Kenn.=3  19453 
r=5*31443 


log  «»1=2  26905 


i2=6387884 
fiC0sri=  1707 


Neun.=6389591 


=  185"-8 


iwi  =  1'  32*9 


=  ;r  5"-8 


löge«  =3  78701 
cos  £2=9-44553 

2.^-:0-98241 


S  I  1 1  2., 


fjcosi»  =3*23254 
eo  sin  :a  =3*76942 
—Nenn.  =319453 
r=5*31443 


log  a>» =2*27838 


ß=63878B4 
^^coszi^  17^ 
Nenn,  ^^m^ 


i  o4  '  9 


Endlich  berechnen  wir  die  ilüheo  //|,       nach  n.  18.  Gl.  U)- 


')  Nadi  LmlandeU  Tafebu 

Archiv.  VI.  Bd.,  4  H.,  S.  87». 
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log  =3-7783862 

co8(z|~^£^)^0  4543917 

IT,  =1709- 14» 


!ogfa=37870138 

cos(;2-4coa)=9-44621T5 

log^ft=^  2332313 


Bedeutend  kfirznr  ohne  die  ConveigeiiiirWkel  6ii4et  mh 
dieae  Huben  nach  d.  ^  1. 


löge.  =3*7783802 
ciwzi=y -4537326 

^=3-2321188 
^=3-7600888 


log  «»a  =3-7870138 

cosH^'^  1455302 
g|P2fl=:U-9824092 

^=3-23-25440 
|^s3'7694230 


jßs5  6887884 
^5=     1706  55 

«  =1706-55 

'    ^'  =r  2-59 

//^=  1709-14« 

12=^387884 

1708-22 

i24^tS=6380592 

tS  =170b-22 
2-71 

i/«=171093« 


loglb^rs  7*52018 

=  0  80547 
 2  =  0  30103 

i;;^^ü^4is^ 


log3D*s=7-698R5 

^4.15  =  680547 
2=0  30103 

log45's([R323ö 


JedeD&lls  Uit  sor  Controle  daa  GeftUe  der  Basis  osill^i— Hl 
=l-8». 

Die  mittleren  zu  beförchtendeo  Feliler  der  e  und  ^  babe 
icb  nach  w  iederholter  genauer  Rechnung,  die  ich  jedoch  hier  weg- 
taaee»  in  folgenden  fietrSgen  gefunden: 

di>i=:;365«,  d€,=3-64"';  di^i  =  l-06«,  5/4=103^. 

Vergleichen  wir  die  letzteren  Fehler  mit  Jktf  in  n.  22.  DL,  nod 

1    Art       d      .«in(i  — 0))    _       ...      ^  , 
seueo  wir.  da  ^=^=  ri.,co»«=^~"''^'8'""'*'  ^'^*«  ^ 

grossere  t^»  also  z/Z/^-^ su  ünileii  wir  doch  mir  ^/^,  =  0"46", 

daher  noch  nicht  die  Hälfte  von  öll,  und  wir  kennen  foljjlich  diese 
wegen  der  Convergenz  dor  \  erticalen  aii/ubringeude  (^•rro(  tion 
för  zu  gering  erachten,  aU  dass  wir  sie  nicht  den  uuveruieidiichen 
Meaeungsfehlem  heitShIen  eoUteo. 

Bonzenherg  lindet: 

aas97«l3'  W  et  =6003*2»  &  s::73<»28'60* 
/ls=:76  32  46         €^=6123-7  6i=73  47  53, 

daher  nach  »einer  in  n.  22.  Gl.  (21)^(24)  skUzirten  Hechauog 

dl  =5755*4, 

ds=5860-4,  daan  (»2=^3' KT, 
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üüd  iweü  dieser  >Vii^«i  sofort  v«r«ttchUUisigt  werUen  darr: 

Ih  =J707O  1%  =17087 

2-60  «-71 

Bi  =1700  I  J  "  ^.=171008» 

y=  •  180 
ifi  =170910«. 

# 

Er  bemerkt  dazu :  ,»Obechoii  die  CebereiDstimmiing  hls  auf  0*01"* 

wohl  nur  zufallig  ist,  so  sieht  mau  doch  aus  der  ganzen  Rech* 
nung  die  grosse  Sorgfalt,  welche  !>' A  nbnisson  auf  diese  !\f<'s- 
»ong  verwandte,  und  wir  können  sie  tVir  eine  der  genau  ««*teii 
halten,  welche  wir  besitzen.  L)  Aubuis^on  versichert,  das«  er 
dit  Genauigkeit  dieser  Mesenog  bis  aof  ebiee  batben  Meter 
glaubt  ▼erbfiigen  m  können.*' 

Ob  eine  so  «esse  ScbSrfo  erreieblisr  sei,  mSebte  sieb  jedoeb 
nur  erst  darcb  veigleicbnng  mehrerer  von  verscbledenen  Geo* 

metern  mit  nahe  cjicirh  scharfen  Mcsswcrlz'-ni^pn  ausgefiihrten 
trigonometrischen  Me«.snn^en  von  einerlei  berghühen  entscheiden 
lassen.  Leider  kann  ich  liiefiUr  nur  ein  eben  nicht  gunstiges  Bei- 
spiei  auffinden.  Die  H5be  des  Mentiiiene  Aber  dem  Genfer  See 
iirt  nemlich  ^  nach  der  trigonometrischea  lVlesMuii|;  von  Pictet 
2238  Toisen,  nach  jener  von  Schuckburgh  2257  Toisen  und  nach 
der  Ton  Tralles  t27(\^  Toisen.    So  grosse  Unterschiede  kOnncn 

enihs  nur  von  Lii Vollkommenheit  der  Mittel  und  Methoden  der 

Ies«ung  und  Hecbuuog  herrtib^eu. 


n. 

^^^^^  t 

Heber  Bwel  Abhaiidliin^eii  won  ITfco- 

laus  Fuss  in  den  Oedcnkschriften  der 
KateerL  Akademie  zu  8t.  Petersburff» 


Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


In  den  Memoiren  der  Petersburger  Alcademie  vom 
Jahrr  isil  !)priru1et  sieb  eine  Abhandlung  von  Fuss  Ober  die 

geometrii»cUe  Autgabe : 


')  Vergl.  Sappan,  HjrpMomcirii)    $.  149. 
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„Ein  schiel  winklige»  Parn  lleloti  r  amm  durcfc 
zwei  8icli  rechtirinkliK  ^chaeideiitle  gerade 
Linien  in  vier  gleiche  Tlieile  tu  thelleii.*'» 


för  welche,  anf  £rcometri8ch«trigoDoroetri«che  Art,  «Irei  ADfldsun- 

gen  gegeben  worden. 

Diese  Adfgabr  «roliort,  wie  man  Inicht  s;f»ht,  zu  derjenigen 
grossen  Ciasse  von  AtilVaben,  welch«*  (hirch  Projection  gelost 
iverden  kfinnen;   wir  stellen  daher  foiijeiide  Betrachtungen  an. 

1.  Jedes  schiefwinklige  i^arallelograinm  kann         die  ortho- 

Eaphische^  Projection  eines  gegen  die  Projections-Khene  scliief 
sgevden  Quadrats  betrachtet  werden. 

2.  Zieht  man  durch  den  Dun  hsehniUi»punkt  der  Diaguuaieo 
ekle«  Quadrats  eine  beliebige  gerade  Linie  und  auf  derselben  dutch 
eben  diesen  Punkt  eine  andere  senkrecht,  so  theÜeti  diese  beiden 
Linien  das  Quadrat  stets  In  vier  gleiche  Xbellsu 

Es  kommt  also  darauf  an,  durch  den  Durch schnÜtnpnnkt  der 

Diagonalen  des  gegebenen  schiefwinkligen  Parallelogranirnos  zwei 
sich  einiinder  uiit^r  rechten  Winkeln  schneidende  Linien  so  zu 
ziehen,  dass  t»ie  als  die  orthographischen  Prajectiuneu  von  zwei 
andern,  im  l^ittelponkte  de«  eotsprecbendea  Qnadinls  in  aeiner 
Ebene  sieb  rechtwinklig  sebneldenden  Linien  encheinen. 

Denkt  man  sich  nun  dnrcb  diö'  Endpunkte  des  Quadrats  einen 
Kreis  gelegt,  so  sieht  man  sogleich,  dass  die  Anfgabe  keine  an- 
*dere  ist,  als  die  bekannte: 

«»Wenn  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer 
Ellipse  gegeben  sind,  die  Lage  der  Hanpf- 
Axen  SU  bestimnien. 

Es  sei  nun  ( Taf.  II.  Fig.  1.)  ABCIJ  das  gegebene  Parallelo- 

framm«  O  der  Durchsehnittepunkt  der  Diagonalen  AC  und  BD, 
fOH  die  eine,  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere  der 
gesuchten  Linien,  so  ist,  wennj|m|ilC=3ä|}9,  BD=z^,  ^AOIhsm, 
^GOA=s^  setst,  bekaantlieb 


Tang'i»= — ^—7,  *) 


oder,  wenni^  =  ii  gesetzt  wird, 

wodurch  die  Riebtung  der  Lli^e  COM 9  al«o  auch  die  von  EOF 
bestimmt,  mitbin  die  obige  Anfgabe  gelOst  Ist 

Whr  lassen  nun  nodi  die  Vergteichunff  unserer  Auflösung  mit 
dem  Reiultate  der  In  den  Petersburger  Memoiren  gegebenen  Auf* 


*)  Mau  «ehe  n.  a.  £alcr  •  Kioleituag.   Tbh  2.   S.  14&. 
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iStvncm  hter  folfreii;  (Iot  VttfiwMr  seilt  iBw/tlßMt  (Tmt  il  F^.  2,) 

AB^a,  ADz=b.  Z.BADr=tt,  sieht  die  Linie  iffOiV^  parallel  mü 
AB,  Tiezeichnet  den  Winkel  üfOG  durch  (und  findet 'durch  seine 
Belracbtungeo 

Tang2f-aa  +  6AOos2tt- 

»   

Die  IJebereinslliinnuog  dieses  ResiiltnU  mit  dem  unsri^en  t^t 
leielit  zu  erkennen:  denn  zieht  man  KOL  parallel  mit  AO,  so 
sind  J/iA'=2a  und  KN=^b  ebenfalU  als  conjugirte  Diamete^ 
einer  Ellipse  anzusehen ,  welche  den  Winkel  mOi  mit  einander 
bilden. 

Unsere  Auflösung  führt  endlich  von  selbst  auf  folgende  sehr 
einfache  rein  »eon)**trische  Constniction :  * 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ABCD  das  gegebene  schiefwinklige 
Paralleloer  imTii .  wplflics  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Linien 
in  vier  gleiche  Tiieile  getheilt  werden  soll. 

Man  ziehe  die  Dia^'^nTirilen  /fC,  BD,  welche  sich  in  O  ^f  hnoi- 
den,  nUle  von  einem  beliebigen  Endpunkte  C  einer  Diagunale  ein 
Loth  anf  die  andere  und  trage  auf  dasselbe  nach  beiden  Seiten 
die  HSMIe  der  andern  auf,  mache  also  CiC=CL=BO,  ziehe  KO 
und  LÜ  und  halbire  den  Winkel  KOL  durch  eine  Gerade  GO/f, 
t^o  ist  diese  die  eine  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere 
der  beiden  gesuchten  Theiiungsliaien. 


Die  Nova  Acta  der  Pletershur ger  Akademie  vom 
Jahre  1806*)  enthalten  eine  Ahhandluog  des  Akademikers  Fuss 
unter  dem  Titel :  MObserTatfones  circa  ellipsin  ^uandam 
pro  raus  sirigularein'%  In  welcher  der  Verfasser  eine  Ellipse  unter> 
sacht,'  die  inni  wegen  mehrerer  ausgezeichneter  Eigenschaften 
besonders  merkwiirdii;  erscheint;  ich  Ifisse  dieselben  in  der  Reihen' 
ioige,  wie  sie  dort  auigcfübrt  werden,  hier  folgen: 

1.  Wenn  in  irgend  einem  Kreise  zu  den  einzelnen  Sinus  die 

entsprechenden  Cosmns  mit  ihrem  Zeichen  addirt  ivfrden,  SO  He- 
gen alle  auf  diese  Art  bestimmte  Punkte  in  einer  Ellipse. 

2.  Wenn  man  in  diesem  Kreise  denjenigen  Durchmesser 
/lelit,  von  welchem  aus  die  Bogen  gezahlt  werden,  so  geht  der 
aui  diesem  uurmale  Durchmesser  durch  zwei  einander  cn^egen- 
gesetste  Durcbscbniftsponkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

3.  Der  Abstand  des  Mittelpunkts  von  den  Durchschuitts- 

Kkten  de«  ersten  Dnrcbmessers  mit  der  Ellipse,  ist  gleich  dem 
Ibus  efaies  balben  rechten  Winkels. 

4  Die  halbe  grosse  Axt  der  Ellipse  ist  glelcb  dem  Keppel' 
ten  Apothema  des  jenem  Kreise  eingeschriebenen  regulären  raaf> 


Nova  Acta  Acad.  Psteop.  Tmu.  XV.  ai  tano«  ITM^Wt.  Peteop.  IM. 
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ecks,  und  die  halbe  kleine  xVjce  gleich  der  Seite  des  desMelheu 
Kreise  eiiigeschriebeaen  regulären  Zehnecks.  Daher 

5.  die  IHflerenz  der  halben  Axen  cfleich  dem  Halbiiicst»er 
des  Kreises,  und  das  Uecbteck  aus  deuselbcD  so  gross  als  das 
Quadrat  des  Halbmessers;  woraus  femer 

6.  der  iaiiait  der  Ellipse  gleich  dem  Inhalte  des  Kreise« 
folgt,  ebeuso  die  Gleichheit  der  ironi  Kreise  und  der  Ellipse  ge* 
hlnetea  MSndcben. 

7.  Wenn  die  vier  Durchscbnittspunktc  des  Kreises  und  der 
Ellipse  durch  Chorden  und  .Darcbmesser  verbunden  werden,  so 
entstehen  Kreissectnrcn ,  welche  den  elliptischen  Sectoreu ,  ebenso 
Kreissegmente,  welche  den  elliptischen  Segmenten  gleich  sind. 

8.  Wenn  in  dem  Punkte,  von  welchem  die  Bogen  gesibll 
werden,  auf  den  Durchmesser  ein  Perpendikel  crricfitet  wird»  wel* 
ches  die  grosse  Axe  trilEt,  so  Ist  dasselbe  der  halben  grossen 
Axe  gleich. 

9.  Wenn  man  dasselbe  Perpendikel  bis  es  dem  Durchmesser 

?[leich  ist,  A erlSTii^crt ,  und  von  spinfm  F.TuljuTnkto  durch  den  Mit- 
elpunkt  eine  den  Kreis  schneidende  lierade  zieht,  so  ist  der  Ab- 
stand des  entfernteren  Durohschnittspunkts  vom  Endpunkte  des 
Perpendikels,  der  grossen  Axe,  und  der  Abstand  des  näher  gele- 
geneo  von  demselben  Endpunkte,  der  kleinen  Axe  gleieh. 

10.  Wenn  von  demselben  l*erpendikel  dio  II  lUte  des  Kreis- 
haii>niessers  abgeschnitten  wird,  so  ijeht  die  dieser  Tanaente  ent- 
sprechende Secante,  gehörig  verlSngeit,  durch  zwei  Dnrcnschnitts- 
punkte  des  Kreises  und  der  Ellipse.  - 

11.  Der  Abstand  der  Breuununklc  von  dem  Durchmesser, 
ivelcher  durch,  den  Anfangspunkt  iter  Bogen  geht,  Ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  'dem  Krcisbalbmesser  und  der  halben 

Sössen  Axe»  und  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  aufjencn 
urchmcsser  normal  gezogenen,    ist  rüe  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Kreishaibniefiser  und  der  halben  kleinen  Axe. 

12.  Die  Differenz  zwischen  dem  Kreisfaalbmesser  und  der 
halben  kleinen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer  geometrischen  l^'o- 
gressioTi ,  deren  erstes  Glied  die  halbe  grosse  Axe  und  drroti 
zweitejs  (üled  der  Kreishalbmesser  ist;  und  die  Suiunie  des  Kreis- 
balbmessers  und  der  halben  grossen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer 
geometrischen  Progression»  deren  erstes  Glied  die  baihn  Ueiue 
Axe»  nnd  deren  sweites  Glied  der  Kraishalbmeaser  ist 

13.  Hier  kommt  noch  die  nur  naiienmgsweise  >^'ahre  Eigen- 
schaft hinzu:  dass  der  Unterschied  zwischen  dem  Umfange  der 
Ellipse  und  dem  des  Kreises  nahe  gleich  ist  jedem  der  Kreisbo- 
gen, welche  zwischen  der  Ellipse  it^n»  nnd^on  ihr  eingmUs» 
sen  werden. 

Ausser  diesen  Eigenschaften  und  Beziehungen  zu  dem  Kreise, 
aus  welchem  sie  entsunden  ist,  hat  unsere  Elupse  noch  mehrere 
andere,  welche  zugleich  mit  jenen  in  der  Fuss'schen  Abhatidhmg 
aaMinandergosefat  und  bawisssn  w«ed«n. 
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DicM  BMiMe  «tobt  «liir  siebt  «•  i^oliit  da,  M-ie  m  mwb  den 
Betrachtungen  de»  berühmten  Akadeeiiken!  der  Fall  zu  sein  scheint, 
sie  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  unendlichen  Anzahl  von  Ellip- 
sen, welche  tiitstehfii,  wenn  man  einen  Kreis,  dessen  liUetw  auf 
der  Projectiotis  -  Ebene  »eiikreeht  ist,  plai^iographisch  projicirt. 
Qm  diese  eti  teigen,  besiehe  Ich  mich  auf  meinen  AufeaU  fiber 
piftgiograpbiscbe  Projeetion  Im  dritten  Hefte  de«  achten  Tbeiles 
dieses  Archivs. 

Zur  Projections-Ebene  u  ird  daselbst  bei  rechtwinkligen  Coor- 

rnrKit'Ti  dlp  Rbrnr  tler  .ry .  iWo  Prf)ipftioTis^trnhlen  wrrrtfTi  ]t;irnl- 
lel  mit  der  Kbeiie  dar  .rz  antjenonuncii,  der  Winkf»!,  ^^^l(  lle^  die- 
selben mit  der  Projerttons-Kbeno  bilden,  wird  «iurcb  i  bezeichnet. 

Wenn  die  zu  projicirendc  Linie  ein  kreis  ist,  dessen  Halb- 
messer durcb  r  bezeicnnet  wird,  dessen  Ebene  auf  der  Proiec- 
tioas-Ebene  senkrecht  steht,  und  mit  der  Ebeoe  der  xx  den  Win- 
kel 90«>~t<  bildet,  so  mt  die  Gleichung  flir  die  Projection  dieses 
Kreises  die  einer  Ellipse  j  deren  halbe  Azen: 

VU  +  VT^CÖ8i?äSn2?|  V2 , 


2Sint 


^  ^ ' -Vl-Cesii»Sin2?iV2 

sind. 

Die  Fu8s*srbe  Ellipse  ist  nichts  anderes,  als  die  idagiogra- 
phische  Projection  eines  solchen  Kreises,  welcher  mit  der  Ebene 
der  a:z  einen  halben  rechten  Winket  bildet.  Bezeichnet  man  (Taf.  II. 

It^.  4,)  mit  Pis«.  den  Halhnesser  dei  JMses,  ms-  welchem 
jeme  Ellipse  entstebl,  AC,  dmb  r*,40,M  die 
retmeln  xu  setzen:  *^  "  - 

für  r  rV2, 

1-   Af€.lCraif^V2);  * 
man  erhält  also,  da  Cosu^«:^  und  Sin2i=j$v  2,  fiir  die 

■ 

halbe  grosse  Axe  ^    6  +  2vä=^(V5  4  i;, 


halbe  Ideine  Axe  ^  Vö— 2vö  =  ^(v5— l); 

fbereifistlmmend  mit  seinen  Angaben. 

Wns  ton^  ,de|>  labalt  d«r  EUipae  betritt,  so  iat  deradbe 


»beeendero  Falle,  wenn  man  die  obigen  Werthe  bin" 

i  .4  — r%r, 
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SIeich  dem  Inhalte  desjenigen  Kreises,    aus  ivilchcnj  bei  Fuss 
ie  Ellipse  enUteht.    Alle  andern  Eigenschallen  ergeben  sich  qua 
▼OD  selbst. 

Icli  boiui  rkc  noch,  (hiss  man,  falls  es  mir  irgenrl  ein  Interesse 
hätte,  die  Autgabc  nuch  allgemeiner  steUen  könnte,  al8  sie  in  deu 
Novis  Actis  gegeben  ist,  wenn  man  die  Cufve  suchen  wollt«, 
welche  entsteht,  wenn  zar  AhscUse  Cos    die  rechtwinklige  Ordfaiate 

geboren  soll.  Man  wOrde  hier  zu  setzen  haben 
fttr  r  rVT+S«, 

>« 

M  ti   Are. (Tang  =  fl), 

I  ^  

„  i    Are. (Tang  =:j-VT¥fl*). 


UJL 

RTene  Bestimmung  der  ^rSssten  KIlipse, 
welche  die  Yier  ISeiten  eines  geg^ebenen 

Tlereeks  IberOlirt* 

Van 

Herrn  Fr.  Seydewits, 

Oberlehrer  an  GyniMMinm  sa  Helligcatlait. 


1. 

Da  je  zwei  Ellipsen  affin  sind,  wenn  mau  irgend  zwei  zuge- 
ordnete Durchmesser  der  einen  ir&^end  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern der  anderen  entsprechen  lässt,  und  da  in  alünen  Ebenen 
das  VerhSitniss  der  entsprechenden  Fllchenrintlie  eonstant  ist 
(Archiv  Vlll.  8.  14.  und  22.);  da  also  dl^  Flächenr.'inmc  zweier 
Ellipsen  sich  wie  die  der  Parallelogramme  verhalten,  welche  durch 
die  Fndpunktc  irgend  zweier  zugeordneter  Dnrrhnie^ser  der  einen 
utul  irgend  zweier  zugeordneter  Durchnies^ser  der  anderen  bestimmt 
sind:  so  bandelt  es  sieb  in  unserer  Aufgabe  darum,  einen  Aus- 
druck i&r  den  Inhalt  2./  eines  solchen  1Parallclo|[|f nrom^  und  so- 
fort die  Bedingung  seines  Maximums  zu  finden.  Man  erbilt  nlMT 
wenn  man  die  halbe  l4inge  A,  irgend  eines  Oorcbmessers  mit 
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(leiti  A Imstande  .t  dcsselhoii  von  einer  ihm  parallelen  Tangente  mul- 
tipiicirt ;  und  ziiar  ist  das  Quadrat  über  A  uem  Kecbtecke  zwischen 
den  *  AlMÜnden  iigend  svrcier  zugeordocler  harmonischer  Pol« 
dieacs  DnrcfanesMn  Tom  Mittelpunkte  M  dar  EUipaa  gleieb. 


2. 

Durch  projektfvische  Eigenschaften  iat  ferner  (Archiv  V., 

S.  243.)  beiViesen  worden,   dass  die  Mittelpunkte  aller  Kegel* 

firhriittc,  welche  z^\  ei  znijeordnete  (r  -elle  oder  ifltMl«*)  Tangenten- 
durchschnitte  gemein  haben «  io  einer  nud  derselben  Geraden  (|}yr) 
liegen. 

3. 

Denkt  man  sich  also  irgend  eine  der  Ellipsen,  welche  dem 
gegebenen  Viereck  einseschneben  sind,  so  kann  man  jene  Gerade 
(pvr)  als  einen  Durchnifüser  derselben  anstehen,  und,  indem  man 
aiCD  vorstellt:  einmal,  dass  dieselbe  ausser  den  beiden,  diesem 
Dorchmesaer  parallelen  Tangenten  blo^a  swei  Seiten  des  geliehe- 
nen Vierecks;  sodann,  dass  sie  ausser  denselben  beiden  ersteren 
bloss  dif^  f)ei(lrn  anderen  Seiten  des  Viereeks  berühre,  zwei  Rela- 
tionen zuisciien  /,  x  und  irgend  einer  dritten  Variab^^ln  linden, 
80  da^s,  wenn  mau  nun  eine  dieser  beiden  letzteren  eliminirt,  eine 
neue  Relatinh  hervorgeht,  welche  den  Inlnüt  der  Ellipse,  inanfem 
dieeelbe  alle  vier  Seiten  dea  gegebenen  VierecLs  berfihrtt  mittala 
einer  einsigen  Variahein  auawflckt. 

4. 

In  Taf.  II.  Fig.  5.  sei  a^u-d  das  gegebene  Viereck,  AB=2.m 
die  zwischen  ad  und  6c  enthaltene  Strecke  der  Geraden  pqr;  K 
nei  die  Mitte  von  AB;  CD  nnd  EG  seien  die  mit  pqr  parallelen 
Tangenten;  S  sei  der  Durchschnitt  der  verlängerten  Seiten  6c, 
nnd  Q  derjenige  der  Geraden  SK  und  CD,  Ferner  sei  U  der 
Durch^rbnitf  der  Dingonalen  des  Trnjtpzos  CDGE,  welcher  also 
auf  SK  Wi'vi^i;  u  sei  der  Abstand  des  Punktes  U  von  pfjfr;  F  und 
J  seien  die  Berührungspunkte  von  CD  und  ad;  SJJ  sei  parallel 
mit  ptfT,  und  C»  mit  Fmi  ff  der  Dnrehaehnitt  von  ED  nnd  SM; 
Z  der  Durchschnitt  von  FJ  und  pqr:  V  roiäJ&D  und  pqr.  End- 
lich aei  a  der  Abstand  des  Punktes  5  von  pqr  nnd  MM^ff. 

5. 

Bekanntlich  ist  in  jedem ,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen 
vollständigen  Vierseit  abcdSSi  der  Durchschnitt  je  zweier  seiner 
Diagonalen  bd,  ae  der  harmonische  Pol  der  dritten  Diagonale  «S<$i. 
Non  sind  U  nnd  ff  die  Uurchsciiinitte  der  Diagonalen  CG  nnd  1>£, 
DE  und  Sff  des  von  den  Geraden  CD,  DG,  GE,  TIC  Le1)llda- 
ten  vollstfindigen  Vierseits:  also  geht  FJ ,  die  IiarnujnTscbe  Polare 
das  Pnniitaa  C,  dnrah  den  Pnnkt       ais  harmonischen  Pol  von 
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€Gi  und  FM,  als  harmoniache  Polare  des  «.»^^ 
Pkuuctes  von  pqr  oder  SU^  ^e^ki  dnrdi  de»  harmonischen  Pol  MJ 
von  ^//.  Eodlidi  geht  die  harmonisdie  Polare  des  Punktes  Z 
durch  den  harmonischen  Pol  C  von  FJ  nnd  ist  mit  FM  parallel, 
l'äiit  also  mit  Cz  ziisarnnjcn.  Fol«rIirh  sind  Z  und  z  »wei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  des  Durcliuicsserä  pqt. 

0. 

Nach  (Viesen,  der  Geometrie  der  Lage  entnommenen  Betrach- 
tungen liiuü  die  Hauptsache  der  Ünterauchong  auf  folgende  wemge 
Proportiooeo  hinaus: 

1)  SCiSEzssa-^xia-^x^CDiEG^CViGV^x-uix^u, 


2)  CDtAB^CQim^SCiSA^U'^xitt\ 


als«  CQ^m^  „ 

3)  FQ\MK:szx^uiuz:sa-^xtxi 

also  FQ  =  ^^.y;  nnd 

I 

nur  —  nv 

S)    VZiDF:=^  yH.DIi=:a:a^x,  VZ- — 

rolgTicb 


7. 

Ganx  auf  dieselbe  Weise  erhält  man,  ^vfT^^  dtp  zwischen  den 
«4  nnd     dee  gegchaaam  Viefecka  entfaiitene  strecke  AgBi 
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der  Geraden  pffr  =  %Hi,  der  Durchschnitt  dieser  Seiten  St,  des- 
sen Abstand  \ou  j)qr=ni  y  und  der  Abstand  des  Mittelpunkt«  s  AI 
(1er  £lli{we  vom  Mittel{)uükle  A|  der  Strecke  ^iBi  —  f^i  gesetzt 

kt  omi  itoeli  NK~Nki=k;  iWiV=:©,  also  v  =  r  — A-,  ifi^v-f-k; 
M  hat  man  für  den  Innalt  einer  Kllipse ,  ^velehr-  :ilIo  vier  Settoo 
dm  gegeUeoea  Vierecks  berührt,  iblgeude  zwei  Gleichuugao : 


a 

Aus  di<^sen  Gleichungen  folgt,  dass  1=0,  wenn  a:=-t«oder 
^=J:a|  tät,  d.  h.  wenn  die  parallelen  Tangenten  durch  oder 
Si  gehen ;  und  da  man  GleicbuDgen  von  derselben  Form  erhalten 
aiss,  vrenii>  man  im  Obigen  entweder  die  Punkte  A,  Bi,  n  und 
Ji,  B,  c,  oder  B,  ßi,  S  und  Ai,  d  Uk  die  Stelle  der  Punkte 
A.ff,  s  und  .  /?j ,  Si  treten  lässt,  so  muss  auch  1=0  wer- 
deu,  wenn  jene  1  anuenten  durch  die  Punkte  a  oder  c;  ö  oder  tt 
cebeo.  Und  umgekehrt:  geht  eine  dieser  Tangenten,  z.  B.  CD, 
wrdi  keinen  der  Punkte  S,Si,a,Cfb,d,  so  gibt  es  aUemal 
enen  gewSbnlichen  Kegelschnitt ,  welcher  die  liinf  Geraden  CD, 
tb,  6e,  cd,  da  berührt,  dessen  Inhalt  also  nicht  =0  sein  bann. 
N'nn  nljer  cntpricht  der  CO  allemal  eine  gleichweit  von  ab- 
sttheiiUc  Tangente  EC:  also  sind  die  seclks  Punkte  5,  a,  c, 
b,  d  paarweise  gleithv\eit  von  p(jr  entfernt,  und  diess  kann  natur- 
Beb  nur  von  den  Paaren  S,  Si ;  a,  c;  6,  d  gelten.  Somit  erhal- 
ten wir  den  bekannten  Sats,  dass  die  Mittelpunkte  q,  r  der 
M  Diagonalen  eines  ToUstSndigen  Vierseits  in  einer  Geraden 
fiegSB. 

Da  nun  a^a^  ist,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

nfti*^q«(p-.A:)*=:iiii«j;«— a«(r+it)«,  also  ar^=:^a_ff'^» 

uoflurch  sich  dieselben,  jenachdem  man  oder  v  climioirt«  nach 
geiiMiger  Eotwickekiog  in  die  folgenden  verwandeln : 
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MaD«t«ej*tzt;;jM-_p.  ^^^=b;  »o  «ird  /==0  fflr  die 
Werthc  .T=±a,  ±b,±c,  «ind  dieseo.der  Reihe  nach  wtopredieod 
«H*  för  die  Werth«  ,="'»'7'"%;  A^'=y;  it'^Jl^^r. 
wie  mao  aas  der  GI«cho«g  Aodtfglfcl 
«ich  ans  dieser  letzteren,  daas  —  =  — ist 
iwei  uieidiiiDgen  die  folgende,  viel  erofachere  Gestalt: 
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i«=Hj  (a?— *)  {s  +  a)  (a?  -  6)  (or  +  6)  (a^-c)  (j:  +  c) ; 
a*  6^ 

wo  min  statt  ^  auch  —  oder      schreiben  darf. 
p  q  r 

Sowie  die  GrOssen  a,  b,  c  die  Abstänflc  der  Ecken  S,  5j ; 
b,  d;  (j.  n  des  vollstandipien  Vierseits  von  der  Goradon  ^(/r  siod, 
so  8iod  ufieDbar  Pf  r  die  Abstände  des  Punktes  N,  welcher 
selber  nichts  anaeres  als  der  Schwerpunkt  der  vier  Puokte  A,  B, 
^^^A^st,  von  den  MittelpnnkteD  p»      r  der  Diagonalen  jenes 

Lebrsatx  L 

«)  Bestimmt  man  in  einem  ▼ollstindlgeo  Vlerseit 

den  Abstand  des  Mittelpunktes  einer  Diagonale  vom 

Schwerpunkte  derjenigen  vier  Punkte,  in  ^velchen  die 
Verbin  fiungsli  tii  e  ({er  drei  I) i a :^onal-Mittelpun kte  von 
den  leiten  des  ersteren  geschnitten  wird,  uod-zugleich 
den  Abstand  einer.  Jener  Oiaconale  angehörigen  Ecke 
des  Vierseits  yon  dieser  Verbindungslinie,  so  ist  die 
dritte  Proportionale  za  diesen  beiden  Abstanden  fftr 
alle  drei  Diagonalen  eine  und  dieselbe  Strecke. 

p)  Der  Inhalt  des  Rechtecks  swiscben  der  halben 
Haupt-  und  NebenacliKe  einer  jeden  Ellipse,  welche 
die  vier  Seiten  jenes  \  ie  r  s  e  i  '  beräh  rt,  ist  die  mitt- 
lere Proportionale  zwi&cheu  der  eben  bezeichneten 
Strecke  und  dem  Inhalte  des  rechtwinkligen  Parallele- 
pipedums,  dessen  Kanten  den  Abständen  des  Mittel* 
puiiktes  der  Ellipse  vot)  den  Mittelpunkten  der  Dlago» 
nalen  des  vollständigen  Vierseits  gleich  sinj* 

Die  Diagonalen  SSi ,  bd»  ac  sind  für  sKmmtliche,  dem  Vler^ 
seit  eingeschriebene  Kegelschnitte  drei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren,  d.  h.  Gerade,  von  denen  eine  jede  die  harmoni- 
sche Polarr,  des  Durchschnittspunktcs  der  beiden  anderen  ist.  Diese 
aber  sind  bei  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  nach  Archiv  Tbl.  V., 
S.  ^09.  allemal  vorhanden,  wenn  dieselben  vier  oder  gar  keine 
Taogeote  gemein  haben,  und  in  dem  Falle,  wenn  sie  bloss  zwei 
Tangenten  .S.f  und  Sß  i^vn\p\n  haben,  sind  wenigstens  die  Gerade 
SSi  und  Hir  liarnionischer  i,  und  ausser  dem  Punkte  p  auch 
noch  g  und  r  vorbanden.  Denn  sind  Jü,  JUg  die  Mittelpunkte 
beider  Ellipsen,  und  x,  Xi  die  Abstände  der  mit  MM»  parailelea 
Tangenten,  e,  e^  die  unbekannten  Abst&ode  der  Punkte  M,  Mi 
sc  V 

von  iV,  so  ist  — 7^z=  —  ,  und  da      ari  gegeben  sind,  so  ist  der 

Punkt  iV,  K  ohnediess,  und  daher  auch  Ki  G^cireben.  Ferner  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  r/,  r  sowohl  mit  den  Punkten 
K,  Kl  (uas  sich  zum  Theii  schon  aus  der  Delation  o,r=k^  er- 
gibt), als  auch  mit  denjenigen  Punkten  harmonisch  smd,  in  wel- 
chen MMi  von  den  Torhandeneo  Gerades  Si  und  Sfi  geschnitten 

Thdi  in.  4 
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wird.  Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  io  diesem  letzte- 
ren Falle  die  Geraden  bd  und  rrr  dtTrch  irtronr?  zwei  anrlf^rp,  durch 
die  Punkte  q,  r  gehende  Geratie  ersetzt,  künnco  wir,  der  Kürze  we- 

fen  mit  Poncelet  vom  Gesetze  der  Continuität  Gebranch  m.K  !»end, 
eo  vorigen  Satz  in  allgemeinerer  und  et^vat»  veränderter  Form  so, 
wie  folgt,  ausdrScken: 

Lehrsatz  2. 

Die  zweiten  Potenzen  der  Inlialte  zweier  Ellipsen 
von  beliebiger  Gestalt  und  Lage  verhalten  sich  zu  ein- 

rinder,  wie  die  Prodnkto  der  AI»st?inde  ihrer  Mittel- 
punkte von  den  drei  ihnen  £;emeiost:baftlicbeQ  zugeord- 
neten ha  Till  Ollis  eh  en  Polaren. 

Dieser  l(  t/tere  SaAz  scheint  sebr  reicb  an  acbunen  und  wicb- 
tigea  Folgerungen  zu  «ein  *). 

Lebraatz  3l 

Bewegt  sich  eine  von  zwei  Ellipsen  in  einer  Ebene, 
ohne  ihren  Inhalt  oder  dessen  Verhältniss  zu  dem  der 
andern  Ellipse  zn  Andern,  so  bleibt  in  allen  Momenl«!! 
ihrer  .Bewe^i; ting  das     erhältniss  der  Produl^te  aus  den 

AIisfrfedfMi  der  Mittelpunkte  beider  F  niesen  von  den 
ihnen  li  c  lueinschaftÜcheii  drei  zua;eordnetett  barnioni- 
schen  IN«luren  unveränderlich  dasselbe. 

Da  die  Punkte  q  und  /•  mit  K  und  Ki  harmonisch  sind  ,  so 
liegen  q^  r  immer  aul  einerlei  Seite  vom  Punkte  N.  Daher 
ist  immer  eine  ungerade  Anzahl  der  Faktoren  v — p,  t?-— r  —  r 
negativ,  wenn  ßf  zwischen  p  und  q  oder  auf  der  nnendlicken 
8treeke  jcnseit  r  liegt;  eine  gerade  Anzahl  dagegen,  wenn  M 
zwischen  q  und  r  oder  auf  der  unendlichen  Strecke  jenseit  o  liegt 
In  den  lieiden  ersteren  Fällen  ist  nei^ativ,  ein  Ümstana,  der 
mir  hei  der  Hyp^rhcl  stattfindet.  Liegt  der  Punkt  3f  jenseit 
so  sind  alle  drei  Faktoren  positiv  und  es  iiiituut  J  fortwährend 
mit  o  zugleich  zu;  e«i  findet  also  kein  Maximum  im  eigentlieben 
Sinne  statt.  Auch  kann  es  natfirlich  bei  dieser  Lage  zweier 
Pnnkt«'  M  keine  zwei  Ellipsen  von  gleichem  Inhalt  geben.  FoI<^- 
llch  ist  der  Mitteljtnnkt  derjenigen  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  IVInxi- 
nuiiii  vun  eudlicher  Grösse  ist,  nur  zwischen  q  und  r  zu  suchen. 

Denkt  man  sich  die  erste  (Gleichung  nach  t  gelöst,  ^^^)  erhält 
man  für  einen  beliebig  geLi:ei)enen  positiven  Werth  von  /-  entwe- 
der nur  eineo  oder  drei  Wertbe  lür  v  und  also  eine  oder  drei 


*)  Anm.  Z.  B.  der  Saf7. r  Der  Mitlplpimlit  <l'r  l  lfin^fm  FMtpsc, 
wcirh«  durch  vier  gegeben«*  l'nuktc  g<-iu,  i»!  ein  Puukt  <le«>jcuigen  kegei> 
«chnlltet,  welcher  di«  Nittel  punkte  der  leeh«  Selten  de«  tod  jenen  Tier 
l'iinkt«n  i^cbildeten   volIstandigeB  Vieredtt  und  aaMerdem  die  Otorel^ 

srliiiittApnnkte  der  fJrri  Hnir  (if i^pnsfitpn  enfliült;  nämlich  derjeniiro 
Punkt  dc«i!{rlhrn.  fje>i.*»en  Abstünde  von  den  \  erbiiidiUlgtliliieB  ditMT  dnd 
letzterea  Tunkte  düs  kleiaste  Produkt  bilden. 
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Ellipsen  von  i^ec^ebenem  Inhalte.  Von  den  Mittelpunkten  der  letz- 
teren liegen  zwei  zwischen  g  und  e,  der  dritte  jenseit  n.  Die 
negative  Summe  jener  drei  Werthe  ist,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Potenzen  von  v  ordnet,  dem  Faktor  des  /weiten  Gliedes, 
iL  b.  — (p-f^-fr)  gleich,  d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Mittelpunkte 
der  drei  Ellipsen  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte 
Pf  9»      Wir  erhalten  aUo  mit  Plficker  den  folgenden  Sats: 


Lehrsatz  4. 

Sämmtlich e  Ellipsen ,  welche  die  Seiten  eines  gege- 
benen Tollständiije  n  Vierseits  borfihren,  sind  im  All- 
gemeinen drei  zu  drei  von  gleichem  Inhalt,  und  zwar 
liegen  die  Mitteluuui^tc  zweier  von  je  dreien  zwischen 
den  Diagonalen  dfes  sn  jenem  eehOrfgen  gewöhnlichen 
Vierecks  und  der  dritte  auf  der  unendlichen  Strecke 
jenseit  der  dritten  Diai^onale  des  voIlständi«:e  n  V^ier- 
aei t8  ;  fern e  r  ist  d  er  Sch  w er j)u  nkt  j  e  d rei  er  M  j t  f  p  !  tm  k te 
ein  fester  Punkt,  nämlich  /ui^leich  der  ^chw  ernuuiit 
der  drei  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des  voflatändi- 
gen  Viersei  ta. 


Differenzlrt  man  endlich  die  Gleichnug 

i«asj(«-l»)(«-»)(t-f) 

nach  V  und  setst  den^Differenzialquntlcntcn  von  i=0,  8o  erllKlt 
man  ala  fiedingong  dea  Bfazimuma  die  folgende: 

oder 

3p"  -  2c     -I-  ^  +  r)=-- (p^r  +pr  +  yr). 

Znr  Vereinfachung  aetae  man  i  (p  +  7  + = ^  owd  es=  ti  —  Ä, 
p^Pi^h',  g  =  qi — r=r|  — A,  so  Ist  h  die  Entfernung  des 

Schwerpunktes  s  der  Punkte  r  von  N  und  r, ,  p, ,  o,,  fi 

die  der  Punkte  M,  p,  q,  r  von  s;  also  -f  Oi  f  r,  =  0.  Folir- 
üch  gewinnt  die  leUtere  Gleichung  durch  £inuihruug  der  neueu 
Symbole  nun  die  elnfacbere  Geatalt: 

Ea  ist  aber 
also 
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r=l>i*+yi*+n*-ö^^i^=0  und 

also       yri^=(Pi  -^i)*r-(pi— y,)(pt-n)  +  (Pi— n)* 

=  (7i  -       -  (71  -Pi)  (7i  -n)  +  (91  -  ri)^ 

={n  s'iX'-i— ^'l)  +  (n-/^)* 
MaD  kann  daber,  wenn  man  die  Lat^e  der  Punkte  p,  q,  rsn 
s  in  Betracht  zicbt,  die  L&nge     sehr  leicht  constrairen. 

Es  sei  pqri  ein  gleichseitiges  Dreieck;  so  ist 

(rr,)»=(pri)«  +  (pr)»-2(|ir).Ä(|i^) 
=  (sp  +*flf)* +«r)*  -  (j|i4- 1^)  (#P + ff) ; 

also  3ri  =  i(rri).  Zieht  raan  nun  durch  s  mit  (iti)  eine  Parallele 
und  aus  /|  öine  iSenkrechte  (r^  auf  por,  w  elche  die  erstere  in  ^ 
sehneidet,  so  ist,  weil  vt^qt  und  t  der  Schwerpaukt  von  p,  r 
iat>  r<=3.st  und  fr|=o./^,  ?Ti~3.£(j;  also  tf^sg  und  ^  ist  der 
Mittel-  oder  Schwerpunkt  des  Oreiecks  pqri.  Denkt  man  8lch 
ferner  über  den  Strecken  pr  und  fjr  ebenfalls  ulrit  hseitige  Drei- 
ecke prf/i  ' mid  f/r^^i  ronstruirt ,  so  müssefi  deren  Schwerpunkte 
/:  uüd  7t  diee^elbe  bigen»cbaft  vvie  q  besitzen ,  \va:s  bereits  aus  dem 
Obigen  und  auch  daraus  folgt,  dass  rri  —  üf/i=zppi=^.sQ=.3.sA^ 
s=:3.<»  ist.  Bedenkt  man  endlich  noch,  dass  tu^tv=siQ  kleiner 
als  5p  und  sr,  aber  grOsser  als  sq  sein  muss,  so  lässt  sich  das 
Enderijchniss  dieser  ganzen  Untersuchung  dnrrh  rol^endp  zwei 
Lehrsätze  ausdrücken,  und  zwar  durch  den  zweiten  .so  ^  olllvotiimeii 
symmetrisch,  wie  man  von  voniherein  zu  erwarten  berechtigt  war. 

Lehrsatz  5. 

Der  Mittelpunkt  der  grüssten  unter  allen  Ellipsen, 
welche  rier  gegebene  Gerade  berflhren,  ist  ebenso* 
weit  Tom  Schwerpunkte  der  Mitten  der  Diagonalen  des 
von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  als  letz- 
terer voni  Schwerpunkte  eines  ^leielisf  Itigen  Dreieek??, 
das  über  dem  Abstände  zweier  Diagunal^Mittelpunkte 
errichtet  ist,  entfernt. 

Lehrsatz  6. 

Beschreibt  mau  über  den  drei  Strecken,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  «ines  vollständigen 
Vierseits  oestininit  werden«  drei  gleichseitige  Drei- 
ecke, so  schneidet  d erjenige Kreis,  welcher  die  Mittel* 

r »unkte  dieser  drei  Dreiecke  enthält^  die  Verbiidnngs- 
inie  der  drei  Diagonai-Mittelpuokte  in  zwei  merk- 
würdigen Punkten.  Der  eine  von  beiden,  welcher  zwischen 
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den  D|n<;onalen  des  g6i% oh n lieben  Viereck«  lie^t,  ist 

(!er  ^Tittelj)unkt  der  srössteu  unter  allen  Ellipsni, 
»reiche  diesem  Viereck  eiiip  r  1  eben  sind;  dor  an- 
dere ist  der  Mi  ttelpunkt  »derj eniijen  Hyperbel,  l  ür 
welche  unter  allen,  demselben  Viereck  eibgesebri  ebe-, 
neu  Hyperbeln  der  von  den  Aaymptoten- und  einer  be- 
liebigen Tangente  etngencblossene  Flicbenranm  ein 
Gross ten  ist. 


Schliesslich  bemerice  teb  noch,  dass  im  XXIL  Bande  der 

monatliche«  (\)rrespondenz  von  Zach  's  eine  sehr  schone  analy- 
tische Auftii«iung  dieser  Auf(;abe  von  Gauss,  eine  andere  analy- 
ÜN^he  von  Pfaff,  eine  dritte  nach  der  Methode  der  Alten  von 
Moltiveide,  ferner  BemerkuDe'*D  darüber  von  Schumacher  und 
die  Nacbriebt  einer  nicht  Teroffentlicbten  AutlSsung  von  Bnsen- 
feiger  sieb  befinden,  und  dass  auch  PlOcker  in  seinen  analy- 
tiscb-geometrischen  Entwickelungen.  *i.  Band.  S.  208-- 2ll. 
eln<^  nf>iif*.  Tiur  ]m  Ffidresiiltate  mit  der  von  Gauss  iibereinstim' 
meode  Auiiösuiig  gegeben  hat.  ' 


■aehtrair  ma  der  Abliaadlnns  tllier  die 
Entwiekelung  des  Produets 

i"      =       +x)(l-f2x)....(H  (ft-l)ar) 

■ach  den  stelffenden  Potenxen  von  od.  > 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

Mvnidoecntfln  der  Mafihemstili  tu  Bern. 


Die  Irdbcre  Abhandlung  6ber  diesen  Gegenstand  stellte  den 

CoefBciente»  Ai  von  aU  eine  nach  ßiaomiulcoefiicienten  geord- 
nete ganae  nnd  rationale  Function  von  it  dar,  die  als  sechsfache 
^iman  erschien  nnd  In  ihren  lotsten  Entwicklongen  die  transcen- 

*)  ThU  \.  Nr.  XWVUL  S. 
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i  i 

deuten  Functionen  Sn,  Tn  enthielt,  welche  für  ein  «ranzes  jiojjili- 
Tes  Argument  n  gewissen  8ummeu  comliiuatoriächer  aus  deu  ua- 
tfirlichen  Br&chen  |,  l,  ],  l,  jßtc.  gebildeter  Producte  der  Itee 

Classe  gleich  sind.  Jeue  Functioo  Sn  nämlich  ist  der  Coenicieot 

▼OD      in  der  fiDtwieklong  von  (l-l>  yXl-f  ^Xl-f  f)-*(l-l-^)imd 

1  «+1 

daher  gleich  j-qr^  mit  aoderD  Worten,  sie  ist  die  Somine 

der  aus  deo  filemeoteo     v«.vf**Z         Wiederholung  zur  tten 

«4-1 

ria.sse  j^ehiHeten  Producte,  während  die  rationale  Function  auf 
die^eibe  Welse  aus  deo  ElemeoteD  1,  2,  3,....  7t  gebildet  ist  Die 

andere  Furirfirm  Tn  ljcfoli»t  ein  Tii:Tuler  einfaches  Gesetz;  sie  ist 

die  tSujuiue  oller  combinatorischea  Producte**  welche  aus  den  Eis- 

1  1 

meoteo      }»  5»— j„r[^  JT^l  gebildet  und  der  Bedingdbf 

untenvorfeo  sind ,  dass  in  jedem  Pi  oduct  keiner  seiner  Fac- 
toren  seinen  Nenner  um  eine  die  Einheit  Obersteigende 
Zahl  grosser  haben  darf,  a|s  der  ihm  unmittelbar  ver- 
angehende Factor.  Fflr  die  ersten  Ordnungen  ist  s.  B. 

n.  s.  w. 

Seither  hat  mir  nun  die  nähere  Betrachtung  dieser  Functioo 
T  geseigt»  dass  sie  zur  Entwicklung  des  Kettemiruebs 


u 


u 
3 


1-i 


1  — 


u 
5 


1  —etc. 


narh  stei?rpn(]pn  Potenzen  von  n  in  inprk^vürdic^er  nf»ziehun!r  stcbt. 
Sowobl  die  hier  angedeutete  Eigenschaft  der  Function  T,  als 
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SS 

&  obeo' «riffthDte  der  andern  FnnctioD  S,  ans  der  Entwlckliuig 

TOD  (1  4*  i')"«»^         her  vorzugeben ,  haben  e9  luöglicii  ^emuchl, 

m 

deo  frSheiD  Ansdroek  flfr  auf  eine  vierfache  Summe  an  re* 
Mm. 

Das  Ergebnisü  der  frühem  Abhaudiuogeii  ist  io  ioigeuden 
»cbuDgen  enthalten: 

J&(a:)==l  +       + Ja^»«  =  -S  JidP«.  (J) 


Ffir  teO  wird  in  allen  FSUen  der  Coefficient  Jg  der  EinlieiC  gkieh« 
Wean  n  eine  ganae,  die  Mnll übertreffende  Zaiil  ist»  so  veracnwia- 

den  alle  CoefQcicDteQ  Ai,  deren  unterer  Index  t  die  Zahl  n  —  1 

n 

ühf^rsfeifirt.  Für  n~0  vergeh  winden  alle  Coefficienten  At,  deren 
naterer  Index  t  die  Null  übersteigt. 

.    (-n-t-i)(-ii4-i-l)....(-ii)  ,  ^  . 
l.'1.3....(i  +  l}  1,2.3... .(1+2) 

f 

wo  eine  nur  von  den  ganzen  positiven  2^blen  a  abhängende 
Fanctloa  lieseiclHiet,  wdebe  filr  «=0  der  Einheit  (^leiehzasetzen 
ist  und  Air  a=i  verschwindet,  während  sie  (ur  i  aufhört  eine 
Bedentnag  an  haben;  auch  ist  sie  für  tsO  bedeatnngslos« 

I .  ff  • 
Hier  ist  1  •2.3..«.ii:=ii! gesetzt,  nnd  Qu  bexeidNiet  eine  von  «  und 
s  ahliingende  rationale  nnd  eanze  Fauction  von  I»  die  fiir  ussa 
ndii=«-f  1  jvegPÜtt,  und  deren  Grad  «r-*ic— 1  tot  Die  ersten 

Wettlie  von  Ba  sind : 
4=1«, 


n.  a.  w. 
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Hier  bezeichnet  Dy  eine  von  i  und  a  freie,  ralioiiale  und  ganze 
Fmction  ?oo  at,  deren  Grad  |-  oder  ^^-^  lietrSgt,  je  ■achden  / 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  int.   Die  ersten  VVerthe  von 
sind: 

Jt  25 

«        7r>3  ^1 

«     1  .  371    .  245  ,     7  . 
»     ,  .  3537    .  2521  .  ,  13  , 

.  9319      7225  .  .  85  ,^  3 
u.  a.  f. 

^y=l  +  iiU+iU*— =  -^^irftt^  (5) 

uod  weoD 

(l  +  f)0+0  0  +  0    0  +0=1+^+4»» ••.•+ir*' 
geaetst  wird» 

alao 

Dy^i}-'l)  0  -0O-3-)  -O-fM^''"+^»"'+ 

WO  iroilich,  wie  wir  apfiter  sehen  werden»  die  unendliche  Reihe 

0,5=1  +  ii  «  +  /;ii>H-....  (7») 
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Dor  dann  t  onversirt,  nenn  n  ein  Jfcfiter  Bruch  Ut.  Wir  dürfen 
daher  der  üieicbuug  (7)  nur  diese  svmbolische  Bedeutung  geben, 
hm,  wenn  mnn  die  angezeigte  Muftiplicatlon  ansftilirt,  ein  gan- 
zes Poiynora  vom  Grade  |-  oder  "t^—  herauskoniiueo  wird,  in  wel- 
ckm  ee  dann  freieteht«  für  ti  beliebige  ganze  ond  positive  Zahlen 
zD  sobstitixiren.  —  Die  ersten  l^Verthe  von  A  sind: 

/o=l.Ü=C+>  /.  =  (^f-).u.s.f. 
im  AllgemeioeD  Ut 


.  To  /r+i\ 

+örV  2  )• 


al(o 


m 


WO  die  Function  Tn  durch  die  Gleichungen 
deinirt  Ist. 

Mittrist  der  nioichiingen  (2),  (3),  (4),  (5),  (ti),  (8),  deren 
Uerleitung  in  der  Irühern  Abhandlung  gezeigt  worden  i^t,  aber 

n 

sodi  bedeutend  vereinfacht  werden  kann,  ist  nun  die  Summe  Ai 
in  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  1,  2,  3,....(n  —  1)  zur 
Äen  Classe  gebildeten  ronj])iTipitonschen  Producte  als  sechsfache 
Suninie  dargestellt,  wolcru  diu  mit  *S  und  T  bezeichneten  Arten 
vou  i^  unctionen,  deren  ^atur  Iteine  h  eitere  Entw  iciclung  zu  gestat- 
Iis  «cbeint«  als  Monome  an^^esefaen  werden.  Ich  wende  mich 
jetzt  zu  dem  eigentlichen  Zweclie  di^es  NachtirageSf  jene  sechs* 
flehe  Summe  auf  eine  vierfache  suruckzuf&hren. 

IKe  Reibe  JS  Smz^  ging  aas  der  Entirlcklnng  des  Prodncts 

:0 


0^00^00^  0  hervor,  Giebt  es  wohl  anch  einen  Aus- 
druck, auö  dessen  Entwicklung  die  iu  (3)  vorgekommene  Iveihe 
^  Tm^  auf  ihnliche  Weise  hervorgeht?  Bevon  wir  diese  Frage 

criedicen,  wollen  wir  die  Convergenz  dieser  Reihe,  die  wir  fortan 
Bit  C/s  besdcbnen  wollen,  nntersnchen. 
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Da  Dl  =  1  Ut,  CO  miiM  Min,  sobald  4>0  ist  Nu» 

giebt  ans  die  GlelcbuDg  (6) 

also  ist  F^=L  —  etc.  —  =;  1.  ASao  bekommeii  wir,  wtno  wir 
in  (b)  y=i  und  d=:n-|*)-  isetzen: 

»  n— 2  »*3 

T'       wi        'y        ^  /T» 

Ol  ^  1!  ■•■2M  3! 

Da  nun  alle  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleicbonjg  (mit 
Ausnahme  des  eretee,  welches  liir  ft>0  stets  verscbwliiaet  «ad 
aar  fflr  ii=0  dar  Einheit' gleich  wird)  positiv  siad»  ao  mass  jedes 

derselben  kleiner  aK^  I  >ein ;  folglicli  ist  i'n<w!  und  daher  auch 
t/n  <  ?i HM- "  +  Also  convcrgirt  die  Keihe  L«,  sobald 

tt  eio  äcbter  Brach  ist,  aad  ihr  Werth  ist  dann  kleiner  als  fZ^* 

Aua  (10;  folgt 

wj-i   "ly^      1  *" 

Tu  —  Tm-i  =^^1  ^«H-r 

Mul(i[>liciren  wir  diese  Gloicliun^  mit  u^^^  unff  sfimmiren  sie» 
vereinigt  mit  ]~1=:0,  von  7/1  =  0  bis  m^oD,  so  erhalten  wir 

Geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 


so  sehen  wir,  dass  der  Quotient  links  sich  ia  Gfistalf  elaaa  aa- 
endlichea  Kettenbnicha  entwickela  lässt: 


1 


u 


1 


n  +  2 


ff 


1 


,    n  +  4 


1— atc 
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Üa  T^^=l  utler  =0  ist,  jenachdem  m=0  oder  grösser  ist, 
M  ist  C7o=l«  daher 

Oi==_L_  (»3) 


1 


1- 


1- 


tc 

4 


Dieser  Kettenhnich  hat  für  offonh  ir  nur  einen  einzigon 

Werth.  Wenn  »ich  daher  ein  von  n  und  u  ubliängiger  Ausdruck 
tikgeh«B  lltiflt»  welcher,  indem  er  der  Relation  (1*2)  genügt  and 
(ur  n=0  der  Einheit  gleich  uird,  flir  it=l  attf  deoselhen  Ketteo- 
brach  zuKickf^eführt  werden  kann,  so  wird  man  init  Recht  einen 
aolchcn  Ausdruck  bSm  identiach  mit  Vm  anerkeiwen« 

Es  sei 


F.=  ^(-l)*       *'    ^   (14). 

erst  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  Vq^I  ist   Demi  man  hat 

nnd  wenn  man  diese  idcntis'^p  Gleichuni»  von  h—O  bis  k^  or: 
sunimirt,  8o  üixlot  man  die  behauptete  Gleichung  ro  =  l.  Zerle- 
gen wir  auf  ähnliche  W  eise  iür  ein  heliebigcs  ft  das  allgemeine 
ulied  der  Reibe  V»,  so  ergiebt  sich 

1    .  l   ^  1 


iBd  weno  wir  hier  von  A=0  bis  A=ae  summiren, 

F.=  F.^ "J^  (-1)»  ^Ii±5^— 
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Da  aber 

1  1  k 

ist,  flo  v«fwaiidelt  sich  diese  l^onnel  in 


,) 


wo  in  der  letzten  Summe  k  in  Ar-f-1  umgesetzt  uurde.  Da 

df»r  einirok'anniij'rtc  Alpdruck  aus  der  recbteii  Seite  der  vorher- 
gehenden Foriuel  durch  den  einfachen  Wechsel  von  n  in  »i+i  her* 
vorgeht,  i»o  toigt  endlich 


II 


was  mit  der  Relation  (12)  fihereinstiramt    AI«o  Jsit  Fn=C7«. 

Wenn  wir  nun  den  Ausdruck  (14)  für  Vn  in  der  Formel  (9) 

sobstituireo  und  alle  mit  behafteten  Glieder  vereinigen, 

^      m'  , 
so  finden  wir  als  Faetor  dieses  Bruchs  die  Snmroe 

^  Ol(in-l)!V  2  /••'^^     ^  «UfJi— J-«)«V  e+2 

1)10!  + 

+  C  0  )  (m/j) 
Mau  hat  aUo 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  (7)  zurückträgt: 
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Wir  habe«  also  wieder  einen  endlidien  ganzen  Ana^ek  In  ti 

u 

(ur  die  Function  Dy,  welcher  freilich  nnf  den  Grad  y  sieb  zu  er- 
heben scheint,  wirklich  aber,  wie  w\x  ohen  gesehen  haben,  nur 

tod  I  oder  ^^-^  erreicht.    Da  die  Anadrflcke  (5)  und  (15) 

» 

f&r  eine  und  dioseiho'  Function  Dy  ron  n  l)oidp  endlich  und  fSr 
jcfien  IjclicInL^en,  /wischen  0  und  1  cntlialtencu  WCidi  von  u  sich 
lieich  6iud,  «io  müssen  i^ie  identisch  sein  und  sind  daher  nament* 
Beh  auch  fiir  Jedes  ^nze  und  positive  u  einander  gleich.  Mit  die- 
sen Anadrnck  (15)  ist  nun  auch  das  vorgesteckte  Ziel,  den  Werth 

n 

von  Äi  auf  eine  vi*  i  lache  Suuinie  zurückzubringen j  erreicht. 

in.y  * 

Wenn  wir  mit  Hp  die  Summe  der  combinatorischeo  Prodacte 

<ler  ptcu  Hasse,  welche  aus  den  l^leroeoten  m  +  i,  m-fS,  ....y 
nhne  Wiederholung  gebildet  werden  kGuaeo,  beseichnen*  so  haben 
wir  oiit  K0cksicbt  auf  Formel  (Ö) : 

Sobald  also  p  kleiner  i^t  ak*§  ^  oder    g   *  '^^  ^^^^^  der  eiogeklam- 

roerte  Ausdruck  verschwinden.    Uebrigcnis  iät  //>,  dieselbe  GrOsse» 

hhM]«»  wir  früher  mit  Ap  bezeichnet  li;il)Po.    ich  bemerke  noch 
dass  aus  (i5j  für  u=y  die  Formel 


Mgt,  weiche  für  die  numerische  Verification  der  für  bestimmte 

Werthe  ▼ort  y  berechneten  Ausdrücke  von  Dy  nützlich  sein  kann. 

Wir  künoen  der  Formel  (15)  noch  eine  andere  Gestalt  geben. 
Wenn  wir  nämlich  die  Products «  welche  |i  enthalten,  als  Bino- 
nitlcoelficieDten  hinschreiben  und  reduciren,  so  bekommen  wb 
anickst 

wa  wenn  wir  hier  7 — riTi=~i~~; — m  |r=-.s— i  '   -  ) 

(m  +  I)!  m\  (m-f  1/  V  r  /  «  ^?'.*"^/ 
Wtzen  und  in  dci  alle  mit  d*'m  Minuszeiclien  versehenen  Glieder 
Qnl4««eadeD  K>uauue  m  in  m — I  (ibergehenlassen,  so  ergiebt  sich 

■ 

1  h.  />*^ist  gleich  dem  Coefficienten  von  ^  in  der  Est* 
Wicklung  von 
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•  (-l)r(r+i)(i+i)e-:(^^)"(»-i)r 

nach  den  fallendeo  Potenzen  von  x.  Wenn  wir  Jetzt  zor 
Gleiehang  (4)  sarOckcehen  uod  durch  die  Klammern  []  anzeii^en, 
dass  wir  von  der  Knt^^  irklung  des  eiogeschlosscneTi  Aui»drucks 
naf  h  fallenden  Potenzen  von  2  nur  das  mit  2**  behaftete  Glied  be- 
hallt n,  so  erhalten  wir>  iiidem  wir  zugleich  y  io  u — af— l  —  i» 

«-L(i'Oi:i.Ä/:<'-'^-'X'rr*)(.-i> 


Was  den  znsamroengesetzteo  Factor  betriff  der  dem  beRtimratea 
Integral  vorangeht,  ao  wird  das  erste  Glied  seiner  Eotirtckloog 

—  sein,  und  alle  füllenden  Glieder  werden  von  einem  niedrigeren 

Grade  als  sein.  Anderseits,  wenn  man  die  unter  diMii  Intp- 
f^ratiou^zeicheti  enthaltene  bestimmte  iSurome  über  ihre  obere 
Gränze  f4.=«^ii~l  hinaus  fortsetzt  und,  um  unendlich  grosse 
Grossen  zu  Tormeiden,  die  untere  IntegrationsCT&nze  an  eine  be- 
liebige Stelle  über  1  hinaufrfickt,  so  werden  die  ersten  aus  die- 
scV  veränderten  AufTMSung  des  obigen  Integrals  hervorgehenden 
Deueo  Glieder  sein: 

.(-''«r^>*c-«.+(-«nr')^.-« 

Nun  fallen  die  willktihrlicbe  Constante»  das  logaritbmische  Glied 

und  alle  folgenden  gebrochenen  Glieder,  als  zur  Bildunu  des  mit 
behafteten  Gliedes  der  ganzen  Enttvicklung  nichts  beitragend, 
ausser  Betracht.  Es  bleibt  daher  im  genannten  Integral  nur  das 

jz  übrig,  welches  nicht  vemaehlSssigt  wer- 
den darf,  sondern  von  dem  bestimmten  Integral  abgezogen  %ver* 
den  mnss,  sobald  sehie  Bedeutung  in  dem  angegebenen  Stane 
v'erSndert  wird.  Oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  ganzen  Entwick- 
lung muss  alsdann  noch  das  Glied  ^  ^  ^'o-hm  abgezogen 
werden.  Aof  dleso  Weise  bekommen  wir  in  Beziehung  auf  For* 


(18) 


-\  o-tt+l    ^  +  L(*-l)H-t^  ,1+aM^a  ) 

Fasst  man  die  Gleichongen  (2),  (3),  (tö)  aosammen,  so  stellt  sich 
Ji  als  doppelte  Somme  dar. 
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Entiriekelt  man  de»  ^intekliaiiiKrtfii  flymbollMbeii  Awdrack 
md  iBiMtitilirt  in  (3),  so  erCilt  man 

wo  die  zweite  Summe  sich  auf  alle  gaozen  positiven  Werthe  von 
Ä,  V»  u,  die  iSuil  mit  eingerechnet,  erstreckt,  welche  der  Be- 
dingung X-^  fi-{-v-\'Ur=a  «genügen.   Diese  zweite  Summe  Ist  da- 

n 

her  als  f^ine  vierfache  anzuiüeheD«  so  dass  hiedurch  Ai  als  fünf* 
fache  bumwe  dargestellt  ist. 

Für  a  —  t'^O  muss  der  vorliegende  Ausdruck  %«Tschwinden, 
ein  Satz .  dessen  directer  Beweis  .grossen  Schwierigkeiten  unter- 
liegen dürfte. 


Ich  will  noch  einige  merkwürdige  Sätze  über  die  Functionen  7« 
leweiaen.  Voa  den  drei  Gleichnngen 

T„=z}',  Tn-'IV-i^^^^  Tu^i;  Jo=0,  wennm>0. 

welche  die  Definition  euüialteu,  ausgehend,  bringe  ich  zuerst  die 
«llgemehie  Gleiehung  unter  die  Form 

m        m—  l  m 

nd  aetie  Iiier  m  in  m— n  am»  wodurch  Ich  erhalte 

ro— «  iw — l^+O       II*  ■> 

Wenn  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  -nnd  nnr-h  n  durch  n-f-l, 
fi4-3*....  »^2«  tn — 1  ersetzt  und  alle  so  entstandenen 

Cleichongen  zu  ihr  addirt,  iudem  man  zuletM  noch        =  "^"j 
Uometzt,  80  findet  man 

wekhe  iormel  auch  zur  successiven  Berechnung  der  in  (8)  vor- 
■raunenden  Factor<ln  der  Binomialcoellicienten  gebraucht  werden 
bna.  Wenn  man  ferner  (20)  von  ii=l  bis  ii=m  sommirt,  auf 
^er  rvcbten  Seite*  die  gleichnamigen  Glieder  vereinigt  und  dann  k 
•  k^i  unaefact,  eo  erfaik  man 
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m—u  m— * — 1 

T  *°5r*  ^>  fm=11 


\vn  Has  erste  Cliefl  der  Summe  rechts  allemal  verschwindet,  wenn 
m  — 1>0  ihi,  und  nur  für  m=l  der  Einheit  «gleich  wird,  indem 
es  zugleich  die  ganze  Summe  ausmacht.  Da  somit  für  m  >  1  die 
Summe  links  in  diejenige  rechts  durch  die  einfache  UiBsetBung  von 
m  in  1  fibereeht^  so  nmss  ihr  Werth  von  der  Zahl  m  unab- 
hängig sefai.  Also  ist  io  Folge  dessen,  was  wir  so  eben  für  dea 
Fall  m=l  bemerkt  haben,  allgemein 


eioe  Formel,  die  wir  schon  iu  (11)  gebraucht  haben,  um  die  Cod- 

M 

rergens  der  Reihe  ^f^tt*"  zn  hewmsea. 


Wenn  wir  von  den  zwei  in  der  Definitionsfoffmei  gegebenea 
Gleichungen 

1     m—i        m  m 

t 

n  m 

die  erste  mit  T/,  di*»  z\veite  mit  iiniltipliciren,  von  einander 
abziehen  und  das  Erj^ebni^s  mit  kl  dividiieu,  so  kümmt  nach 
einer  Veisetanng  von  Gliedern 


m   n  m—  \      n        m       n       tn  n—  t 

Tx  Ta-i  _  Ti^i  Tx _  Tx-^  Tx    Tx  Tx^i 
kl         (A+l)!'""     U  (A+1)! 


Cm  an  dieser  Gleichvng  eine  solche  Sumroation  anssol&hren,  dass 
rechts  alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  Snssersten  sich  gegenseitig 

auflieben,  wollen  wir  darin  die  Ordnungszahl  ii  in  a-\  Jt~X  um- 
setzen und  dann  von  A=a  bis  il=a-i~>i  summtren.  Wir  bekom* 
meo  so 

t»  o+n — ?.  m — l  o+fi — X    m  n 

Tx  Tx^i    '^^^^  Tx^i  Tx ._  Tm 

Wenn  man  nun  in  der  zweiten  Summe  A  io  X — 1  verändert  und 

T  T 

von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Grosse  "^i"  '  absieht,  se 
verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichimg  bi 
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m       n      m — i  ti  +i 
 ^1  ^* 

Wenn  wir  der  Kurze  wegen  die  erste  Snrame  mit  f{a,  m  ,  n)  be- 
^wlinen  .  «;o  ist  die  zweite  /'(/f ,  — 1 ,  fi  +  1).  I)er  Umstand, 
liass  von  deti  ilrei  Argumenterj  <li('ser  Fiinctioiier»  die  beiden  letz- 
ten dieselbe  Summe  haben,  verauiast^t  uns,  m,  u  in  wi — i,  n  +  t 
n  Teiinderti  und  von  t:=0  Iiis  t=m — n — 1  zu  straiBiiTefi,  iBdem 
wir  m  als  die  grSssere  der  beiden  Zahlen  m,  n  voraussetzen.  Es 
ogiebt  sich  so : 


I  i=sm—n-  1  /  m-i  nfi    m-i-i  ni«'+i\ 

fia,  m. ») -/^(s,  n, «)  :=g  ^^a-i     -  7'«  y 

Wenn  man  aber  rechts  das  Sunimationszeirben  auf  jedes  der  bei- 
den Glieder  besonders  bezieht  und  dann  die  zweite  Sunnue  um- 
kehrt, t»o  fiudet  mau  me  der  ersten  gleich.    Man  iiai  ui^o 

f{a,    Ji) — n,  m)  =0, 

^  h.  die  Summe 

m  o+rt— A 


als  Function  de?  drei  Argumente  a,  m,  n  betrachtet, 
ändert  ihrer)  Werth  nicht,  wenn  man  die  beiden  Zabien 

«  und  /I  vertauäcbt. 

In  dem  besondern  Falle,  woa=:Iist»  verschwindet  die  rechte 
Seite  der  Formel  (23).  Also  ist 

Al.m,7i)=/(l,m— 1,«  +  !).  ' 

Wenn  daher  die  Summe  m  -f  »  dieselbe  bleibt ,  so  behült  auch  die 
FuncdoTi  fO  ,  m,  n)  denselben  Werth,  wesh.)!!)  fnan  darin  z*  B. 
m,  H  resp.  iu  m-^rn,  0  veräodern  darf,  was  die  GleichuDg 

/(l,jii,«)=/'(l,in+>i,0)  oder  aoch  /(l,»!,»-^!)  =  /'(l,iii+it— 1,0), 

ih. 


A^i  1.2.3 
giebt; 


Die  Foffnel    (21)   ist  nur 
Claase  Mlml icher  Formeln,  zu 
gelangt.   iNacb  (5)  und  (7)  hat 

Tb«l  XIL 


ein  besonderer  Fall  einer  ganzen 
denen  man  aut  loigeudem  Wege 
uiao 

a 
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fiotwickelt  man  nun  die  rechte  Seite  nach  steigenden  PotenzeD 
von  u.  Indem  man  das  bekannte  Verfahren  der  Zerlegung  rattoM* 
lukr  Bräche  anwendet»  «o  findet  man 

^'=I/-'>-'G)^'-(i)' 

Wenn  wir  diese  Formel  mit  (8)  zusammenhalten,  8,  ?  rpsp.  Id 
m-f  1)  k  verändern  und  der  ZjIiI  y  TKirh  und  nach  die  Werth«  i> 
3,  4,  5,....  beilegen,  so  bekomiueu  \^ir: 


=5— 

fn— t 

4^0      V  2  ^ 

31 

81 — k 

~  ö 

-KD' 

1961 

"äT" 

277 /1\ 

3  Kv 

u. 

«.  r. 

Endlich  ergiebt  sich  noch  ans  (14)  ein  Ausdruck  för  die  Func* 
m 

tftea  9«,  Wetehen  direct  %n  rerilehen  ich  nmeonat  versaeht  ftafte. 

Denkt  man  sich  nämlich  dart  den  Bruch  unter  die 

Form 

(l+ti+i*^+w'....)(l  + 1 ^ 4-  |b"0  '  t 

gebracht,  die  IMiiltiplicationen  aui»getührt  und.  die  glekhartigeo 
Glieder  vereinigt,  äo  findet  man 

wo  die  Summe  recht«  sich  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe 
mit  Einachluss  der  Null  erstrecken  soll,  wekhe  man  den  Expo* 
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nent^n  /  ,  A.  jit,  ..i|>,  m  beilegt  kmaa,  ohaedaM  ilnc 2teMio dl« 

iCx^i  m  überüteigt. 

Zerlegt  man  in  dprsefhen  Förmel  (14)  die  ^usamTiu'ni^esefztoh 
rationalen  Bräche  in  einfache  und  ersetzt  dann  diese  durch  die 
SqmTaleoten  geometrischen  Reihen,  so  erhält  man 

wofern  für  ein  positives  o 

q>(H.  -«)  =  (-1)»-»  jr- 

geset2t  wird.  Macht  man  hier  n=0,  so  erhält  man  die  Fonnel 

hir+  do  [iii>o]. 

Ist  9 (»,«)  =  - ,  2t  (— I  I  jn«,  wo  er  eine  p06iti?e  Zahl 
beieichaet,  so  hat  man 

und  9(11,«)  verschivindet  iur  jedes  unter  a  falieude  ganze  und  posi- 
tive o;  sonsit  ist 

— • 

wofern  n  and  a  gana«  Zabie«  sisd* 


Heber  eine  astronornftsche  Auffalle 

Von 

dem  Herausgeber. 


j.  1. 

Da«  Problem  von  Douwes,  welches  in  seiner  ▼etailgemel- 
■citen  Gestalt  ans  den  beobachteten  Hüben  zweier  Sterne,  dWMi 
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Positionen  auf  der  S[»härc  bekannt  sind ,  und  der  Zwischenzeit  dpT 
Beobachtungen,  odrr,   was  dasselbe  i^t,   der  Differenz  der  den 
beobachteten  llülicrt  entsprechenden  IStiindenuinkel,  die  Poihühe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen  lehrt,  ist  «»einer  grossen  praktischen 
Brauchbarkeit  wegen  acbon  vielfach  bebaDdelt  worden.  Weniger 
behandelt  ist  bis  jetzt  die  analoge  Aufgabe :  aus  den  beobaeh» 
te ten  Huben  zweier  Sterne,  deren  Positionen  auf  der 
Sphäre  bekannt  sind,  und  der  DiffereTiz  der  den  beob- 
achteten iiöheii  entsprechenden  Azimuthe  die  Polhohe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen.   Wenn  nun  auch  dieses  Problem 
allerdings  von  geringerer  praktischer  Brauchbarkeit  Ist  wie  das 
erstere,  so  scheint  mir  dasselbe  doch  die  Behandlung,  welcher 
ich  es  im  Fönenden  unterwerfen  werde,  zu  verdienen,  weil  die 
Besitzer  von  Theodoliten,  ^ifb-lie  jff/t  in  so  crrossrr  ^^>llkomraen- 


stehenden  Problems  zu  Grunde  gelegt  werden  müssen»  vorzOglicb 
geeignet  sind»  Öfters  nützliche  iuivrendung  von  demselbeD  werden 
machen  kOnnen. 


Die  PolbShe  sei  op;  die  bekannten  Declinatlonen  und  die  ge* 

messenen  Höhen  der  neiden  beobachteten  Stenic  seien  Ö,  6^  und 
h,  /<,  ;  die  den  ^'omessenen  Hüben  entsprechenden  Azimuthe, 
welche  von  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians  an  im  Sinne  der 
täglichen  Bewegung  der  Sphäre,  d.  h.  von  Osten  nach  Westeo» 
von  0  bis  3ö0**  gezählt  werden,  seien  a>,  »i.  Dana  haben  wir  die 
beiden  folgenden  allgemein  gdltigen  Gleichungen: 


$.  2. 


sin  d=sin /i  sin  9  —  cosA  cos  cocos  9>, 
sin  d|  =sin  A|  sin  ^  —  cosil^  cos  tOi  cos^ ; 


aus  denen 


coso 


sin  A sin  (p  —  sin 6 


cos  //  cos  (p 
sin  //j  sin  (p  —  sin  d 


2> 


COSfl»! 


COS  hl  cos  9? 


"9 


also 


oder 


Digitized  by  Google 


3) 


COS  Ii  cos/ti  coö  gy  cos  4  (u^  (o) 
 Bia (h-j- hg) Hin <p — (sind cos -t-sipdi  co»k) 

€08  A  eos    cof»  9  sio  i  (o| -1»  o) 

 sin  (h  —  kl)  «n  y  ^  (sin  ^co«  A|  —  sin  cogA) 

2«ini(oi»») 


'ol^,  wobei  man  nicht  zu  (ibersfih<»!i  hat,  dass  der  Voraossetzung 
autoliin  die  Differenz  (0| — ca  der  Aziiuuthe  w,  «|  gemeMon  wor« 
deo  und  daher  bekauiit  ist. 

Qvadrirt  man  jeUt  die««  beiden  Gleichungen  und  addirt  sie 

^!.inn  /I)  einander,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductio- 
nen  die  folgende,  bloss  navh  die  eine  anbcJuiOllto  GrOsse  amgt 
enthaltende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 


II 
o 
o 

•i 

% 

1 


CS 

o 

OB 


8 


OD 


OB 

3* 

I 

8 


n 
o 

OB 

I 

o 
o 

m 


8 


0 
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ßerechnet  ma»  jetzt  die  Hälf^gfiMM  B,  und  R^,  Si 

mittetot  der  Fonnelii; 


Äe08.\(G)i  —  w) 


Aeiii  i2 = coiAcoe 


undi 


s1  n  5  cos  Aj  +  siD    cos  h 


was  bekanntlich  immer  ohne  Schwierigkeit  geschebeo  kanii;  ee 
wird  die  vorbergeheode  quadratische  Gleichung: 

«lao 

8)  |siD9--^co»Acoe<e-&i)P 

/easio  ii^ — j^i«  1 1  —  cos  Ä«cos(ö-- Öl { 
^  7;^  

Bmchoet  md  nua  noch  4w  mifawinM  ^  mittelst  der  Fcirmel 

9)  coaAi  ^  cea  A  cos  (9  —  ^1) » 

eo  wird 

1AX  /'  A.«  ^^in^»-/Z,*sin^t» 
10)   (siD  9  -     CO«  Äi)»  t=:  —  

oder 

11)   («iny-     cos  Ä.>»  =  J^^^^\r;^^^-2-^) 
nod  folglicfa,  wenn  man  den  BOi&winkel  St^  mittekt  der  Formel 

12)  co.Jfc=-^  .„  ^J 


» 


berechnet: 


Binip^     (cos     dk^io  A^tang  At), 


d*  i* 
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nitteUt  Tt  elcher  Fmnel  9  leicht  berechnet  werden  Icemi.  Audi 
iet  nach  12) 

J4)  «09==^^coe(Ä4l^Ä,). 
Wir  habtn  abo  nr  Berechnung  von  9  die  folgenden  Formeln: 

lfmn  AsscosAcosAi; 

_      ^     elndcosAi -f  sindiCosÄ 

»1  cos 9i  55S         o  TT  V 

fi      £^     sindcosÄj — ein^ceeA. 
*       *  2eio4(«i— tt) 

— .  ^     .  _    ^  ^        ^         ein  Äf . 

eoeilts=eniAcoe(0^ai),  cob^=  j^^jp^  » 

ilai  man  Uenficlben  Stern  zwei  Mal  beobachtet,  so  istd=d|, 
«nd  die  wiieqgchendeii  Formelo  vervrandelo  eich  in  die  folgenden 

Ä  8in(Ä  fÄ.) 

16)  J8co«^eeea=o  w 

'  2cosi(a>i  —  w) 


2etnt(c0i  ~4d)* 
ilein  A = coeAcoe  A| ; 

lu  OOS  f7|  =8in  O—  r-r  — .  ' —  » 

R,  »0   =«ind  a?Ri5=^) — * 

ce«Ai=€e8Aco8(e-0|),  C08Ä,=  ^^j^; 
^  coe(i^iT^)     sin  Ä       /  o     o  ^ 


Digitized  by  Google 


72 
«.3. 


Lost  mnn  die  quadratische  (iloiohung  4)  ohne  Einführung  aller 
UuIfstvitiLel  nur.  so  erhält  man  nach  eloigeo  leichteo  Reduclioaen, 


weoQ  der  Kürze  u  egcn 


r       sin(A-f  ^XslttdcosAi  -f  sip^t  coaA) 
17)   i/-  4co8i(»,-e))» 

sin  (A— )  (sin  9  cos  hi  —  «indt  cos  h) 

4ßin4(fi)i  — w)^  * 

  / sin  6  cos  //^  ^  sin^i  cosAV 

/sin  5  cos  — -sin  6i  cosAV 
\       28111         — w)  / 

/sin^sin^t  — »wndtsin  AV  - 

gesetzt  wird: 

L^eoshcoslii  V  31  y 

18)    «ID9=:  -g  

BererTinen  wir  nun  aber  die  HülfsgrüsseD  B,  und  Hi, 
mitteist  der  Jb  ormelu: 

««•na  cos  ^=aeo»U«,-») ' 


R  sin  Sl=z  cos h  cosAg 


und 


„   ,  ^       _      sin6  co*«Äi-f  sin^i  cosA 

,  „        _        ^      sindcos  A|— siudi  cosÄ 
20)     <  /i|  cos  0»  cos  ßi  =S  öT" i — i"7  T"^» 

.  ^     sin^sin/fi — sin sin 

Itr  bin  Sit  ~  .     /  V  > 

*       *  sin(fl»|— «i) 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

.       Ri  cos  Acosi2t  cos(a— e|)±stoÄV^^£» 
II)  sinyss  ^.r 

oder 
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22)  6in  9  =r  ^  ( cos  Ä  cos  i^J  cos  (0— «i)  i;  sio  Sl  V  (^}  "  ^  ^' 
Bod  folglieb,  wenn  * 

R 

23)  cosÄa=|^ 

24)  sio9>=:cosiß^icos    cos  i^i  cos  (0  —  0i):t8iQi^  taug 
also.  weiiQ  mao  noch  den  Hfllfiiwinkcl  St^  mittabt  der  Formel 

iMiediaet; 

rtfl^     .        cos^i  co8i$2acoa(0 — SAcosiSl^SU) 
26)  «109=  *  = — —  -r^-^  ^ — ' — ^  • 

Weit  aber  nacb  25) 

cosi^  gin  Sl^  

t  cos     "  cos^i  8ini2( cos(9—  B^) 

it>t,  «o  ist 

,        sin  Sin      .  ^  _  ^  . 
27)  «in9==^^cos(Äi-Äj). 

Welchen  der  beiden  Werthe  der  PolhOh^,  die  Im  Allgemeioen 

die  Torhergeheoden  Forinelo  liefero,  ntan  zu  nehmeo  hat,  wird 
bei  praktischen  Anwendungen  nie      ( irdhaft  sein. 

Fwr  ^--S^  nehmen  die  Formeln  20),  mittelst  welcher  i2|, 
Sil  gefunden  werden,  die  folgende  einfachere  Gestalt  an: 

(  R,  rin «,  eil.  =:*'"''^^  '    tr  ■ )  - 

II  1        -^I  C085(Wi — CO) 

I?  „:„  o        28inaco8 4 (A ^- ^jsin 4(A-- A») 
fCi  sin      =s—  ,  ^  V     '  • 

*       *  ein(c(»i— ») 

Hat  ninn  die  Polhöli'^  treiundeii,  so  hererhnet  man  i(ci)|-|-co) 
laittetst  einer  der  beiden  aus  «i)  »ich  ergebenden  Formeln: 

^    ain(A-i- A|)sin9?— (siotfcooAt  -j-aindiCoeA) 
eoe      + w;  ^       2co»ilcosAi  eoe9>cosi(«ii|— «)  ' 

.  sin  (A— ^i)  sin  y—  (sln^eos  Ai  — ein^  cooA) . 

•in4((»t+»)=        3eos  Acoe  A,  cos  9  sin  \  (a>i  -  «)  * 
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oder»  wem  ^=^^i  ist«  mittelst  einer  der  Formeln: 

•  * 

*  *  *  ■   '  COS  /f  cos  hl  cos  9  sin  i  («i  ~ 

wo,  da  man  weiss,  dass  4(a)i  -|-  00)  nie  grösser  als  360^  ist,  und 
sowohl  cos ^(wi^^a)),  n\s  aiu^  sin  ' (co,  +  uj)  kennt,  über  die  Art, 
wie  man   (cB|  4*  A>)      nehmen  hat,  gar  kein  Zweifel  übrig  blei* 

beu  kaiin. 

Hat  man  aber  ^(t^i'f      so  findet  man  auch  leicht  cj  uud  oi^,  weil 

31)    $  ^  ^W'^+^'i^it«'*—**^' 

wi  =  4  («i  +  »)  +  4  («>i — ») 
ist  , 

Wie  man  Mdlieh  aas  der  PolliOhe,  der  HSlie  und  dem  Azi- 
mntii  eines  Sterns  den  entsprechenden  Stuodenwinkel  findet,  und 
daraus  dann  ferner  mittelst  der  bekannten  Rectascension  des 
Sterns  die  entsprechende  Sternzeit  ahleitet,  kann  aus  den  Kle- 
menteii  der  spnäriscben  A&tronomie  hier  aJs  bekannt  voradsge- 
setzt  %v erden. 

5.  6. 

Wir  wollen  jetzt  den  Kinlluss  nntersiiehen ,  welchen  Fehler  tü 
den  gegebenen  und  in  den  gemessenen  8tückcn  auf  die  sesuchten 
QrOssen  aosuben.  Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  watire  DceH- 
oation,  Hobe,  MbObe  und  das  wahre  Azimuth  daidb 

i-^Jä,  k-i-Jh,  ^-^J^f  m-^J» 

und 

so  haben  wir  statt  der  tilelchongen  1)  eigentlich  die  foigeaden 

Gleichungen : 

siD(d  -i-  4id)ssip(A  -F^A)sinf9>  -f  ^) 

,  cos  (h  +      cos  (<o  4-  Ja)  000(94-^9), 

^  sin(<ii4-/^<5|)=sin(Ai+^/A,)sin     f  -^(f) 


i 


~  cos  (hi-^Jlii)  cos  (A}|-|-^C0|)COS(9-f'  J^)* 


Ekitnridceln  wir  aber  diese  beiden  Gleichungen  bloss  bis  auf  Glie- 
der, welche  in  Beziehung  auf  Jh,  Jq),  Joa  und  z/ö,  ,  JÄj, 
Jip,  Jmi  was  von  der  ersten  Dimension  sind,  so  erhalten  wir 

0  sind    cosdi^d=8inA8in97 — cos  A  cos  o»  cos 

-f-  (cos  A  sin  qp  -f  sin  Acos  od  cos  9)  Jh 
•f-  (sin  h  cos  9  -|-  cos  h  cos  »  sin  tp)  Jip 
•I*  cos  Asin  n  tns  ipJm 
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sin  dl  -|-  cos  d|      =:ain    mn  <p  — >€os  /i|  cos  ik>|  cos  9 

-f  (cos hl  ain  9  f  »in hi  coäfiOi  cos  q>)^hi 
-f  (sin  il|  cos  9  -f  cos^  ^ 

-|>  cos  A|  sin  Ol  cos  9^ a»i . 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  wahre  Azimuthaldifferenz  durch 
ttj^ö-|-z/(cax- — w)  bezeichnen,  » 

»I  H-^c^t  4- 1  — *    -|- ^(«01 — tt) ) 

abo,  weil  in  Folge  der  Gleichungen  31)  offenbar 

Wj^  =  CO  -J;  (ö)j  —  w) 

jeitlit  worden  ist, 

Diher  erhftit  die  sweite  der  beiden  obigen  Gleiehnngen  die  fol- 
Sade  Form: 

sin  öl     cos  ö^Jöi  =  sin  //j  sin  gp — cos  Ai  cos  coi  cos  (p 
^  -f  (cos  /i|  sin  9  -f     hl  cos  (()|  cos  9) 

-f  -  cosA|  sin  Wi  cos  9^  (c9|  ~  cd) 
+  (sin  A|  C0S9  -f  cosA|  cos  i0|  sin^)^^ 

-|-  eos  Ai  sin  ni  cos 

Weil  nun  aber  im  Vorhergelienden  die  GrOssen  (p,  m,  §»1  so  iie- 
«teilt  worden  sind,  dass  den  beiden  Gleichungen 

sin 6  —  sin /isin  q>  —  cos  /<  cos  «cos  93, 
sind|=sio/«i  sio^^cAs^i  cos  »1  cos  9 

genügt  uird;  so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen,  wenn  der  Kfirxe 
*Qgen: 

Iif  SS  sin  Acos9»*f  cos  Acos  »sin  «p , 
B  —  cos  Astn  CO  cos  97 » 
7C=cosd\ 
23=  cos  A  sin  9    sin  A  cos  a)cos^ 

«ad 

^  *  Ai  =jjin  //j  cos  9  |-  cos  hl  cos     sin  9, 
y  i?i=;cosA|  sino>|COS9>» 

j  ait=cosa,. 
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geseist  wird,  sar  Boirttmnwiig  ?4io  4^  ood  Am  aus  den.  GfOMM 

4id, ,  ^A,        ^(»K  -  •) 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Es  ist  nun,  wie  man  leicht  tinJet: 

SS '  («10 Acos    -f  co8Aeoe«»sin  <p)  cos A|  sin     cos  <p 

=    (siuÄcusA^  sin  Oi  —  cosÄsinA|  sin  o>)cos9>' 
'|-co8Aco8Aisin(fl»|  —  a»)6in9>coa9. 

Aller 

sin  h  C0S  A|  sin  (»|  — eoeil  eb  Ai  ein  o 
=   4  { sin  (A  +  /'i)  +  siu  (A  —  Äi)  |  sin  (Dj 

—  i  { sin  (Ä -f  Äi )  —  sin  (A— Äi)  I  sin  w 
=  i»in(A-|  Ai)<sina>i — 8in(tt)-|-i8in(A  — A|)((iinfl>i-|-ein«i) 
=s  elnCA-f  Ai)eini(iB|"— a>)coM|(iii|-|-p) 

-l-eiD  (A — Ai )  cos  i  («bi    n)  sin  i  (»|  -f  ») , 

und 

eo8  Aeos  A|  sin  (cb| — o) 
= ( 008  (A  -f-  Al)  +  CO«  (A — A| ) )  sin      — o)  cos  H«0k  ~ 

Also 

36)  ^Äi-^jB 

.  8Hl(A-|*Ai)C084(«|-f-o)0M9>. 

^+co8(A-|-Ai)eo8Kaik-o)einip' 

-|-CO8it«0|— «»)  {  /LAN       ./  ^CO»^.. 

^  +cos(Ä — Ai)sinä((ai — &);8iii(5p  ^ 

Berechnet  man  onn  die  UuifegrOeeen  ^  und    mitlalatder  Formeb 

^8inj;=    sin    + Aj)  cos  ^Q>i  +  eo)cos9 
+cos(Ä-f^Ai)cos  2(o)|  —  cd)  sin  9, 
^  eo« SS  sin  (A —  Ai)  sin \  («i  -f-  »)ees ^ 
4:  cos(A— Ai)  sin — o»)  sin  9; 
so  ist 

39  •>d^-*-iiiBs=9Cips^eosU(«¥»'«»)<-*^}« 


37) 
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EineD  sehr  einfachen  Aasdrack  dieser  Grtae  «rbSlt  MD,  weim 
die  mittebt  dec  bekannten  GleicIniigeD 

.  cos  5  cos  (J  =  sin /i  cos  9)  4- coü/t  cos  wtsiu9?, 
^  COS  d  Sin  a  =  COS  Asm  o 

j  €08    COS  Gl  —  sin    cos  (p 4"  cos  A|  cos  fi>4  sin  9, 
^  cos  d|  sin  0^  =  cos    sin  o>| 


sa  beitiiiBieDdcD  Stondenwinkel  mid  cloAhrt»  Indem  eich 
nimlicfa  ans  diesao  Gleichungen  auf  der  Stelle 


41)  ABl — ÄiB^ cos d  cos \ sin {q^  —  c)  cos  9 

ergiefit. 

Lust  iiiaii  iiuii,  diesen  Ausdruck  und  die  Gleit  liinii^en  30)  und 
40)  benutzend,  die  beldeu  Gleicimugen  35)  in  Bezuij;  aut  und 
ab  onbekannte  GtOeeen  voUetttndig  am,  so  erhsft  man : 

42)  ■  ,./3-  ■  fi"' 

'     ^      «in(tf|~a)       ain(o;i — 0)  * 

giü  0t  (cos /iiiin  y  +  sin  /i  cos  ca  co»  9)  ^ 
cos  d  sin  (öj  —  0) 

sin  c(cos  //^sill  9? f sin A|C08 c>|C0sy) 
**"  cosd|sm(0|— tf)  * 

.  sin  0  sin  0,  cos  tp  .  . 
+  - — ^  TZ  —  ^  (wi  —  w) 


und 


cos    (coi< /*  sinQ9  4-**iii "KS  wcoscp)  , 
•  •  co«d6in(a^ — o')cos9 

cos  (cos  hy  ein  y  4-  si«    «>e  ni  cos  y) 

^  cosdi8in(<yi  — o)cos9  •  ^ 

cos  (T  hin  Ol 

Berechnet  man  die  Uälf^iwinkel  0  und  6^  niitteist  der  Formeln 


.  cot^  scosiscofy, 
^  cot (?|  8=:  cos  »1  cot  9; 


#0  fvird 
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sin  tf|  sin  y  sin  (A  4-  ^) 
cosd8in6sin(<T|  ~  0) 

'  cos  dl  mn  &i  8m{9i —9)  ^ 

"     8m(tfj  — tf)      ^  * 

uod 

cos  ff  tang  <p  sin  (At  +  ^i) 
cos    sin  8i  610  (ö^ — ff)  * 

cos  ff  sin  (Ti 

2ur  Bestimmiiüg  von  ^tti  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Formei 

alao  nach  dem  Vorhergehenden: 

47)   Ja^  =-   ,r(^_T)  cos  <p     +  sin  (ff^  -  ff)  cos  9^*^ 

cos  ff|  tang 9 8iü(Ä_4-_6) 
^  ^cöfiJäiiu  Osin  (ffi  —  ff) 

cos  ff  tang  qp  sin  (/<!  6^1) 
cösd|  ein  61  ein  («i  —  tf)  * 

.    Äin(ffi— ff)  ' 

Zur  Hestimmaag  Toa  ^ff  und  hat  man  nach  39)  unü  40) 
die  Gleichungen 


.  coe(^+//a)siD(ff-f  iltf)=:coe(Ä+2fÄ)aln(«+^Ä), 

^  oo6(di-f  J(}i)sin(ffi+^/ffi)=:cos(Äi  +  ^Ai)8in(wi+^«l); 

ans  denen  sich  mit  den  gewOhnlidien  VemachUseignngcn  ohne 
•Schwierigkeit 

! sin Ä  sin»    ,     cosAcos» ^ 

ergieht 


7» 


§.  ü. 

Hat  man  eine  grueaere  Anaabi  von  Sternen,  ^ deren  Declina> 
tionen 

^»     ^9  ^>  4*,.... 

»tod«  in  den  Höhen 
und  den  AzimnUien 

,tt>         c^a»  Mji«  a}4,.... 
beobachtet  y  und  hat  die  Hohen 

kf  Aj, 

and  die  Aumnthaldiffer^iizeii 

•Dl —»eil»  n^^o)»  aik| o^ttM 

gertiesi^CT) ,  so  kaun  mau  nach  dem  V  orher£j;ehencien  ;uts  dem  ersten 
and  e'moni  l»e!iebigen  antleren  ilieser  Sterne  iienaherte  Werlhe  der 
Poihube  und  de<»  Azimuthsy  in  vvelchem  der  er^te  dieser  Sterne 
beobachtet  worden  tat,  herleiten.  Bezeichnen  wir  nnn  diese  ge- 
aiherlen  Wertbe  reepective  durch  tp  und  m,  so  ergeben  aich  auch 
senrihertc  Werthe  a)|,  to^,  co^,....  der  Azimuthe,  in  denen 
die  ülirigen  Sterne  beobachtet  worden  aind,  mittelat  der  Formdn: 

01*4  ~      ((a4*^  Ol) , 

Bezeichnen  wir  aber  die  wahren  Werthe  der  PoUiSbe  und  des 

Aziniuths,  in  wolohem  der  er>;tp  vStern  beobachtet  worden  ist, 
durch  (p-^-.dcp  und  ci)*|-//a},  so  sinti  die  Azimuthe,  in  deueti  die 
ihriger)  Sterne  heohaehtet  wenden  sind,  da  oji — t»,  (Oj— «,  w,  — w, 
aiA— 6>,....  die  beoi>achteten  Aziiuuthaldiffercui^eu  bezeichnen,  uflen- 
bar  ^geatfich 

(o-i-  Jm-^ia^ — cd), 
»+^o»^(os  — o), 

i^iö-f- (0)4  —  w) , 

U.  8.  W. 

du  L  aieb  dem  Vorhergeheoden 
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6}|  4-^(9»  fo%-\r  ^(o»  dOD,  04 -f-^/o>4 «... 

und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmuug  von  und  ^ü>  uach 
dem  Obigen  die  iolgeoden  Gleichungen: 

sin  6  =  sin  h  sin  (fp-^Jgi)  ~  coa  h  cos  (ca  -i^J  u) )  cos  (gH*  ^<p)  > 

sindt==8iu/iAsio  (9)-f  ^9) — cos^cos  {(o^-^Jto)  cos  (^-f  ^9)  i 
8ind^=sinA3älii(q^-|'^9)'~ca84iC08(ü;j  i  ^(d)cos(9)-|-^7), 

O.  8«  W. 

oder  näherungsweise : 

sin  d — (sinA  sin  9  ^  cos  ä  cos  la  cos  g>) 
= (sin  A€089  4-  cos  Acos  «sio        + cosAsfai  »cos  9^»» 
sin^— (sMiA|Sin9— cosAi  cosflii  eos^) 
= (sin  hl  cos  9>  -f  cos    cos  (0|  sin  9)  i^^)  -f  cos  A|  sin  q)|  cos  ffA 0, 

sin    — (sin    sin  9  —  cosA2Cosa>aCo&(p) 
= (sin^  cos  9  +  cos  A3  cos    sin       -l*  cos    sin  093  cos  9»^«»» 

sin  ^  ^  (sin  Ai  sin  9 — oos  A^  cos    cos  9) 

(üin  /13  cos  9  -|-  cos  /«a  cos  coj  sin  ^jzi9p  -{  cosAg  sin  oj^  cos  9^ tu , 

u.  s«  w. 

Berechnet  man  die  Uülfswmlfel 

f*>  ^*l>  Ma»  f*3>  f*4»*— 

mittelst  der  Formeln 

tangfi  :==cosco  cotA, 
tsng  A = cos  «1  cot  Ai , 

tang  f4  =  cos  flSt  cot  At » 

V  tangft3  =  cos  Ugcot/it, 
u.  s.  w. 

und  hieranf  die  HOUswinkel 

•>  *i»  Ht  Ht  *4»"" 

mittelst  der  Formeln 


stnc  = 
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sin  h  sirj  (cp  —  ^t) 


cos  fi, 

1  8111%:=  — ~  ■  *  • 

I  C0Sf(2 

1  _8iiiA,8in(y-Ht) 

\  Q.  0.  W. 

I»  wenUn  die  obigen  Gleicbuogen : 

cos  fl^ 

.  u.  u.  w. 

Aus  (Uesen  Gleichimgeu  müssen  nun  die  Verbesseranssen  /Ifp 
aod  ^(j  des  Azimuths  und  der  PolhObe  oacb  der  Metbode  der 
Udnaten  QoednUe  beatimmt  «rerdea* 


VI. 

Kubatur  einiger  vom  Kilipsude  aiige* 

leiteten  KSrper. 


4  fron 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lelirer  der  MaÜimuatik  und  Mt^bik  uu  der  liöheren  Bürgerschule 

so  Sijwheiin  bei  Heidelberg. 


Die  Gleichtiog  des  ElUpsoides,  von  dem  im  Folgenden  die 
iiede  Min  soll,  sei 

TM  m  6 
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«  >  6  >  c. 
$.  L 

Vum  Mittelpunkte  des  Ellinsnide^i  (1)  ziehe  man  auf  irgead 
•ioeo  Ptaokt  (xi  zi)  seiner  Oberfläche  einen  Radius  vector,  so 
siDd  die  GleiehuDgeQ  desselben: 

*i  Vi 

Man  verlängere  diesen  Radltts  mm  um  so  sind  die  Koordina- 
ten des  £ndpani^tes: 


Eliniiuirt  man  nun  a:i^,  flf  H  ^vvii»chen  den  Gleichungen  (2)  und 
der  Gleichung 


SO  erhält  man  die  Gleiciiung  der  Fläch  o,  die  durch  alle  Endponkts 
der  Terl&ngerten  Halbmesser  gebt.    Zu  diesem  £nde  setae  man 

j:j=rcosß,  ^1      sin a €08/3,  z^^rsinasinjJ; 

SU  ist 

«=(r+A)cos«,  |y=:(r4-A)sinireos/},  |  ^. 

z=(r4-A)sin«8in|9; 

-/cos*«    sinVcos^  sio'^asin^A 

i^%-55-+  gs — +-    ^  (3') 


cos* 


also  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche,  aus  (3'): 
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'S» 

üm  den  Knbttdiihall  diMes  KSrpert  lo  fioden«  woUeo  wir 
andere  Koordinaten  oinfilbren«  und  aenen: 

so  folgt  ans  (4): 

r=H    .  * 

V    CO«  *a  -f  6^610  *«  coa  *^ + «in*a  ain*/3 

lat  nnn  im  AUgemeioen 

ao  foigt  aua  den  im  Ardiiv  Tbl.  X,  S,  417.  ff.  gegebenen  Formeln: 


(6) 


In  UDserro  Falle  erhält  man  nun : 

X         man  den  aefatea  Tbell'des  Inhalts  haben,  so  mnss  man  als 

Grenzen  von  r  nehmen  0  und  r,  von  a:0  und  ^,  von  /J:c  uod^» 
so  dass  der  Inhalt:  * 


t/  o</  0  V  a^o«'«e*|*fr'sin'acos*p<fcHin^sin'^ 


n  n 


(7) 


^oaücaj^  a»cosV+6««ln2«cos2^+casin»«sinaj3 

71  71 

8fl6cÄ^       n   sinfl8tta/3  

^  J ^Jn  V(a«cos2a+^sm^cos «/H-e*sin««ain»ft» 

Bestunmeo  wir  nuo  die  hier  vorkommenden  integrale.  Zao&cbst  ist 


%/  9  %/  0  * 
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n  M 


Ferner  ist 

91» 


l^C06  *a  -J-  b'^sm  'a  cos  ^pl  -J"  t  '^ai"  ^^siw^ß 


(wenn  «'-^^=^)=|  ' y^^^^^^^aWa^^in^^ 

  Ä  sin  «9« 

Man  setze  coso=:i;»  80  ist  dieses  Integral: 

n  /•»  

I»  X  r  /"y«  p « \ 

Mao  setze  nun  3gss^::^==tgy,  tgc=Y  ^ — sowirddas- 
selbe  Integral  I 

«  r*_J  ca^  „ 


*)  DImm  latental  ist  4s«  von  Poiuun  schon  lännt  angegebene.  Man 
-  '    "  '        des  ElUpsoMsi  (I)  sacht  Seist 


findet  PS  leicht, 
n 


uy  Google 


DamMdl  i«t 

Ä  TT 


BekaoDtlicb  ist  der  achte  Theil  der  Oberfl&cbe  des  Ellipsoi- 
dM  (1); 

wo  f  denselben  Werth  h«t»  wie  in  (9).  Setzt  mao  aber  io  der 
Gleichung  (1): 

«saatottsin/}»  yasftsinaeos^«  isecoaa 

nod  formt  den  Ausdruck  für  den  OberflScheninhalt  um  (S.  Moigno 
Vöries.  §.  114.),  so  erhält  maji  iür  denselben  achten  Theil: 

« 

^^\inaVeW€os^  -h  aVaia%eoB*j9  +  6^* ein sin  V* 
DeniHieh  ist 


^^'eln«  V  i^coa^-f  a'«*«iii^coa*0'f6M0in\teinV 
wenn  nr  Abkarsong  ^^Jä^^TZ^)  g«««tot  wird. 


1 


•e  Met  wm*      ^^f^  de«  Vehnnen  bt: 


8     J  o  Jo  {a*  CO«  ■«  -f  ^»•in»oco«Y  +  i^in*o  tiiT*^  ~     8  * 
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Seilt  hmh  hier  statt  a*,  6*,  c^:  ^  >  v  «       to  erhilt  man : 

e     O  m 


(10) 


n  n 

'1"  

Ol/  o 

wenn  c  denselben  Werth  behält  und  if^—^i  ^  ist- 

Sfitit  man  das  Integral  (10)         so  findet  man  lelclit,  diM 

t/  ot/o      fl''^o8*"'a-|-6'^in''^aco8-/J4-  c''«i»^öiüiii'^^ 

und  wen»  man  beachtet,  da«8,  vorausgesetzt  s,  n  seien  Funktio- 
nen von  r: 

d^(€^)  L 


r  i;  (f ,  ^(1  1^  F(g,  1?)        7}sin<cM«  _'iaii 

L         n(l— s}*)  il-  ff)  V" 1— ij«siu«« Jär  • 

so  ündct  man  nach  allen  Zusammenziehungen: 

TT      n  ^ 

t/ot/o  V «^%+6%in'«coaV-l' Ain^h)*^    2V ^ 

Setzt  man  nun  alle  Werthe«  so  erhält  man  aus  (7)  als  Kubikin- 
halt des  fraglichen  Kurpen: 

a2)   


vronn  eoe«=-- 
0 
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Mau  kann  übrigens  die  Formel  (11)  auch  uoiuittelliar  ia  lol« 
gender  Weise  ableiten.   Man  setze  in  (4): 

so  ist 

— r-^  +  p— +        j  (r  -Ä)*  =:r2. 


Wendet  man  die  Formeln  (5)  und  (6)  an,  so  ergiebt  sich 
also  ist  der  ganze  Kubikinhalt: 


8 
3 

n  71 


«7  0*/  o  ' 


n  n 


fitma-o-c-j ^  AV««fa%»dii»/J+«»e»«lo*«co««^+«»A*co»«B 


7t  7f 


zt2  i  I     i   smccwop  I 

JoJfi  (6V*sin^8iD^ + «i^<siii%cos>jS^a^«€oaM< / 
Vergleicht  mau  dieses  Resultat  mit  dem  (7;,  so  folgt  daraus: 

JoJo  V>6•^sili^«tiiu^/i+««c^ili?^cös^f^^ 
=  /*•  /**    

2^  V     -  c»  ^  ^     i'^'  -  <  ■-) 
Setzt  man  hier  wieder  statt       6*.  c^^—  »   »  >  -  ;     erhält  man 

CO« 

uninittclbar  die  1  lu  nK  I  (11). 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dieser  Vergleichung : 

(13) 
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aus  welcher  Formel ,  wenn  man  sie  als  bekannt  annimmt,  duich 
die  obigen  UmformuDgeD  wieder  die  Formel  (9)  folgen  wurde.* 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (J^i^iSi)  des 
EUipsoides  (1)  sind: 

Man  verlängere  nun  diese  Normale  (nach  aussen)  um  die  Liege 
so  sind  die  Koordinaten  den  Endpunktes  der  Verlängeroog,  wie 
leicht  findet: 

man  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 

die  Grossen  Xi,  y^,  t,  ,  so  erhält  man  die  Gleichung  dcrjenigim 
Fliehe,  die  durch  die  Endpunkte  aller  in  der  angegebenen  Weise 
▼erlingerten  Normalen  gebt 

Setst  man 

;rx=ra^C08o,     =r6*^slnocos/3,  2|=rc^8iaasui/3; 

so  erhält  man  als  Gleicbnngen»  welche  die  erwihnte  Fliehe  aus- 
diflcken  ' 


X  =(Ä-l-rfl*)cos«, 
y         4- J*^*)  sine  cos  ^, 

z  =:(Ä+rcit)sinasin/9»  \  (U) 

'^^aScos%-f6«8ln^co6*/9+€*sin^slnV 

Suchen  wir  nun  den  Kubikinhalt  des  von  dieser  Fläche  um- 
»cWo8>enen  K(irpers.     Die  Umbildung  des  dreifachen  Integrals 

JJj  dad^dz  giebt  hier: 

J^^[c*Äin%sin«/3(i^«+Ä)(r6=^  fÄ)+«*cos«asin«i3(r^^ 

+  6«sin2«  cos«/3(ra«+/i)  (rc*-|-/0 
•fig»cos%Gos«iS(r6HA)(r<^i-A)Jdrdad#siaA 


tte  Gfliw—  fon  «  mud  ß  timi,  wmw  atn  de»  ■dton  Tfaeil  dM 

biglidMii  K5rpera  alwdriickmi  will ,  0  und  ^.  Nimmt  man  dieGrSn* 
zeo  TOD  r  gleich  ü  und  r,  so  ist  offenbar  der  achte  Theü  cioer 
Kagd  Tom  Halbmesser  h,  d.  b.  nocb  bebtufilgeii.  Also  ist 
4er  Kobikinbalt  des  fraglichen  Kurpers : 
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wahrend  schon  olien  geiuuden  wurde: 


n  n 


/>•  /*«  


Setzt  man  alle  diese  VVertbc>  so  ergiebt  sich  fiir  deo  Kubik- 
inhalt des  Körpers : 

laben 

"IT"   

+^^1^ + v^^>  V^S] 

I« 

worio  ebenfaUs  coe€=-* 

a 


f  a 

Sei  abermalis  (j  ,  //,  x^)  ein  Punkt  dos  Elli[>so*Mloa  (1).  Die 
CvieichungCD  des  Radius  vector  in  diesem  Puniite  öjud 

Die  (ilrTrhnni:  der  auf  dem  Radius  vector  io  seinem  findpuakte 
senkrecbteu  Kbeiie  iöt:  * 

Die  GlelchoDgen  der  Normale  in  demselben  Punkte  sind: 

Die  durch  deo  Ifittelpunkt  gehende »  mit  der  Nomiale  paraUfll* 
Linie  hat  s«  Gleichungen: 
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OiMe  Linie  «efiiieldet  die  Ebene  (17)  In  einem  Pmikte,  deeeeo 
Kwirdiiiaten  elnd: 

ElhmDirt  raao  ans  diesen  Gleichungeo  und 

Ä*  "^^  6*  ^  c^"-* 

«Se  Grussen  art,  zi,  so  eriifilt  man  die  Gleichung  der  FlScfae« 
die  doreh  eile  ähnuclien  PUnl^te  geht  Zn  diesem  Ende  setzen  wir: 


m  ist: 


_r*cosy        r*fllnycee^   Hsinysin^; 


cos 


/'co8«5P    sin^^cos*^  ,  sin*9sin*t^\  , 

+  p  +  3  ^;=^' 

s^qp     €i".t-     6111  ^9?  cos  öiD^siii^  €*Z^, 

alio 

+ 


d.  h.  die  GleichuDg  der  verlangten  Fläche  ist: 
Um  den  Kubiluntiatt  zu  liudeu,  setzen  wir 

TT  T 

:r=£-cosa,  jf=jslnaees/9«  2=:- sinasin^; 
M  Wet  sieb  fdr  den  kSrpeiiichen  Inhalt:  ^ 

n  n 
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Entwickelt  man  die  dritte  Potenz  und  integrirt,  wie  diets 
leicht  mugüch  Ut,  «o  findet  man  fiir  deo  Bäbikioliah: 

(19) 

^abcL      7       +  35  1 

Hilte  maD  geaetst: 

ao  hätte  man  f&r  den  Inhalt  erhalten: 

3«WcVot/o  Awft»  .  ain^cos^jS  .  alirtialp«/3\S' 

alao  lat 

m 

n  n. 

pi  sin  «8«8/3  

+  >/ 

— "T"L     7     +  96 

Eben  ao  eihielta  man  dnrcb  die  Umformung  d:=rco««» 
rainaeoe/f«  zs^rshkamßi 

(21) 

(/i^ cos    -f  6^8in    cos »|3    c^sin sin  «jSj »  . 
J  o t/  o  (-**co8% + 6«ain««coa »/J+c*8ln««aln«ftl ^ ^''^^ 

Da  die  zweite  Seite  in  (20)  m  Bezug  auf  f^,  b,c  symmetrisch  ist» 
d.  h.  sich  nicht  ändt^rt,  wenn  man  «,  h,  c  mit  b,  a  vertauscht, 
so  kann  man  diese  Vcrtausrhiing  in  der  ersten  Seite  vornehmen, 
ohne  dass  der  Werth  sich  ändert    Thut  man  dieses,  und  seUt 

daon  atatt     6,  e:->      7r>  ^  erhält  man: 

CO» 

«  3. 

«  /»«  aineraird/) 


0 1/  0  («^cos^a  f  />-*sin*aeos*^^  +  c'^sin^asin*/J)l 

^2  1 


Zi^eicb  woiieo  wir  bemerken,  d&ns,  wemi  man  ao  der  vor- 
litgtndeo  Flieh«  Jeden  Radive  yector  iim  h  nach  aneeee  veriSngert, 
die  Gleielmiig  der  durch  alle  Endpunkte  gehenden  FlSehe  ist: 

Die  Kubatur  de«  tod  dieser  Fläche  umscblosseoeii  Kürper«  führt 
anf  elliptische  Fnaktionea»  die  eich^  in  ähnlieher  Weiee  wie  oben, 
leidt  beetimnien  lassen. 


Diese  Beispiele  mO^en  genügen.  Es  lassen  sich  durch  Um* 
bildongen  eine  Anzahl  interei^santer  Resnitate  ableiten,  die  hei 
anderer  Gelegenheit  zur  Sprache  kommen  werden. 


VH. 

Ilnmittelliarer  Beweis  der  Maclauriii' 

scben  Formel. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  hühereu  Bürgerschule  su  Sintheini  bei  Heidelberg. 


Man  beweist,  auf  mehr  oder  minder  mathematisch  strengem 
Wege,  dass,  nnter  gewissen  Bedingongen: 

Die  bekannten  Beweise  kommen  immer  darauf  hinaus,  die  Reihe 
des  zweiten  Gliedes  aus  q>(x)  tu  bilden ;  keiner  ist  mir  jedoch 
bekannt,  der  diese  Reihe  unmittelbar  sumniirte.  IMess  allein 
scheint  aber  die  uninittt'l[>;iro  Art  des  Beweises  zu  sein,  da  hier 
erst  gewiss  alle  Bediuguu<^eu  des  Bestehens  der  Gleichung  (1) 
mm  Vorschein  kommen  mflssen.  Diese  Aufgabe  nun  smI  im 
Fehlenden  gelost  werden. 

Aogeoomiuen  die  Reibe 
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sei  konvergent  iür  bei<iimmte  Warthe  von  x,  so  wird  man  iür 
diese  VVerthe  setzen  kuniien: 

wo  A  i)<)<  h  eine  uiiljestiiniiite  Funktion  von  x  ist.  Um  dieselbe 
ztt  bestiiuiueii>  wollen  wir  die  Reihe  im  ersteo  Gliede  uiogestal- 

ten.  Za  diesem  £nde  setxen  wir  — r=t  und  beseichnen  durch  Vo^ 

n 

setsuDir  des  Zeichens  il,  dass  n  ins  Unendliche  wachsend,  also 
t  ins  unendliche  abnehmend  gedacht  werden  müsse.  Alsdann  ist, 
wie  man  nach  und  nach  leicht  tindet : 

,p(^)(0)=/i(  ^  y 

was  m^ii  übrigeoö  auch  mit  üüife  des  Satzes,  dass 
leicht  unmittelbar  nachweisen  kann.  Demnach  ist 

+  f.(.)-(f)"1ä+(f)'lS_- 

In  welcher  Formet  das  allgemeine  Glied  ofTenbar 

(£  Y^^  y(rO  ,  _  /£Y  g'^^yC^O 
z)     l.2.^r.l.2.3t  \%)  l/2....r 

JJemnach  ist 

d.  h.  ^  kann  als  die  Grftnze  betrachtet  werden,  der  die  GrSsse 


Digitized  by  Google 


mt  oDettdltch  ^^  achfiendem  n  sich  nähert  Blao  setze  nun  (p(ß)si::c, 
M  foigt  ans  (3)  Xssx,  also  ist 


irekbe  lieibe  offenbar  gegen  das  Glied  |-s —  ;r  strebt»  so  dass 

"^L'T-  SiT  +  TsT  • »  +  1X3  •  » +-+o:::s*J-  <*> 

r 

(71**  C — **  \ 
j-^ — -)  nothwendii^  endtich 

M,  da  alle  (Glieder  fOr  ar>0  positiv  sind.  Nun  behaupte  ich  aber» 
4w»  ^(l7T^^==0,  so  lange  nldit  Ä^^^=  1  gesetzt  werden 
bra.  Denn  sei  rsnn'^m,  wo  so  ist 

n^e-*   w»e— »   (yi— oti-^1)(w — et«  f 2)....w 

1.2....r    1. 2....(/4— ß/i)    1.2....»*  n«»  * 

:=Äft(a~«+i)(l-«+|)...(l-«+  wenn 

Der  letzte  diesci  Rniclie  istl,  alle  andeni  sind  für  n  —  oo  klei- 
ner ak  1,  ao  lange  a,        ihr  Produkt  i^t  somit  i\ulL  in  diesem 

Produkte  kommen  nSmlicb  suerst  eine  beliebig  grosse  Anzahl 

Faktoren  vor.  die  för  ein  nnendliches  «  gleich  1— a  sind,  und 
^♦reii  Eiaz('![»ro((nkf  (/..  Ii.  (1  — «)')  kleiner  als  jede  noch  80  kleine 
^  werden  kann       Üab  Produkt  der  übrigen  Faktoren  ist  nicht 


•)  Dau  (1  — kleiner  aU  jede  Zahl  i.  B.  8  werden  kann ,  int 
ten  eei 

^      «r«— f  »         «»     |og(|_a)'  "  <l' 


de 

>1;  das  ^esammte  Produkt  also  kleiner  jede  noch  so  kietlie 
Zahl»  d.  h.  =0.   Also,  da  ö  endlich. 


«o  lange  r<ii.  Ffr  ein  endlioiws  r  ist  der  Satt  obaehin  lioget 

bewiesen. 

i^mit  folgt  aus  (5)  ^ 

und  aus  (4),  III  Verblödung  mit  (O)  und  (7): 

-X==^      2.,..it/  •  ^^-^^  ^  ^^^^  * 

insofero  keine  der  Grossen  cp(0),  apT— V  9»r^')»—.9'(^J  uoend- 
lieb  gross  ist.  W  V«/ 

Mau  hat  aLso  toluriulcn  Lehrsatz: 
»»Wenn  die  Heihe  i        <  ^ 

konvergent  ist,  so  ist  die  Samme  derselben  gleich  g/Uj,  voraus- 
gesetzt, dass  <p(i)  endlicb  sei  Ton  x=0  bis  x=x.*'  Diessistder 
Maclaurinscbe  Satz. 

Setzt  man  hier  z  statt  se  und  sodaoo  9(s)=/(a;«f  x)»  se  er- 
hält mau: 

„Wenn  die  Reihe 

/(^)+/-^» +^,»+83 -•+••■• 

kouver^^ent  ist,  so  ist  ibre  Summe  gleich  fla:-{-z),  vorausgesetzt 
dass  f{  c^  i/)  endlich  sei  von  ^=0  bis  y^sx."  Diess  ist  der 
Taylorsche  Satz. 

Zur  Begründung  des  Satses  wutde  oben  freilich  der  Sats  «a- 
gewendet,  dass 

derselbe  iiist  sich  aber  leicht  und  ganz  allt^emein  herleiten.  Za* 

gleich  ist  zu  bemerken,  dass  in  (0)  und  (lÖ)  x  und  i  ganz  befie* 
bige  rpclle  oder  imaginäre  Wertbe  haben 'kdnuen,.  wenn  nur  die  Sll- 
gegebeuen  üediuguugen  erfüllt  sind. 

Setzt  man  also  m  l ,  je  nachdem  ob  f/i-f  1  niciu  chie  gaaie 
Zahl  oder  eiae  ■olche  ist,  «o  ist 
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llebangsaur^aben  für  Schüler. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lebrer  aa  der  höheren  Bürgerschule  zu  Suishciui  bei  Heidelberg 


Theoreme  über  bestimmte  Intc^jrale. 

1) 

In  (licseo  Formeln  miiss  b  positiv  iinrl  >  c  sein,  welches 
tero  auch  negativ  sein  darf,    a  ist  reell  und  positiv. 

2) 

unter  iihnlichen  Bedingungen  wie  in  1). 

^    e-«cos(M.c.os(c:r)r/.r  =  ^^^^.^^^-,, 


cos  (^.2:) .  sin  {cx)  dx  = 


wenn  a,      c  reell  und  a  positiv  ist. 

4) 

'labe 


/OS 
e-«*sin  {bx) .  sin  {cx)  äx  = 


unter  den  gleichen  Bedingungen  uie  in  3). 
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Mlseelle 


355 

ConstructioD  des  Näherungswertbes  Zahl  %, 

16 


355 
113 


Man  zerlese  sich  ti*^   in  3  +  jj ^ ;    die  Zahl  113,  als  eine 


Primzahl  von  der  allj^enieinen  Form  4;i  -f  1 ,  setze  man  der  Summe 
der  Quadratzalileu  40  und  (U  gleich,  also  ^ 


113 


Wenn  man  dann  In  Taf.  II.  Fig.  6.  zwei  Linien  AB,  AC, 
beide  gleich  dem  Radius,  senkrecht  an  einander  setzt,  auf  der 
einen  AC  i  ihrer  Länge  =CD  abschneidet,  ß  und  D  verbindet, 
BA  in  E  halbirt  und  ßE  auf  BD  von  B  aus  =BF  abträc^  da» 
rauf  FH\\  CA  zieht,  ferner/)//  und  endlich  FG  ||  DH,  so  ist  für 
AC^AB=T=l 


BG^  ^ 


4« 


72  +  8*' 


ond  man  bat  also  an  BG  nur  noch  den  dreifachen  Radius  anzu* 
tragen,  um  den  Bruch  j^i  lincarisch  darzustellen. 


Es  ist  nSmIich 


oder  ffir  r=l : 


BF  :BD  =  BH.BA 

 BF  iBD  =z  BG  '.BH 

BF^:ßD^=^ßG  :BA, 


folglich  ÄG=g5qp^»     -  f 


wie  vorher  behauptet  wurde. 
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Anwendunff  de^^  barycentrischen  Cal- 
ciils  aui  die  Bestinuiiaiiir  der  srSssteB 
efnem  Tieraelt  elniresehrtebenen  und 

der  kleinsten  einem  Viereck  umiselirie- 

benen  KUipi^e. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

PriflMMMlw  4er  Mtthematik  s«  Bern. 


Der  Erfinder  des  barycentriechen  Calculs  imterecbeidet  siri« 

sehen  einem  eisentiichen  und  eioeni  abg;ek0rzten  barycehtriscfieo 

Calcu! ,  iiTifl  fTklart  jenrn  nis  anwendbar  zur  Darslrlttnig  solcher 
Eigeiisrhatt«M)  gconietrisi  r  Figuren,  die  für  alle  attincu  Systeme 
zogleich  gelten,  während  dieser  es  nur  sei  bei  denjenigen  noch 
alfgeraeinern  Eigrenschaften,  die  loa  Gebiet  der  Comneatlonsver^ 
waadtBcbaft  gehören.  Da  ich  im  Folgenden ,  je  nachdem  der  Ge* 
genstand  die  Freiheit  der  allgonieineii  pfTspoctlvisclien  IJeziehun- 
gpn  [Tostattet  oder  Beschranknnsr  fordert,  bald  von  der  einen,  bald 
Tun  der  andern  Art  der  liecbnung  Gebrauch  machen  werde, 
finde  ich  für  gut,  mich  gleich  anfangs  darüber  auszusprechen. 

Im  Allgemeinen  bezeichne  ich  mit  x,       z  drei  unter  sieb 
■oabb&ngige  lineare  Fonetionen  der  reehtwinbligen  Ceefd&atctt 

eioes  Punkts  in  der  Ebene  nnd  betrachte  immer  nur  die  zwei  Ver- 
hältnisse der  drei  mit  x,  y,  x  bezeichneten  Grössen,  nie  diese 
Grossen  selbst,  so  das«  in  He/Iebnni;  auf  dieseJbcn  nur  homogene 
Gleichungen  vorkumuicn  können,  ^ind  die  genannten  zwei  Ver- 
liiUtoisse  fiir  einen  Punkt  gegeben ,  so  sind  dadurch  auch  die  Ver^ 
kiftniase  der  recfatwinidigen  Coordinaten  desselben  Punkts  zur 
Längeneinheit  gegeben  und  somit  der  Punkt  selbst  bestimmt.  Als- 
dann sollen  die  drei  Grossen,  zwischen  (Iotk'o  jene  zwei  Verbalt- 
Tii>-sp  bestehen,  die  allgemeinen  Coordinaten  de.s  fraglichen 
*  Punktes  beissen,  während  die  durch  die  Gleichoogen  ^  =  0,  y=0, 
1=0  dargestellten  Geraden ,  welche  bier  die  Stelle  der  Coordinaten* 
axeu  verveten,  den  Ton  Herrn  Mwbius  gebrauchten  Namen  der 
Fuodamentallinien  behalten.  Obgleich  so  scheinbar  eine Drei- 
rahl  von  (^»ordinaten  zur  Bestinuiiiinir  eines  Punkte.s  in  der  Ebene 
aiigewaiidt  wird,  so  hängt  diese  liestimmuug  docb  wesentlich  nur 

ThtU  HIL  8 
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von  einer  Zweizahl  von  Verhältnissen  ab,  well  immer  nur  die  rela- 
tiven, nie  die  absoluten  Werthe  Jener  drei  roordinaten  in  Betracht 
kommen.  Sind  die  Fundanientallini(  n  durcli  drei  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  ausgedrückte  (>!eichungen  gegeben,  so  sind  dadurch 
die  linearen  Functionen  x,  y,  z  der  genannten  Coordinaten  iMcIl 
nicht  ▼oilständig  bestimmt,  sondern  jede  derselben  kann  noch  eioen 
beliebigen  coDStanteo  Factor  enthalten :  man  wird  daher  nach  Be- 
lieben über  die  zwei  zwischen  denselben  bestebenden  Verbaltnisse, 
z.  B.  so,  dass  iri^efjd  eifi  von  flon  rutidamentaljuinktcM«  verschie- 
dener in  derselben  Kliene  gcnelicrier  vierter  l^unkt  durcb  die  zwei 
GJeichmi^en  j-  —  y    z  bestimmt  würde,  verfugen  dürten. 

•m  ■ 

Wird  iiitsbesoiidere  über  jene  an  den  linearen  Functionen  J. 
3^,  jhnftenden  Faetoren  ko  vertust,  dass  die  (Ileirhuni;  .r-|  ^-f*—^ 
die  uueudlicli  weit  eutternte  Gerade  darstellt,  d.  b.  dae»«t  in  dm 
Y^doclrten  Aosdraeke  von  x  ^  z  die  Coellieienten  der  recht- 
wtidcligen  Coordinaten  in  Veifcleadi  mit  demjenigen  der  LSi^^ 
einheit  versehwindend  klein  werden,  so  sollen  alsdann  die  Gri»ji>en 

y,  r  barycentriscKe  Coordinaten  heissen.  Denn  der 
durch  dieselben  bestinnnte  Punkt  uird  dann  /um  Sehn  erjuinkte 
dreier  mit  Xy  t/,  z  pr«»ju)rtionaler ,  in  den  i^uudaniefitaiminkten  be^ 
findücher  Mass^en.  Ziebt  man  aus  dem  fraglichen  Funkte  dfd 
Gerade  nach  den  Fundameotalfninklien,  so  tlieilen  dieselben  das 
Fundamental- Dreieck  in  algebraischem  Sinne  in  drei  Dreiecke,  von 
denen  sich  leicht  zeigen  lasst,  dass  ihre  Flächepräunic  jenen  Mas- 
sen oder  den  barycentrischen  Coordinaten  x^      %  proportional  sind. 

Die  Aufgabe,  deren  Lösung  uns  zunächst  beschät\igen  wird, 
i<t.  den  Inhalt  einer  EIIii»sc  durtb  die  roefficicnten 
ihrer  in  bar v  e e n  t  r  i s cli  v\\  C o o r  d i  n a  t e  n  l;  e u  e  Ii  e n  e  n  Gl o \ • 
cliun«;  auszudrücken,  uenn  die  Abniessuiitfcn  dt's  Fundanieutal- 
dreiecks  bekannt  sind.  Der  Gang,  den  wir  hierbei  befolgen,  ii»t 
dieser;  Zuerst  suchen  wir  den  Ausdruck. fiir  die  senkrecnte  Pro- 
Jectioo  der  Entferrunii;  zweier  durch  ihre  barycentriscbeii  Coordi- 
naten geliehener  Punkte  auf  eine  heliebii:e  (jcrade,  woraus  sich 
im  Besondern  der  Ausdruck  (tir  die  Projet  tion  eines  Halbniesseri» 
der  Ellipse  ergiebt.  Dann  bestiinn)en  wir  den  Inhalt  eines  von 
zwei  conjugirtcn  Halbmessern  gebildeten  Parallelogramms,  und 
ergreifen  diesen  Anlass,  um  auch  die  Sunune  der  Quadrate  der 
homologen  Projecfionen  xweier  conjugirten  Halbmesser  aasannalt- 
teln.  indem  wir  hiedurch  cur  Summe  der  (Quadrate  sweler  cenja- 
girler  Halbmesser  gelangen  und  dann  mit  der  HSlfte  derselben  in 
jenes  Parallelogramm  dividiren,  so  bekommet}  ^\]v  am  b  den  Sinii^ 
des  Winkels  der  zwei  gleichen  cunjugirten  Halbmcsaer  der  Ellipse. 

Ausdruck  für  die  Projection  der  Entfernung  zweier 
Punkte  auf  eine  bcliebise  A  !><  ei  sse  a  x  o.  Die  zwei  Pimkte 
P,  i^,  deren  Entfernung  PP'  pr<jjicirt  werden  soll,  seien  durch 
ihre  barvcentrlschen  Coordinaten  x,  »/,  z;  u  ,j/'yz'  gegeben,  und. 
um  die  Keehnung  abzukürzen,  wollcn  wiro; 
annehmen.  Wenn  wir  dann  mit  C,  0,  b»  c»  |i  die  Abseissen 

der  drei  Fundamentalpunkte,  die  Projectitinen  der  Seiten  des  Fun- 
damentaldreiecks und  der  Entfernung  PP'  bezeichnen^  #o  siod 
die  Abecissett  der  Punkte  P,  1^  durch 


and  der  Uaterschied  derselben  oder  die  Projection  der  EDtfemans; 
PP'  durch 

Da  aber  in  Folge  der  getroffenen  Annahme  21{a^  —  x) 
=U  and  überdiess  C — B=a,  A  —  C=b,  Ji~A  =  c  ist,  so  ha- 

Setien  wir  nun  ^'   r  l"** 

,^         .  y«*— y'*=^  zx'—a'x^v,  xy' -~.c'y=t\ 
ip  wird  . 

x" —xz=.x'{af-\-y  \r2)--x{ß'  \  y'  i')  =  v-']i>  u.  s.  f.,  'fj-.l 
also  .  ,r    ,    .  .  I      .       ...      .  ,  „,.|kw/il 

;>=ca— D— b(|-v)=bi;  +  c^-(b  +  c)|=a|+bv+c^ 

oder  \>cnn  wir  die  Bedingung  x -\- y -^^  z=x' -{-  y'  \- z'^l  wieder 
aufbeben,  \ 

_  (^{yz'—y*i)i-h{ix'-'t'x) ^c{xtf-x'y)     ,  ,  1.^ 

Ausdruck  für  die  Projection  eines  ilal binessers  .i 

der  BIlipse. 

Irgend  ein  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreiccks  liegender 
Kegelschnitt  sei  durch  die  Gleichung      .-.^  . 

^x»+i?y+r:2+  +  2Z)^2  +  2£zar+2F;r^=0  (2) 
dargestellt,  und  überdiess  sei     •  -     *  •    '  •    ;       '  ' 

X=Ax^Fy-^Ez,  . 
I  Y=Fx^ßy^D:,    |      .  3)  ^ 

Weun  wir  dann      *         •       »         /        o . 

B'—CA-S^l  E'-FD-BEy 
^^  'C^AB-'F*,       '     F'=DE-^CF,  -»^ 

f^"ili?C+2D£F-^Z)^^-J?£:«— Cf^^^'+FF'+i:£'=ete^^ 
setzen»  so  haben  wir    ♦  ..   ,•».»•••:  «i  /T 

Ax=A'x^rr^E'z,  . 

z/r  =£'jr+Z)'F+CZ.    )  1,3. 
Liegt  der  Punkt  (xyz)  auf  der  Curve,  so  ist  för  denselben  V 

Dod  ist  {x'y'z')  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  der  durch  jenen  ge- 
zogenen Tangente»  so  ist  ..... 


(4) 

_  ♦ » 


•  •  • 


•  » 


*;  •  •  •    .1 . :  1112 

.  »    *      •  •  • 

die  Gleichini!^  der  Tangente.  Ist  aber  von  den  beiden  Pimktpn 
(xyz)  und  (./  '//':')  iveiter  nichts  e^esairt ,  nis  dass  ihre  Coordiiwit' n 
der  Gleichung  Xr' +  F;/ -f  Z:' —  0  gcmiiien,  so  zeigt  diese  ao, 
dass  in  Beziehung  auf  den  gegebenen  kegeUchnitt  jeder  der  bei- 
den Punlcte  ätjf  der  Polare  "des  andern  liege.  Nod  ist  der  MH 
telpunkt  der  Cnrve  der  Pol  der  unendlich  weit  entfernten  Geraden 
*'  +  y'  +  «'=0;  folclich  ist  für  denselliet.  X  Y—Z,  oder,  weoft 
fortan  yo»  ^ie  Coordinaten  des  Mitteipunkts  beseidwcfti 
wegen  (5) 

Es  seieii  f,  h  die  Coordinatan  eines  itnendlicli  veif  cit* 
fernten  Punktes  und  daher  f-{  y-{^h^Q,  so  ist  seine  Polare cii 
jDucebmesser,  dem  die  Glelciiung 

xuktiiunU,  wo  l,  m,  n  dieselben  linearen  Fuociiouen  von  /,  ^.^ 
sein  sollen,  welciie  in  Besienunff  auf  x,  ^,  z  mäX,  1,  ZImmm; 
net  worden  sind.  Db  ftur  den  Endpunkt  des  Halbmessers  die  iwd 
Gleichungen 

und 

sogleich  stattfinden,  so  kann  mau  \ 

setzen,  wo  to  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet.  i^ub»tituir(  •*> 
^'      Ansdrficke  in  (3),  so  erhält  man 


(F— A«)a:+  -f  (D+/ii>)2:=0,  J  (8) 

♦ 

und,  wenn  man  t  ans  diesen  drei.  Gieictmngeii  eliraisH 

Die  Werthe  von  ff,  2  .«ind  nun  in  Function  von  <a  zu  be- 
stimmen, so  dass  sie  nicht  nur  den  Gleichungen  (8),  sondern  asd 
(i<  r  Gleichung'  2r-|-y  4*2=1  genügen.  Dieses  iann  auf  Iblgeode 
Weise  gescTOhen. 

Aus  den  identischen  Gleichungen 
ergiebt  sich  durch  Addition 

Multiplicirt  man  diese  Glefehung  mit  o  und  addtrt  sie  zur  Gleiebung 

J( J' +r +iBO+F(i^+Ä' C)=^,  (11) 
so  ergiebt  sich 


Digitized  by  Google 


fayiich*  wird  die  rochte  Seite  der  vurigeu  Gleicbuug  zu 
IHm^kt  Gleichnng  Terwandelt  sich  daher  In 


e  GTclchungen  fliessen  aus  dieser  ilareh  den  Fortoehritt 
▼OB  ^  XD  y  and  2.  Vergleicht  man  alle  drd  Gleichungen  (12)  nltdea 

Gleichungen  (9)  lind  berücksichtigt  die  Bedingung  ;r+^4-z=U 
^0  ergefaea  sich^  indyi  man     ^        C  i'2iy %£'  '^%F'=:^M 

^'-t-r-f^^-j.C^-»)»      f;_+^^±^w- («--0  » 

jpä  1 ' %    »II  jj^i^  »  ^ — ,  y  —      ■■'   • » 

als  barycentrische  Coorillnatpn  des  Endpunkts  des  UalbroesserH. 
Niwt  oiao  für  diejenigeu  des  Mittelpunkts  auch  die  Bedimgupg 

'^"^^       nach  (6) 

A'^p^^FJ       r^B'^iy  E'^iy-^c 

^=  jf—^t/o^  S  '  — H  

Öetiljaan  oti|i 

»in 

W^Lajfcfr  der  Mittelpunkt  auf  dem  betraeb täten  Durchineiiäer  liegt, 
nildbeidie««  ist 

^^^^>.,  .    *e+Jte + 

mc*  «M   
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also  iit  naicti  (1)  ilie  Pr«jecti6A  b«lM|cBte|e|i  "BfJäuHBM»  R 
tnf  die  Abscmeofae^  .  .  ^ 

Wenn  nun  für  deo  coojugirten  Halbni'esscfr  k  'm  ^9 
if  flbergehen,  so  sollen  gleichzeitig  /,  m,  /?,  .v ,  v$  tt.^f 

Ä,  p  in  m',  7t',  ar',  z',  v',  t,  Ä%p'  übergeben.  Dm 
dräckt  die  Relation   '  * 

das  Conjt^tCseln  beider  Halbmeaaer  aua,  m|d  ^a  (at  «niMSk 
iii^d.(14)  .1. 


.\  ;:Eli^^vlt  aas  (Wesen  Ausdrucken  Relationen  awiacben  (jfcip 
den  coDjagirteii  Halbmeaaem  ableiten  kuftnen,  miiaaen  wi|  di^ 
Wertbe  von    ,  ^ 

ausraittein.  Zunächst  folgt  aus  den  BedinauDgeo  4*^=0, 
r =0, 

  9h'-sfh^kr^h'f=.fy'^fg:^k. 

Mna  Ist  die'  Detetminante  der  vier  -Giisaea 

identisch  gleich  mit 

Zigh'  — yA)  (nm'  -m'fi)=s J5(flm'— m'i»);  '  " 
aiso  ist  mit  Rücksicht  auf  (15) 

Ferner  hat  man  die  identische  Gleichvng 

also  ]b\  endlieb  „    t  • 

Wenn  man  dem  sweiten'SR  ▼ern-aiideladen  Anadmefc, 

die  der  ^iuii  gleii^iie  GrGs^r 


kHfii0»  «o  idrd  er 

Im  u»t  aber  -  ü 

lilSÜeli  mit  Rtfa^icht  auf  (11) 

Zum  dritteo  s«  vemaiidelBden  Ausdruck,  .  > 

addire  man 

10  verindert  sidi  derselbe  io 

(fn'  —  ('n){lm'  ^Vm)  ^  {h' n --hn'){tnn'  ~  m'n) 

=K^-  CXÄ'  +  i^'    C)  +  (/)^  £)(.<'  -I-F  + 

ilso  Ut  eudlicb 

IKc  Relationen  ,  (17),  (18)  sollen  uns  jetzt  zur  Kcduction 
dw  AasdrOeke  toä  pu'  -^p'q  ötid  p^-j-p^  diesen^  wo  q,  q'  die 
Prnjectionen  der'  conjugirten  Halbmesser  auf  die  Ordinatenaxe 
btteichaeo. 

Das  voD  den  conjugirten  Halbmeflsem  12,  /2'  gebildete  Pa- 
nlletof^raiinii  hat  pq' — p'q  zam  Inhalt  Wenn  min  a'»  b',  c'  die 
Frojectienen  der  Seiten  des  Fnhdataieiitaldrelecks  auf  die  Oidi- 
«alenaxe  sind,  so  ist  naefa  (14) 

Bezeichnen  fiir  den  Inhalt  des  Fundamentaldreiecks  mit  J,  so  ist 

und  wpTdi  wir  für  mn'  —  m'ny  \\.  s.  f.  und  fiir  Zp  .  Efl!  die  frü- 
her LT  riiridci>«?n  Werthe  gtihstituiren ,  so  bekommen  wir  als  Inhalt 
de»  voa  zweien  conjugirten  Halbmessern  gebiidatenParaltelogramoMi 


IM 

Da  dieser, Ausdruck  von  f,  (7,  A,  ff,  h'  frei  Ist,  so  fliesst 
daraus  der  bekannte  Satz ,  dass  der  Iiilialt  dos  von  zwei  con- 
jugirten  Halb uiessern  gebi  Ideten  Parallelogramms  von 
der  Lage  derselben  unabhängig,  mithin  stets  demPro« 
docte  der  beiden  halben  Hauptazen  gleich  Ist  Zugleich 
sehen  wir  hieraus .  das»«  die  GrOsse  H  posifir»  negativ  oder  nuU 
ist,  je  nachdem  die  durch  (2)  dargestellte  Curve  eine  Ellipse,  Hy- 
perbel oder  Parabel  ist.  Da  der  Inhalt  der  Ellipse  dem  ?r  fachen 
des  efiiiannten  Products  gleich  ist,  so  haben  wir,  indem  ^,  H 
durch  ihre  vollständigen  Ausdrucke  ersetzt  werden,  folgende  Fomiel: 

Wenn  in  Beziehung  auf  ein  Fundamentaldreieck 
vom  Inhalt  deiner  beliebigen  in  der  Ebene  desselben 
beiiridlichcn  Ellipse  die  in  barycentrischen  Coocdlna- 
teu  ausgedrückte  Gleichung 

Bttkummt»  so  bat  der  Inhalt  jener  Ellipse  den  Werth 

Äe+  CA-k-AB-^L^^&^t^  il 

m 
4 

Das  xtim  Reweise  dieser  j^ermel  svbereitete  Material  «i3ge 

VHS  pun  auch  zur  Berecliiiufi|;  der  Somnie  der  Quadrate  der 
homologen  Proj  eetlonen  zweier  coniugirter  Halbmesser 
dienen.  Die  Gleichungen  (9)  und  (14)  geben  unmittelbar 

und  mit  Benutzung  der  Relationen  (16),  (17),  (18) 

Weil  aber  die  Projection  des  Umfangs  einer  seschlosseoen  Figur 
null  Ist,  so  Ist  a  +  b-f-€sO;  es  ergiebt  sidi  deoinacb: 

•  .            .  A^^^  Bb^  +  Cc«  +  2nhc  +  2Eca  +  2Fab 
 , 

was  den  bekannfea  Satz  ausdrückt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  homologen  Projectlonen  zweier  ronjuiriiter  Halbmesser  eines 
Kegelschnitts  constant  bleibt,  welche  La^e  die  c^njugirten  Halb* 
nesser  auch  annehmen  mügen. 

Werden  die  Seiten  und  Winkel  des  FuodMeataidceiecks  resp» 
mk  .a«  b,  e,  a,.ßp  .y  bozeklinet«  so  ist  ^ 

A*-|-<k'*=a>>  etc.  bc  +  bV=-6ccos«,  etc.; 

also  ist 


MT 

oder  auch,  da  26ccoaa=6^<f-c^  — a*-*  ist, 

Ä*+Ä*=iJ.  '  -^1^  f — • 

Bneichnet  endlich  Fden  Winkel,  deo  die  beiden  glei- 
dbea  eonjogirten  flalbmeaaer  einachtieaaen«  ao  iat 


uod  demnach 


üebei  beaoidere  Fernen  de?  allf«B<eineo  Gl^icbiiiig 
cinea  Kegelachnitta»  weLohe gewiaaen Lagen  deaaelben 
gegen  daa  Fnndamentaldreieck  entsprechen.' 

Soll  der  Kecjelschnitt  durch  die  Fundameritalpunkte  gehen,  so 
dfirfen  in  «einer  Gleichune  die  Glieder  io  a:'^,  nicht  vorkoiu- 

M.  Daher  kann  beim  uebraucbe  allgemeiner  Coordinaten  jeder 
dem  Fundamentaldreieck  umacfariebene  Kegelachnitt  dnfcb  die 
tileicbiing 

III 

dvgMtellt  wavden.   Giebt  man  deraelbeo  die  Form 

M  wigt  dieae  ao«   daaa  deraellM  Kegeiaebnitt  dem  Dreiaeit 

^-|-z)(x-f'X)(jr-|-5f)=30  eingesicbrieben  iat. 

Soll  der  Ikegelschnitt  ein,e  Fundaraentallinic  berühren ,  Bo  musü 
ftr  den  Berflbrun<;8puokt  augleicb  a;=0.  F=0 ,  Z^O,  alao  nach 
(S)  A'^ßC'-Ü^^Q  sein.  Soll  der^  KegeUchnitt  dem  Funda- 
nentaldreieck  eingeschrieben  sein,  so  niuss  daher  A'=B'=O=0 
»ein.  Verfolgt  man  diess  weitor,  so  findet  umn,  das«  jeder  dem  Fun- 
(Umeolalfireiack  eingeachriabene  K^eiacboitt  durch  die  meicbuDg 

V^4-  V7+ VT  =  0 
dargülellt  wird«  der  man  anch  die  Form 

 1  -L   — 0 

kann,  welche  zeigt,  dasa  der  ^K^^chnitt  dem  Dreieck 


y  fi)(-r+y--«)=0  omaehflebMi  Jet 


» 


m 

Die  PoIm  d«c  FmidMieBtalpiuikts  (y=^,  xz=Q)  Imt  Ä=:Q  wm 
ihrer  Gteichonf^  80II  sie  mUder  gegeriilfierlicgcnden  Fundanielilal- 

linir  .t  =  0  zusamnienfalUni ,  so  muss  F-=2E=Ü  sein.  Sollen  iiun 
üljerdiess  rÜo  beiden  aiidero  Fundainental^iuiikte  der  Ciirv«  ani^e- 
bureiii  t»o  da«iä  die  Gleichungen  jy=0,  z=0  ^an^enten  dar«>teileii4  »o 
mite  Aoeh  0z=C=^  sein.  Wenn  also  Kwei  Tangenten  eines  Ke- 
gelschnitts and  deren  Beruh rungssehne  aU  FundamentalÜnlen  fiik» 
geeommen  werden»  so  wird  derselbe  durch  die  Gleicbnng 

dnigestellt 

Gieht  man  In  Bezieliiing  auf  den' Kegelschnitt  dem  Funda- 

mentaldreieck  eine  solche  Lace,  dass  jedes  Eck  Pol  der  Gegen- 
seite wird,  so  muss  Z>=F=:£=rO  sein,  nod  die  Gleiehn^g  des 
Kegelschnitts  wird 

oder,  wenn  man  ifill,  iipch  einlacher    >       .     '  1. 

Ueher  die  Art,  wfe  man  eiti  Vierselt  am  einfäch- 
sien  dhrcb  allgemeine  CtfordlHaten  daretellenr  bentt^ 

,    Wenn  <=0,  i'=0,  /''=0,  ^"'=50  die  Gleichungen' Von  Vier 

Gernrlf  n  nind»  deren  keine  drei  im  selben  Punkt  zusanunentreffen, 
und  man  denkt  sich  dieselben  allonfalls  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  ausgedrückt»  so  wird  man  ininter  drei  Factoren  k'y  k", 
angeben  lc«tnnen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  die  Gleichung 
i'\-X't'^X"f  H'"i"'—^  identisch  zu  machen,  so  dass  dieselbe  be- 
steht, welche  Werthe  Utah  atich  den  rechtwinklij^cn  Coordinaten 
hctioijen  mai;.  Wir  dürfen  daher  von  vorn  herein  annehmen,  die 
linearen  Functionen  t,  i' ,  f,  ^eien  mit  seichen  Factoren  vor-  * 
sehen,  dass  die  Gleichung 

identisch  wird.    Alfidaan  werden  die  Gleiehungen  "  : 

eUte  knid  dieselbe  Gerade  darstellen.  Jene  zeigt  aber  un  >  daas 
dl<f  Gerade  durch  den  DnrchsehnHftttmnht  der  heideA^  enrten 

ten .  diese,  das«  sie  durch  denjenigen  der  beiden  letzten  Seiten 
des  \  ierseits  ^<i}h\.  rnii^iich  ist  dl^  Gerade  eine  Diagonale  des 
Vierseits.   Wenn  wir  daher 

setzen,  so  sind  .r=0,         r==30  die  .Gleichungen  der  Diagonalen 
des  Vierseits;  und  da 

'      •  *  iif.f.  'j-     •  •.  •    .    .  - .      .  .        ...  » 

**yf«=«,  -rm^A^tm^Us  *-||+a^=f-2<%  ar+y-f-rT 
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dargestellt,  indem  zacleicb  deine  Diagonalen  als  Fuudaniental- 
Itoieo  aiigenomuien  sind.  ' :  •  •  '  >  • 

lieber  die  e  i  ii  fach  sie  Ar.t,  e'iu  Viereck  durch  allge- 
meine  Coofdinaten  darevKtellen. 

Wenn  jC,  y  rech  tvt  in  kl  ige  Coordinaten  he«eichnen ,  niid  es  sind 
vier  Punkte,  von  denen  keine  drei  aui'  einer  Geraden  licgeii,  durch 

gegeben,  so  darf  man  iniiuer  voraus^setzen,  es  sei  '  '  ' 

Wiipi  MB  «ip  Punkt  durch  die  Fropurtioneo' 

;c;y:l=(«+a'):(Ä  +  6'):(c+cO.  T. 

bestimmt  ist,  80  Defft  derselbe  auf  der  Geraden «  welche  die  bei- 
den ersten  Edlen  des  gegebenen  Vimeke  verbindet.  0a  aber 
ftr  deneetben  Punkt  aueb 

Ut,  so  liegt  derselbe  auch  auf  der  Geraden,  welche  die  beldei) 
leUlen  ficken  verbindet  und  iet  somit  ein  Kreuxungspunkt  de« 
gegelienen  Vietecke.  Fflr  die  zwei  Abrigen  Kreuzun^spyinktb  bat 
—  eben  no 


'  :lii=(a+ä''):(6  +  6*>:(c  +  0 

tnid  ' 

jp  :jf :  1  =  (a  +  v!") ;  (6  +  Ä^) :  (c  +.c"'). 

Man  bestfrome  mm  drei  lineare  Fu^ictienan  z  der  rechlwink- 
Igen  ^erdltoatm;  fo  das« 

*ei,  80  werdpTi  die  Cleicbun^n  x=Ot  y=0,  2=0  die  8eifen  des 
Dreiecks  der  kreuzunpspunkte  darsteMen.  Setit  man  ferner  x=y 
=3,  60  verwandeln  sich  die  vorigen  Proportionen  In  t:f:l=iai^lß» 
und  wenn  nnn  «^ar=^=3S  HfM^  inr  fttftlwae^t^iif,  u.  a.  t  Also 
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sind  Jetzt  die  Ecken  dm  Viereck»  tmp,  dereh  die  Paert 

Gieicbungen 

foiglioh  das  geeammte  ViereelL  durch  da«  einige  Ptar  Gielehaqgan 

*^   ,  • 

dargestellt,  wäiifend  die  Fttodamentalpunkte  mit  den  Kreuziiagi- 
^Hwen  suaammeDfailen.  ^ 

Aligemeiner  Ausdmrk  ffir  oifien  einem  Vier aeil 

eingeschriebenen  Kegeid cboitt. 

Wenn  (Itn  heliebigen  Constaiiten  /»  g,  h  der  Bedinglibg 
/-f^-f  A=0  geoügeo«  so  stellt  die  Gleicliiuig 

irgend  einen  dem  Vierseit  JJ(.tr  J;yis)=0  einireschriebenen  Jicgel- 
schnitt  dar.  Denn,  setzt  man  x'.y'.i  =  f'.uJi,  so  i^eofist  derda- 
durcli  l>ezeicboete  Punkt  der  Gleicliung  des  Kegelschnitts,  uad 
die  Tangente  in  demselben  hat  die  Gleichung  or-fy-f  z=0.  Sbee 
so  liegt  der  durch  die  Proportionen  x:y'.z=^—f:g:h  bestimmte 
Punkt  auf  der  Gurre,  und  die  betreffende  T  ini^ente  bat — x^if\z 
=0  zur  Gleicbuno;.  t?.  s.  (.  Man  sieht  zugleich,  dass  das  Viereck 
der  Berührungspunkte  Uur^h  die  Proportionea  i  -  • .  .  •  , 

dargestellt  wird. 

Die  Verhältnissgrossen  /,        h  haben  eine  perspectiv ische 
Bedeutung.   Werden  die  Punkte,  in  denen  irgend  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  den  Seiten  des  uroschrieheneti  Vierseits» 
.deoeo  oer  Reiiie  nach  die  GleichuDgen 

zukommen,  gt^bchuitlen  wird,  resp.  mit  A,  B,  C,  D  bezeichne^ 
so  ist 

AB.  CD.  AC.DB,AD  'BC=fig,h, 
oder,  wenn  man  will,  —  ^  ist  der  W^h  des  per^ectivls^eii 

Doppel  verbmtalsses -^j^ : 

Denn  es  sei  nr bif  ^  rz-~Q  die  Gleiehtins:  der  beliebigen 
Tangente,  so  bat  man  tür  die  Punkle  €  und  i>  resp.  die  Paare 
von  Proportionen 

a?:|r:iÄ(6+c):(c-a):— 

md 


Ul 

AC 

Nwi  iBi  -^-ß  gleich  dem  VerhiUtniss  der  aus  den  Punkten  Cufid 

/)  auf  die  erste  Seite  (a:  +  y-fr=0)  i^eföllten  Senkrechten,  aUo 
gleich  dem  Verlialtnissip  <lf»r  heiden  Werthe .  w  elch«  detn  als  lineare 
Fur)(  tion  der  recbtwinkltLrii  <  oordirtatcn  betrachteten  Ausdrucke 
<^f<y-(-2  in  den  beiden  Punkten  C  und  />  zukommen.  Wenn  wir 
dies«  xvrei  Bexiebungen  auf  C  und  D  durch  einen  und  zwei 
Accente  aozeisen,  «o  ist  « 

Ganz  UQ  baljen  wir  auch 
also  / 


AD 


Dt  nun  zufolge  der  obigen  Propurtionen 

(  x^^y\^\  _    (6-hc)-f  (c-a)-(g-t-6)  _  c-« 

-(^  +  c)  +  (c~a)-(flf  6) +  • 

/ ^  i  y 4  r  Y'_  -(6  +  r)H-(g4^f0  4-(«-<>) _  a--b 
V— ^+i(  +  iy""    (A  +  c)  +  (c+a)  +  (a— 6)  ""c+a 

tit,  so  haboo  wir 

AC   BC  i!*-a> 
ADBD  —  ^iF^S^' 

aod  daher 

AB.  CDiAC.  DB'.AD,BC^  (ä*-€^  :  (c*— o«) :  (o*—*«) . 

Weil  aber  aa:-\-by  ^  ci^O  die  Gleichttog  oioer  Tangente  soin  soll, 
ist  filr  ilmn  Bertlbryn{|S|HiDkt 

f  9 

•dsr  f  :y:sso/*:6o:cA,  also  «V-f-Ä^o-f  c*A^ 0.  \\oran8  negen 
/-|-^4-A==0  sogleich /:^r;Ä=(6*-c*)5*(c»—o2)j(a»-6«)  folgt. 

Aligemeiner  An^^druck  für  einen  einem  Vieredc 
u ms ch  rieben  rw  Kegelschnitt 

Wenn  /*+^+Ä=0,  so  stellt  die  Gleiehyng 

irgendeinen  dem  Tiereck  a^^y^^:-  mnschriebenen  Kegelsdniitt 
was  keines  weitem  Bewewes  bedarf. 
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Die  Grü&9cn  /*,  ff,  h  bestimmen  das  coiistante  perspectivische 
Düppelverhältniss ,  welcfics  für  die  vier  aus  iri;end  eiiieia  Punkte 
des  Ke<{ei2$chnitts  nach  deu  Eckeu  des  ViQrecka  gezoceuen  Strabr 
fcm  a,  L  c»  d  stattfindet  Deni  es  seien  A,  B,  C,  J)  ^  Eqkss 
4t9  gegebenes  Vierecks »  deoeii  reap.  die  GleieliiiiigeDpaace  . 

zukommen,  und  P  irgend  ein  Punkt  des  KegeUchnitt«,  für  welchen 

aUo  auch 

uod  daher 

ist  Dann  j^onunen  den  Strabien  a  und  6  .die  Gletcbungen 

(=(6  -  c)x  +  {c  —  (i)n  4-  (a— 6)r=0, 
tt=(6 —c)ar— (c  +  «)y  +  (a  +  6)  2 = 0 

zu.  Bezeichnet  man  nun  die  VVerthe>  welche  die  linearen  Fnntitionen 
t,  u  der  recbtwinklingen  Goordlnaten  fn  den  Pbokten  C  und  D 
erbalten,  feep.  mit  I'»  ti',  f  »  vS^^  so  Ist        /  •  . 


also 


PC.sin((fc)  _  <^      PC  ^\{h(^  _  u' 
PI). aia iad)'^tf"    PD. «in {bd)  ~" ' 


sin(ffc)  sin (6c)  H  ^ 
sin(«rf)'sin(W)~'?'«''"'i*' 


Da  nun  a:'=. — y'=*'  und  a;"=y= — z"  ist,  so  folgt 

u'  "'(6-c)  +  (c  +  /i)  +  ("ä  +  6)  + 


(6  — r)4-(c  —  a) — {n  —  b)  a 


Also 


—  (6— c)  -  (c  +  a) — (a  >  ^)  ~  c  +  o  * 


sin  (ac) ,  sin  (br)          c* — o* 

sin(c<<) ' ühi^)  ~  ~  o^- ^ ' 


woraus  sofprt 

slo  («l^)«in  (ed) :  alD  (Ap)ain(il6) :  8in(ad)«in      ^ /:  j7 :  Ä 

folgt. 
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Bezeichnet  man  mit  J,  tc.2J.  denlnlialt  des  Fundamen 
Uidreiecks  und  deajeoigen  eiuer  durch  die  barycentriscbe  Gleicbueg 

angsdrickteo  EllipM.  so' ist  iHush.  (19)  ■ 

0_        (^'^^^   (21) 


4     ■  • 


letQ  negativ,  90  ist  die  Curve  eine  Byperbel»  und  2J.V-^ 
bl  ihre  Potenz»  d.  h.  der  eonstante  iDhalt  eineiü  von  den  beiden 
Asymptoten  und  einer  bell«'l)l^en  Tangente  gebildeten  Dreiec^ks. 
Je  naelidcni  irr  (l'n^^fm  Falli'  fin  .Maxitmiiii  ndor  ^Ünimum  ist, 
*o  ist  umgekehrt  die  Potenz  ein  Miuiiuum  oder  Maximum. 

Aufgabe.  Einem  gegebenen  Vierseit  eine 
Ellipse  von  grOsstem  Inhalt  und  eine  Hyperbel  von 
grSsster  Potenz  et nzasch reiben.  ' 

AnflSsuDg.  Das  Vierselt  sei  in' barycentriscben  Coofdi- 
natcn  dnrcb 

6  ^  i + i)  (- ^ + a  (7  - 1 + 0  (f + -;)=« 


dngestelit«  so  fctamt,  v^enn  f-j^y^h^O  ist»  die  Gleicbnng 

iifMd  einen  eingescbrlfibenen  Kegelschnitt  sq.  Es  kSmmt  nno 

darauf  au,   da«  perspectiviscbe  Üoppelveriiältnis«  — ^   der  vier 

Punkte,  in  denen  irgend  eine  Tangente  de»  Kecelscfanitts  von  den 
g^ebenen  vier  Seileo  geschnitten  wird.  90,  zu  Bestlnunea »  das« 


eis  Haxiouni  oder  ttllnimnm  wird.  Setzt  man 

/"-^cos  q> ,  jf:=s  cos  ^9  —       ,    A=co8  ^9  --^        ,  (22) 
^*aihirch  der  Bedingung  f  -^g h=0  genügt  wird,  und 

ia      fyks^iui^  «ad  ;&Pf^r.mi{(^^^)i  &%U€h 
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Hieraus  fliesut 


8fn(2<p  +  6) 


89  cos*  (9 — ä)  * 


und  fiir  tlcn  Fall,  wo  die  daherigc  MuimuM-  oder  MlnbmuM» 
bedingnng 


erfüllt  ist« 


also ,  wenn  die  geoauute  Bedinguog  uneudiich  nahe  erfüllt  ist» 

cos (i>cp±^     ^  co8(2y4-6) 

Folglich  Ist  Q  ein  positives  Maximum,  ^vcTin  cos(2(p  f  6)==1, 
ein  nesfitives  Minimum  dagpj^en,  wenn  cok  (2y  +  Ö)=  —  1  iäi. 
im  ersten  eioer  EUi|>se  von  grünsten  iolialte  eutsprecbeuden 
Falle  ist 


;Ä=cus  f !  cos      +       •  ^^'^^  ^2  +  3" j '  7 


cos''^-zr 


im  /weiten  einer  Hyperbel  von  grüsster  Potena  entsprechenden 
Falle  ist 

/':y:Ä'=aii.     sin      +  3.) :  «.»(^  +  3^  ' 


sin-  j 


also  beiiaulig: 

Um  dieselbe  Anf«z:il)r  f]iir<  h  geoinofriscfie  Construction  zu 
lösen«  bringe  man  die  Bediiiguiigsgleicbung  für  0  unter  die  Forui 

(«sinö  +  m»sin  (^^       +»«sin  ^6-  =0. 

Die  Gerade,  \vejrhe  die  Diagonalen  des  Vierseits  halbirt,  schnei- 
det die  Seiten  des  von  denselben  gebildeten  Üroierks  an.«serbalH 
so.  dass  das  Verhaltniss  je  zweier  Segmente  einem  der  <]rei\er' 
bulUiii»i»6  ^\n^\n^  gleich  i$t.    Man  kann  also  drei  getade  Linien 
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fin<fpn,  die  ^lich  nie  /*:ji»*:m*  verhalten,  die  wir  daher  auch  ee- 
raiieru  resp.  mit  ^,  m^,  glen  h  nruiehnien  dürfen.  Man 
trage  diefielben  um  einen  beliebigen  Puukt  O  herum  so  auf,  dds» 
je&  folgende  gegen  die  aMritteiBar  TorbergeheDde  am  — 120^  ge- 
■eigt  ist»  und  suche  dann  die  Resultaete  dler  drei  Geraden,  »o 
weraen  von  ihr  die  einzelnen  Geraden  um  die  Winkel  6,  6-^~^(y\ 
6» +  480®  abstehen,  und  die  Hesultante  selbst  wird  gleich  r  sein. 
Ualbirt  man  nun  die  zuicUt  genunntßu  Winkel,  trugt  auf  den  liai- 
bhttideii^  Riebtungen  von  O  ans  eine  beliebige  Lftogeoeinbeit  auf 
uod  projicirt  die  aufgetragenen  StQcke  sowäl  anf  die  Richtung 
der  Resultante  als  auch  mif  rn  (Tereselbeii  j^eitlv-rechte  Rich- 
too^,  so  sind  die  drei  ersten  Projeclionen  mit  den  zur  ElHyise,  die 
drei  letzten  mit  den  zur  Hyperbel  gehurendeu  W^ertheu  /,  ,  h 
proportional.  Geaetat  nun  die  erste  Seite  dea  gegebenen  Vierai^ta 
werde  von  den  drei  folgenden  in  den  Punkten  B,  D  geacbnit- 
tm  und  Tom  Kegelacbnitt  in  A  berObrt«  ao  iat 

,iB.CD.AC.DBiAÜ.BC=f:gih. 

Legt  man  z.  B.  durch  B  eine  Gerade  und  macht  auf  derselben 
Bc  €b:^B:  7ia~h:f  :tj:cc ,  zieht  sodann  Cc,  /)D,  welche  sich  in 
S  schneideu  mögen,  so  vrird  der  Parallelstrahl  Sa  die  erste  Seite 
BCD  in  ihrem  Berührungspunkte  A  schneiden.  Da  die  Berub- 
ruDg^ponkle  aller  vier  gegebenen  Seiten  ein  Viereck  bilden,  deaaen 
Kreozungspunkte  in  die  Ecken  des  Diagonalendreiseits  fallen,  so 
siod  nunmehr  die  drei  übrigen  BeriihroAs^spunkte  leicht  zu  finden, 
und  man  uird  sodann  bloss  mittelst  de«^  Lineals  beliebig  viele 
Tangenten  des  verlangten  Kegelschoilts  constniiren  können. 

Am  meisten*  der  i^eometrischen  Bebandlungswei^e  scheint  mir 
folgende  Art,  die  AuTgabe  aufzufassen,  sieb  zu  nähern.  £a  seien 
L,  Mf  N  die  Mitten  der  Diagonalen  des  gegebenen  Vierseits» 
nnd  P  der  Mittelpunkt  irgend  eines  eingeschriebenen  Kegelschnitts, 
80  liefen  bekanntlich  alle  vier  Punkte  auf  einer  Geraden.  Nun  ist 
das  Quadrat  des  Inhalts  des  zum  Mittelpunkte  P  gebi^renden 
Kegelscboitts  dam  Producte  LP.  AIP.  AP  proportional,  und  wird 
)aaer  aueleieh  mit  diesem  ein  Maximum  oder  Minimum.  Alan 
wird  der  ftfittelpuokt  P  der  eingeschriebenen  KIlipae  von  grössteni 
lohatt  oder  der  eingeschriebenen  Hyperbel  ?on  giüaatpr  Potenx 
der^^piadratiecben  Bedingungsgleichung 

eeotigen;  d.  h.  die  Silmme  seiner  verkehrten  Abstände  von  den 
Stitteo  der  drei  Diagonalen  ist  ISuU. 

In  der  Tbat  kann  man 

Z":^ :  A = (m«-n*)  (f — :  (n^P)  (f — rn«) :  (P — m«)  (t — n«) 

setzen,  wo  s  ein©  das  Verhältniss    ersetzende  Variable  bezeichnet, 

aus  dem  einf;icli(  ii  Grunde,  Avcil  X(m*— «^(*  —  /^)  — 0  ist.  Da 
nun  /?•,  ijni-,  hn^  die  barycentrischeu  Coordinaten  de»  Mittelpunkts 

Thmk  XII.  9 
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P  uifd  0,  -m^,  —n^  diejenigen  des  Punkts  L  sind,  00  giebt  ^ 
Formel  (1)  fiir  dia  Piojection  der  Geraden  LP  de»  Anedrock 


folglich  iai 

LPiMPiNP^(ß'-P)i(s-'m^):{s'-tt^h 

T 

Substitu'irt  man  nun  die  obigen  Werthe  von  ff  h  in  dem  Aoft- 
dvicke  Air      so  ergiebt  sich 

also  ist  Q  mit  dem  Producte  (ä  —  l^)(s — m'^)  (s  ~h'^)  und  daher 
auch  mit  dem  Producte  £P.i//^.iV/^  |iroportJonal. 

Ite/eichnet  S  den  8chnemnnkt  der  drei  IMagoualoMtlen  Lj 
31,  A',  d.  b.  ist  SL     iSJ/ -f  iSA'^O,  Ä»o  ist  auch  .  « 


welche  GletchiiDg  zur  geonetrtachen  Coip«tnpctH»ii  de«  AlttielpoBkü 
dient. 

WeifH  Blau  hemerict,  dase  Hk  jeden  etogeachfl^bcnen  ^^j^^ 

schnitt  —      dem  perspectiv iscbeu  Uoppelverhällniss  •  "gg 

gleich  ist,  so  gewinnt  man  folgenden  Sats:      «  ' 

Es  seien  ff»  6,  r,  f/  vier  Gerade,  ^ie"  ein  Vierteil 
bilden,  L.  3f ,  IV  die  IMittcn  der  Diaconalen,  welche 
paarweise  die  (ieuenecken  («6)  und  ( (ff ) ,  (ar)  und  {db% 
{Off)  und  (6c)  verl^indcn,  Pder  Mittelpinikl  irgend  eine« 
eingeschriebenen  Kegeischuitts«  von  desseu  Taugen* 
te*n  irgend  welche  das  Vierseit  in  den  Funhien  C 
D  achneidet.  Dann  haben  die  vier  in  einer  ueradeo  Ho- 
ffenden Punkte  A*,  3/,  dasselbe  porsi>e<  tivi!tcbe 
r>npp  elverhältnisa  wie  die  Punkter.'l,  D,  d.h.  es 

Ut  fiteta 

Ab  MD  "  PJS  'TS*  '  ' 

welche  l>af?(^  auch  die  linilte  Tans^ente  liahen  mag.  Fer- 
ner, wenn  der  Mittt'lpuuLt  sich  auf  seiner  Ortsgera- 
den  fortbewegt,  ao  nut  daa  Quadrat  dea  Inhalte  des 
entaprechenden  Kegelschnitta  zumProducte  LPMP*NP 
ein  constantea  Verhältniaa. 

Anfeabe.  Sinem  TIereek  eine  Ellipse  Ten  kfela- 
#tera  Inhalt  oder  eine  Hyperbel  grOaater  Putens 
um  «lisch  reiben. 
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AttflSsung.  Werden  die  Kreuzuugi^uukte  des  gegebenen 
Vimckii  SQ  FondamenlalpiiDkteD  aigesoinmeii,  ood  oexeldioeii 

die  drei  constanten  Grössen  /,  m,  n  die  Verh&ltnuse«  hk  denen 
je  aine  8eii9  des  Fufidamentaldreiecks  vom  entsprechenden  Ge* 

»eoseitenpaare  des  Vierecks  innerhalb  und  ausserhalb  gesctmilteo 
wild,  so  wir«l  das  Viereck  doreb  das  IMeicjiungenpaar       '  "  '* 

nä  irgend  ein  umsc^iebener  Kegelschnitt  durch  die  C>leichttng  . 

daig^teld,  \(  o  die  der  BedkQpng    ^^Hh  A'?=:0  iinteni*Q9fi»nen  Con« 

lliptfa  ^'  da#  perspectivi^cheDoppelverbaltuiss  der  vier  aus  - 

dnem  btlieb|^cn  Punkte  des  Kcgelscbnitts  nach  den  Ecken  des 
geüebeneit  Viereck^  gei^ogenen  Strahlen  bestimmen.  Die  Formel 
(4)  wird  bl^r 

aad  wenn  man  die  Relationen 

_  Aj^^  =  h^f-  f$h  =.ßg  ^  gdf 

kochtet,  so  findet  man  * 

m 

m 

nd  Miuit  Uie  McULintMinb-  oder  Miliiniunisbediuguug 

wticbe  vom  sechsten  Grade  ist  Von  den  drei  Losungen  /=0« 
f=0,  A=0  ents{iric|it  jede  einem  Gegenseitenpaar  des  Vierecks, 
worauf  sich  in  dicsr'n  drei  Fällen  der  umschriebene  Kegelschnitt^ 
reducirt.   Nehmen  wir  z.  B.  /  als  unendlich  klein  an,  su  wird 

— i^i*  • 

«0  itk  also  eine  der  drei  Grossen  f»  fft  h  verscliiundet,  ist  Qein 
Maximum,  imd  diese  drei  Maxima  nahen  alle  Null  xnm  Werthe. 

Man  kann  fihrlgens  auch  obne  Rcchiiuni;  t)egrciren,  dass  unter 
<i*r  Schaar  nniscbriehoner  Kei;elsrbüitte  die  («egensv^itcnpaare 
Maxima  von  Q  darbiel;  ti  müssen^  weil  von  drnscMM'n  keui  aH- 
»näli!»er  Üeberffang  zu  uni;<»chricbeiien  Eilip^ieu,  ^sondern  nur  rn 
Hyperbeln  denkbar  ist.  Lassen  \\\t^  nun  eleu  Factor  fgh  in  (24) 
8eite,  und  «hetrachlen  den  Aoedruck 

9* 
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90  sehen  wir,  dtas  derselbe  dreimal  durchs  Uoendliclii  gebt»  müh 
rend  das  VerhUtDiss  ^  viAi  -^oo  bis  -|-^  wichst;  folglich  ONM 

et»  immer  drei  reelle  >\  er(he  dieses  Verhältnisses  .geben,  für 
welche  ver8cbwiDtletj  und  z\%ur  liefen  dieselben  resu.  zwlschßo 
— QO  und  zwischen  — 1  und  d,  und  awlschen  U  und  -l-«)* 
Verfolgen  wir  den  Verlattf  von  Q  in  irgend  einem  dieser  drei  In- 
dien, 60  sehen  wir  es  zu  Anfang  demselben  abnehmend  und  am 
FnHe  wachsend.  Ist  es  inzwischen  endlich  g^eblieben,  so  musses 
also  da,  wo  iS  verschwand,  dnrrh  ein  Minimum  !je2!;aBG[pn  sein. 
Im  entgegengesetzten  Falle  ist  es  zuerst  — ac  ,  dann  piützlich 
•foo  geworden,  hat  von  da  an  eine  Weile  abgenonimeo,  ohne  die 
Null  erreichen  au  kSnaea,  weil  alle  drei  Nollwerthe  vond2ittfi|ridi 
Maxima  sind,  musste  also  wieder  durch  ein  Minimum  geiien,  «m 
l)is  3iu  wachsen,  von  da  in  — cp  fiberzusprin^n  und  bis  ar# 
Ende  des  Stadiums  zn  >^  achsen.  Pie  reellen  drei  Lostmeen  der 
Gleichung  5=0  entsprechet»  also  sümmtlich  Itleinsten  Werthen 
von  Q.  Dieses  wird  durch  die  Kechnung  bestätigt.  Es  ist  närolich 

folglich,  wenn  f,  h  der  Bedinganes^leichun^  lienCieeii. 
so  wird  Q  beirn  Ueliergaug  von  /*,  g,  n  in  f  Vcf".  ff  V^V*  h\ch, 
mit  Vernachlässigung  der  dritten  und  hüheru  Putenzen  der 
locremente:  • 

Da  nun  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  S—O  reell  sind»  so  i«t 
das  sweite  fjlied  des  vorliegenden  Aufsdrucks  rechts  stets  positiv; 
folglich  Q  in  allen  drei  Fälen,'wo  ^0  wird,  ein  JMInirilttm. 


Ob  Q  fiositiv  oder  ueaativ  sei,  hängt  einzig  von  der  quadra- 
tischen rnnetion 

« 

ab,  denn  T  und  Q  sind  zugleich  pi^sitiv  uder  negativ.  Setzen  wir 
aber  aP=ft+v,  %n^~v^k,  2n«=i.+  fi,  d.  h.  l«+iiiH»*» 
u.  s.  w.»  so  wird  •  .  ^' 

2  (|i  +  .r)  +    +  A,»)/^  -  (fl^  -  vA)«. 

Also  muss ,  damit  T  positiv  sein  könne,  jedenfalls 

ftv  +    -f  Afi = (/  +  m  +  w)  (—  /  4-  m  +  n)  (I  -  tu  +       +  m —n) 
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n^gtMv  sein.  Denkt  man  sich  aHer,  was  erlaubt  ist,  aU^  (irüs- 
aeti  /,  n  positiv  und  /  als  die  g^Hissrte  derselben,  so  lau tt  diese 
BetKogung  darauf  hinaus,  dass  />/»4-ii  sein  muss,  d.  b.  das« 
w  zweite  Eck  des  Vierecice  ffkknätU  wom  efsten  FondameDtal- 

Eunkt,  so  dass  dieser  zwischen  das  erste  und  zweite  Eck  zu  ste- 
en  kommt ,  liegten  muss.  Mit  andern  Worten ,  kein  Eck  des 
Vierecks  darf  innerhalh  des  von  den  drei  übrigen  Ecken  gebilde* 
ten  Dreiecks  liegen.  In  die^seni  Falle  gestattet  die  Gleichung 
swf  i  reefle  Losungen ,  welehe  den  umschrieben^  Puabelii  ept- 
sprechen,  und  Q  hat  ein  positives  und  zwei  negative  Minima,  d.h. 
man  luiDO  dem  Viereck  eiiu'  Ellipse  von  kleinstem  Inhalt  und  zwei 
üyperfeeln  von  grOsster  Potenz  umschreiheii.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle,  wenn  keine  der  als  positiv  gedachten  GrOssen  /,  m,  9 
grosiier  'tils  die  Siiniiie  der  beiden  fllwlgen  ist,  d.  b.  wenn  ^ 
Eck  des  gegebenen  Vierecks  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen 
Ecken  gebildeten  Dreierks  lipsjt,  kann  dem  Viereck  nederEUinse 
noch  Parabel  umM'hrieljcn  \^c^den,  und  (j  bat  drei  negative  iWi- 
uiuia,  d.  b.  man  kauu  dem  Viereck  dcei  Hyperbeln  von  grösster 
Votens  «iBsdireiben. 

*    Bezeichnet  man  die  Gruppen  zusanuuens:eh«iri<i('i  Wcrthe  von 
^«welche  die  drei  Lü^ungen  der  cubiscbea  Gleichung  ^=0 
^ — dnrbh 

da  drei  fiMebungeo 

»Sij^^Q,  spl^^Q^  ■ 

mea  du^ji  Elimination  der  Verhältnisse  von  P,  nfl,  eine 
sieb  ergeben  muss»  die  nur  f,  g»  h,  f,  f'\  etc.  en^ 
ich  behaupte  nun,  diese  Relation  werde  erhalten,  Inden 
man  Is  irgesd«flMr  der  drei  letzten  Glelcbangen  die  beiden  Pro- 
portionen    •  ■  '  . 

_    '      |i:ifi»:ii«==/y'r:  mi'f'W^  W 
sibstllBlrtj^  wodurch  sich  die  Gleichungen 

^UH^)fr-^^i  ^i^-h')["f^,  2:(^-Ä'0/y'=:0  (26) 

ergeben.  Denn,  ds  diese  «ntet  sieh  id^tS^ch  sind,  ^even  man 
Mch  durph  Suhtnctlon  1e  |(weier  derselben  leicht  Qherzeugen  kan^y 
so,  stellen  sie  eine  nnd  dieselbe  und  zwar  die  verUngte  Relation 

dar,  und  dadurch  .sind  dann  au(  fi  die  zwei  vorigen  Proporlioneo 
Jievvie^sen.  Lliminirt  juan  J^rner  auä»  denselben  mittelst  der  Glei- 
chung      ^+4"  =0  dle^öesen  h\  so  erblit  man 

eins  i«  lAiMnmg  anf/',  y,  h'  quadratische  Gleichung,  w^e 
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eine  zweite  f'.y'xh'  zn  tmcien. 

t)urc^  die  iProportii^eo  (23)  verwifiid«U  hich  das  MtnÜflum 

O  in 

Da  die  Losung  der  Aufgabe  von  de^en'igen  der  cubisclien 
(i»MclniHg  i£)I*^^'n=0  abhingt,      tarn  tto  trfdit^ 


mit  liiaeal  upcl  Zirkel  aasscführt  werden,  soB^erB  oiir  durcti  üll- 
pefung.  Gebraucht  man  die  BezeichiuiBgeD  Q^»  00  gfllftt-^bCB* 
nannte  cubiacbe  GleicbuDg  fiber  io  • 


l»teig^+ff«aii]gi^9~y^  +i^t«ng(^»^^)«e.(Ä| 

Nun  ist  es  Jeicht,  drei  iierade  Stücke  zu  constniircn ,  die  sich  wie 
m\  «*  verhalten.  Man  nehme  auf  jeder  Seite  des  Drdeelfs  der 
Kf€fiiziiiigs|)tHikte  des  gegebeneu  Viereoks  (reep.  FuwUlne^^i^ 
linieo)  die  Mitte  zivisehen  den  beiden  Paukten,  m  ^Mnet^^^nüi 
entsprechenden  Gegpiiseitenpaar  geschnitten  wird,  so  werden  be- 
kanntlich alle  drei  IViitten  in  einör  Geraden  liefen,  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  der  Krenzunijspnnkte  in  Sedimente  theiit,  de- 
ren Verhältnisse  durch  t^,  in^,  7i*  dargestellt  sind.  Man  träge  auf 
einer  beliebigen  Geraden  solche  Strecken  OL,  LM,  ItlN,m(, 
dsM*' 

söi,  cirrJchte  dann  auf  diese  Cerade  drei  Senkrechte  LL',  TUM' , 
iVjfV',  ziehe  aus  O  untct  einem  iieludii^en  Winkel  LOL'ztcp  den 
Sttahl  OL',  durch  seinen  Durchischnittsuunkt  V  mit  der  ersten 
9^eiflcl«<AlttNi  ititiefn  tw^ten  Strahl  der  vlimf*-^^^ ^egeit 

den  ersten  OL',  also  um  q) — 1*20^  gegen  die  feste  Gerade  geneigt 
ist,  und  durch  seinen  Durchschnittspuokt  AI'  mit  der  zweiten 
Senkrechten  einen  dritten  Strahl,  der  gegen  den  zweiten  L'M* 
um  — 120^  geneigt  ist  und  die  dritte  Senkrechte  in  IS'  scbpei^pt« 
Dreht  man  jetzt  den  ersten  Strahl  'OL*  um  den  iPmikf  'O'herufti« 
so  wird  es  im  GanzeB  di^  reelle  ^Richtangen  d68seli>en  geben» 
für  welche  der  Punkt  TV'  mit  N  ziisaniiüenfaflt,  (und  dJe  Summe 
der  drei  entsprechenden  Winkof  wird,  uie  wir  bald  zeigen  wer- 
den,.'^in  Vleifiichcs  von  IHO'^  sein).  Denkt  man  sich  ijirn  in  die 
■Mo^ägspunkle  Mass^  verlegt,  Wtdhe  sich  wleidleLMl^D^A 
dVd  1iew««elreD  Strahlen  OL',  t'ft,  WiV verhalten  und  posiHv 
ö^cr  n^gäffv  gfHfömmen  werden  mft*>'^en,  jenachdoni  die  L  in^rofi 
der  1jetreffen(fen  STtrahlcti  in  Äon  flinCh  angewie^renen  IWchtungöfi 
oder  in  den  Entgegengesetzten  geuiessen  nurdifcn,  teo  fiillt  der 
Schwerpunkt  derselben  in  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke* 
gell^DittB.  '      •  . 

Die  trigonometrische  Erörterung  der  vorliegenden ,  Aufgabt 
d(il|||lnt  mir  eitriges  lirteresse  darzubieten.  •  Setzt  man     '  ^   *  * 


m 

aiso 

ftzz:/«^.  111^+ — — »*^*  ~ 

M  ferwandcU  «ich  db  BüniiiiiiiBsbediDgang  0)8)  io 

BeKkhoetp  man  die  drei  Wurzelo  dieser  Gleichang  durch  q», 
nd^berfickaiditigl  die  tdentUclie  Fonnei 

tt  Mtt  durch  EfiminatioD  fod  e,  0  Aus  deo  drei  GleicbungeD  (29) 
«•Reiatioii  « 

8lo(9  +  <p'  +  9)")=0,  (30) 

welche  mit  (26)  eines  uiid  dasselbe  ist.  I>a  es  für  deo  Wnrtl^/on 
7  auf  3s  mehr  oder  weDiger  nicht  anIcuBimt,  ee  dürfen  wir  geradeso 

Torau^sctzf^n.  Hieraue  Icano  man  dana  unter  andern  folgende  Ke- 
Utionen  aiileitcn: 

«0(29  +  6)=2ein(9 — Ö)  co8((3p' — 9") , 

8inCi9+ 6)+8io(29r'  +  Ö)  +.810(291*  +  «=0, 
W(2SP+Ö)+ coe(29'  rf  Ö) +co8(29"+ <>)s=;;^^ 

(9— ö) cos (9'— 9") =0,  J&coe(9— a)coe  ' 

1  sinÖ  ,  n  \  C08ft\ 

•11198109' .109''=  j—,  COS9COS9  C0S9  =4^1 + 

1 

;    cöa(9'— 9")cos(9''— 9)co«(9-T5P')==g  tang*«,  ^ 

j      .  _     cos3f  +  cos3d 
coeS^ceeS^'cosa^T  =  4cos^g  ' 

«iü39«ln39'ei«39''=2j^ . 
bta  (9 — Ö)&in  (9'  —  6j  siu  ( jp" — Ö  ) = j  siti  3  , 
cw(9-^)ce«(9'-«)coa(9''-.«)=:i(^  +  coe3  f/) 
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_  8cost(cos3£  4  cos3  6)  -f  sin^t  (4co<*< —gin^fX  ^  H 

«io>(29»  -i-  0) 

Um  diese  GleichuDg  auIxiiKUieii»  setze  mn 


wo« 


_  (1  -I-  cQgg  cosStf) V^ir 

^'^Ä  ^      3      bii»  ^  «  cos  £  sin  3  d 
nach       riebt»  eö  ist 

f  /o  .     2     ,  1  cosaig  ^ 

Da  q),  q>\  fp"  steU  alle  drei  reell  sind,  so  muss  ü  positiv  seis* 
Um  dieses  verificiren  zu  kunneo,  setse  ich         .  . 

« 

imd  daher 


so  fo^ 


•bo  ist  if  stets  positiv. 

Unterscheidet  man  endlich  die  drei  Werthe  von  Q,  welche 
deo  drei  Wniaein  9»,  9%      eiiti|>reclieii^  durch  Acceote»  so  ist 

Q&Q'^(*A'  r—  ^  . 

V,9/  [—  y+ w+n) (— /+TO + H> (I-m-l-it) ^ + n»— ») 
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A  n  Ii  a  D  g, 

üeber  diejenigen   einem  Vierselt  eip^escbriebenen 
tder   einem   Viereck    umechriebenen  EUtpeeA»  fir 
welche  4er  Wiakel  d^r  zwei  gleicheo  conjngfrten 
Dirchmesser  eich  am  meleten  dem  Reckten  n&bert. 

Boeidinen  b,  c,  J  Selten  nnd  den  Inhalt  dee  Funda* 
nfddwiecka,  nnd  ist 

die  barycentriscbe  GUichnng  einer  EilLuse,  deren  gleiche  conjii' 
tele  DinthMeeeer  den  Winkel  V  eÜMdille«en,  oe  ist  nach  F%i> 

ist  dieser  Ausdruck  negativ,  so  ist  die  lietrefende  Cimre 
dos  Byperl>ei,  deren  Asymptoten  den  Winkel  W  einschliessen 

I.  Fär  einen  dem  Vierseit 

l  ~m  n 
dngeschiiebenen  Kegdtdinltt  Ist  nun 

1     1  1 


AtBt  C= 


Pf'  m^g  n^k ' 
wo 

«Im 

woraus  sich  ftir  das  Manmum  des  Winkels  .F  oder  W  dieiisdtn- 
gu^ga^eichung 

(34) 

Crgiel>t  Dictie  iät  vum  vieilcu  Graden  iiir«  iiske  Seit^  §4i^l#  Mi|ih* 
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rend  das  VerbSltniss  ^  alle  reellen  Wertbe  durchläuft,  dreimal 

durchs  UseDdliche,  DSmlleh  Übt  /s=0,  fiir  jF=Q  und  för  A=0. 
Nehmen  wir  /*>fii*>«*  an,  usd  lassen,  während  Ä=l  bleibt, 
0  von  bts  ;f  X  wachsen,  so  wird  die  linhe  Seile  A  oM^ 
wichmg  nach  und  nach« 

also  ne^tiv^  wcü  der  dreignedri|^e  Factor  aucb  so  , 

f:eschriphon  u^rrlen  kann.   Da  der  vierte  Werth  von  g  zwiachw» 
^  uTid  2"  hineinfallt,  so  ersfieht  sich  aus  Vorliegendem»  da«s  die 
Gleichung  (ii4)  vier  reelle  VVurxeiü  liat.  • 

Die  betrachtete  Curve  ist  ^ine  £Ui|ise  odei  Hyperbel,  je 

oacbdem 

positiv  oder  negativ  ist  Unter  der  obigen  Voranssetznng /*>n^>s^ 
folgt  hieraus,  dass  wihrend  j-  die  vier  durch  die  Werthe 

t*— «* 

begrSnztcn  Stadion  durchläuft,  die  Curve  im  eraten  Stadium  von 

der  1>iair^na1e  i'^=0  aus  durrh  die  W^^^cHiel  y.m  T^rrnhrf.  Im 
zvveitrn  von  d«'r  Parabel  durch  die  FJlipse  zur  Diaijonalt;  a^—O. 
im  flridiu  MHi  der  Diasronale  .r^  — 0  «hircb  die  Hvperbel  zur  Üia- 
guiiale  «*=0,  und  endlich  im  vierten  von  der  Dia^^onale  y*=0 
durch^  Jie  Ellipse  sur  IHagonale  i*b=0  Ibereelii  Aus  der  obigen 
£ii^temng  d^  Gleirhung  (34)  geht  aber  her\nr,  lUss  In  jero 
der  genannten  vier  Stadien  eine  \\^urz^  derselben  fallt.  Also  wer- 
den inimor  vier  reeik^  Kr'_:rl.<ichn!tte  der  Aulgsbe  ijcoiigen.  Zfci 
davon  sind  Ellipsen  mit  grdsstem  spitf.on  Winl<cl  der  gleichen 
(*oniugirten  Durchmesser  und  zwei  Hyperbein  mit  grösstcm  Asym* 
ptotefurMel.         »  ^  ' 


m 

Zu  demselhcn  Erirebniss  uelan^jt  niati  noch  Ir if  Ii ter  durch  rein 
geometrische  Hetraditting ,  indeni  man  die  liewri,i?n^'  des  Mittel- 

Coktö  des  eingeschriebenoD  Kegelschnitts  läni;«  ilt  r  die  Diagona- 
I  des  Viereeits  balbirenden  Geraden  verfolgt.  In  die  weitere 
EKWerun^  der  Gleichung  (34)  wage  leb  nicbt  mich  einzalasaen 
l^n  der  grtAei^  Vf»i%ickla6^  l*»r  Abdrücke,  di«  aw  berbal- 
fiünren  wieder  "      ,  ■ 

Es  seien  L,  JU,  M,  P  resp,  die  Milten  der  drei  Diagonalen 
«es  gegebenen  Vieraeits  und  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
|»Minitl8,  ao  darf  man  ^  ^ 

Müea,  wo  1  eine  die  Lage  des  Punkts  P  auf  der  Geraden  LMN 
bestimmende  Unbekannte  ^eMtelmbi'  Dann  ist  überhaupt  liir  ie- 
den  eingescbriebenen»  Kegelacbnitt  ^ 


und  (lir  rien  gesuchten  Kegelacboitt  verwandelt  aicb  die  Beäln* 
gungsgleichung  (34)  in 


Bestimmt  man  aaf  der  4ilittel|mnktager«den  Xtilfi^  einen  l^unkt 
Oao,  daaa  '  \       ^     •  •  - 

OLiOMiON:  0P=  Pim'^  -.n^iM, 

10  l^t  man  vennOge  der  gegeiiv&tlgen  Bedingung 

Wenn,  abgesehen  von  der  ^io  eht^n  behandelten  AiTf^nbo  in 
(33)  der  Werth  von  tang*  ir  unendlich  gross  wird,  so  cnt>i»richt 
«enelbe  einer  eingeschriebenen  glekhseitigen  Hyperbel.   Da  die 

fied'uiguDg  %MüT,  Z^sjr^^^O,  ve|m  Zeiten  Gra^^  iat^  ao  gieb« 

m  im  Allgemeitt^  awei  gleicbseitigia  ttyperlmln^  die  dem  gege- 
benen VieiM^  emgliGbri^en  «ind,  Sellen  ^tes^bea  reell  sein, 

*        ^     fl      6  <7 

M  moss  eine  der  als  posHiT  angesehenen >  Grossen  J '  ^  *  ^  grüs« 
ier  sein  als  4ie  8«imme  det  bei<ten.  jibtigen. 

r 

n.  För  einen  dem  Viereck     =  ^-s  =  ^  umechrielienen  Ke- 

geUcbnitt  ist  .  . 
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also 

•Setzt  man  0110,  um  abzukücsen 

is-m»+»*=l»>  1»  +  ««— «•=1', 


80  ibdet  mao 

Wenn  also  die  Bedingung 


oder 


oder 


/*;  ^ : /i = (/J^ — yv) :  (yv  —  ff A) :  (ai — , 


erfüUt  Ut,  so  stellt  die  Gleichung 
oder 
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den  verlan^loo  ui\{rr  allen  dem  gegebenen  Viereck  umscbriebeiieo 
m  nu  isten  <^V*^^  Kri^.se  ^ich  .näheroaen  Kegebcboitt  dar. 

Wenn  man  4iejeDigea  Weitfie  von  a»  ivelchc  die  Be- 
dingiinir  (^)  erfillfen,  um  die  sebr  kleinen  Incremente  jdf,  Ja,  /fh 
iraäti^en  lä««t ,  so  bekommt  man  mit  V^macbllifisiguiig  der  Glieder 
4ntter  Ordnung 

Ol  mm,  wie  ich  sogieieb  zeigen  werde»  die  Sninme 

•tete  immMIt  iet,  eo  ist  ein^ra— tang^  IF  Eeim  Stattfindeii  der 
Bediugmig  stet«  ein  Maximum.  Uaes  iS'pesitiv  sein  nmas» 
foiglaus  der  identieelien.  Gieicliang 

2ftji%«.  6V.        A?c*/2  -f2(a-  +  /*-~  ^2)     — (^2^^^^*)  a»  j  » 

Bedeutet  /7  dieselbe  Functiun  ron  l,  m,  Ut  vi  eiche  (4J)^  von 
«,  6,  r  ist,  so  dass 

ao  liat  man  ancb  die  identiscben  Gieichougen 

2P»«fi*.  S=(on  +      +  c*v)*— (4 J)a  II, 

kit  Hülfe  derselben  erlangt  man  durch  Substitution  der  In  (36) 
ftry,  0,  A  sefundeneo  Werihe  im  Auedmcke  (35)  ale  Werth  dcp 
geiuchm  Majamama 

(4J)«I7 


08) 


Hieraus  erbellt  sogleicb,  da«s  die  %'erUogte  Curve  eine  Ellipse 
oder  Hv|)crliel  ist,  jenacbdeni  II  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h. 
jenadidem  da»  gegebene  Vierecic  ein  gewOholiclie«  ist  oder  nicht 
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Im  teUtern  Falle,  wo  dem  Viereck  üherhfinpt  nur  Hyperbeln  um- 
schrieben VI  erteil  köiiiiQu^  itit  d^t  durch  die  Ijtyrji^^  bgitimmte 
^Its^  Asymptolenwmkel  ein  Minimum'. 

die  Auj>drücke  in  (38)  «ich  iiicjit  äa^fTn ,  wenn  man  l,  m,  u 
lesp.  mit  a,  b,  c  fevlaiu(mt,  M*eon«ti^tre  man  etn  Dreieck,  dee- 

0eu  Seiten  /,  tita  n  «ind,  verlege  in  dessen  Ecken  die  Maasen 

b,  c  und  iK'stltJtmp  niiüelilt  (|ersell)en  ein  Viereck;  rThnn  wird  der 
kleinste  Asym[it«i(fMn>  irrkel  einer  innsclirieheiien  llvperliei  derselbe 
^tiiii,  \\\^  vMrbin,  wo  in  deo  l:^ckeu  eiüea  von  dm  ^»eUQQ  jfi^  6,  c 
gebildeten  Dreiecks  efeh'  die  Massen      m,  tt  bemndei^ 

£ine  geometrische  Construction  der  vefleogteu  Curi'e  seheipt 
am  leiciitesten  aus  der  Gfeichmig  f37)  herrorsugelHUi.  <  DieedM 
zeigt  nämlich,  dass  die  gesuchte  Curve  durcii  die  vier  Dnrdi- 
ecbiuttspuDkte.der  beiden  eiireh  die  Gieicbimgeo 

dareesteilten  Kegelschnitte  geht»  ie  Beziehuni^  auf  welche  beide 

dieTKreuznngspunkte  dos  rreijebeneD  Vierecks  zugeordnete  harmo 
nische  Pole  suul.    Der  erste  derselben  ist  ein  Kreis  und  hat 
also  den  Uühenpunkt  des  Dreiecks  der  Kreuiungspunkt«  o^er  des 
Fundamentaldreieck^  suiik  Mittelptwkt,  eein  Halbmetser  lat  das 

Seonietrische  Mittel  EwischeD  den  ewei  vom  Hr>heni)inikt  ata'la 
erselben  Richtung  gemessenen  Segmenten  jeder  Hohe.  Dieser 
Kreis  ist  daher  leicht  zu  oonstruiren.  Beim  zweiten  Regelschnitte 
kunneu  iedeufallä  auch  die- Punkte,  in«  deueu  er  die  Fundamental« 
iinien  scnneidet,  und  sein  Mittelpunkt  geometrisch  construirt  wer- 
4eP-  ladess  weiss  iob  ^ia  einflieftie^e  Cqiuil|^tion  nicht  anzu- 
geben. —  Wenn  dann  auch  nur  zwei  der  in». Hede  stehendeii 
l)iirchschiiitt>pnnkte  reell  sind  ,  so  kennt  man  nach  Auffindung 
der«<eli)eii  i[u  (nüi/tiu  «iechs  Punkte  des  ver(an<;tcn  Maximum«»- 
kegeUchuitts ,  also  mehr  als  genug,  um  denselben  zu  construiren. 

Es  giebt  einen  Fall ,  wo  der  Winkel  W  constant  ein  l?echter 
ist  Wenn  nämlich  a*:6*':c*;=/*;w':Ä''  bt,  so  .zeigt  die  Formel 
(35),  dass  tang^fF  unendlich  gross  bleibt,  wie  man  auch  das  Ver* 

häitniss  ^  variirep  mag.   Wenn  also  das  gegebene  Viereck  durcli 

die  baryctntriechee  Gleidmogeii  ^«  =     =  72   darg^telit  wird^ 

d.  h.  wciui  seine  Ecken  die  Mittelpunkte  der  vier  dem  Fundinnen- 
taldreieck  eingeschriebenen  Kreise  sind,  mit  andern  Worten,  wenn 
seine  Gegenseiten  paanveise  auf  einander  senkrecht  stehen,  90 
sind  alle  vmschriebeDee  KegelschaiHi  gleiohseitige  ^ypecbelD* 

Im  Allgemeinen  hineegeif  kann  einem  gegebenen  Viereck 
immer  eine  gleichseitige  Y!y[terhel  und  zwar  nur  eine  ymschfieben 
werden,  l^ie*  B^itigiieg  lu(  ^dieselbe  ist 

und  lieiert  för  die  Ourve  selbst  die  Gleichung  *  ' 

I 
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An  die  im  Eini^aiige  dieses  Anhani^s  anj^eiiihrte  l  oriuel  habe 
kfa  Doch  eine  Bemerkung  anzukuünren.  Mau  kauti  Uario  a^,  6^, 
Ä+C    C\^A  A\B 


top-  gegeo 


vertanschen ,  ohne  dass  der 


2    '     2    '  2 
Amsdruck  sich  indert.  Gestützt  auf  diese  Beobachtung  erhült  mao 
■tobt  einiger  Redoctionen 


« 


Dieser  Ausdruck  kann  lüe  uegativ  werden;  denu  es  ist 

Wenn  derselbe  verscliuindcD  soU,  so  ist  dieses  uicbt  anders  mug- 
M»  als  indem 

iJ:C'_C±A_A±B 
«*   "  c» 

wird,  woraus 

folgt  Unter  dieser  Bedingung  ist  dann  die  durch  die  t^^ichung 

dai|estHlfc  Cmve  ein  Kreis,  zu  dessen  Heal'frlt  \uu:h  die  Bediti- 
tum  erfordert  wird,  dass  t?ines  der  fjuadrato  n^,  f**^  di«^  Summe 
aerlteiden  (ibrli^oTi  übertreffe,  d.  h.  da^s  das  FundanieuUldrcieck 
stimpfwinklig  sei* 


1» 


IVeue  Hetlioae  zur .  SunuDirnn^  eiBnä^ 
Udler  und  uneudlleher  BeOneu» 

Ton  dem 

Henrn  Professor  1>r.  O.  Schldmildi 

w  te  Vaivanilftt  n  toi. 


Bei  dem  übennra  hftufieoD  CMbruKtlie,  4m  naa  in  der  Ana- 

lysiä  uod  ihren  {»hyaikaliscnen  Anwendungen  von  den  endlichen 
und  unendlichen  Reihen  macht,  darf  es  nicht  befremden,  dass 
man  dieser  eii^onfhümlichen  Grös}*cTif"nrin  schon  seit  längerer  Zeit 
besondere  Au imerksamkeit  geschenkt  uod  sie  vou  den  verschie- 
densten Seilen  ber  betraehtä  bat  Zwei  Aufgaben  irad  airar  die 
ximleiiit  Knoden  sind  es  versSglfeb,  an  denen  wohl  jeder  Ma- 
thematiker, der  auf  Erohernn2:en  auszog,  geine  Kräfte  versucht 
babeti  mag;  es  sind  dieüs  die  beiden  Probleme,  welche  schon 
aus  der  blossen  Aufstelinng  einer  Gleichung  zwischen  einem  «ge- 
schlossenen Ausdrucke  unu  einer  Reihe  hervorgehen:  die  Aufgabe 
der  Verwandlung  elfter  gegebenen  Function  In  eine  ^Ibe  von 
vorgeschriebener  Form  und  die  Aufgabe  der  8umniirung  einer 
nach  bestimmtem  Gesetze  i^ebildeten  Krilic.  Was  nun  das  Erste 
anbetrifft,  so  ist  in  der  That  kein.  Maugel  an  hieher  gehörenden 
Entwickelungen ,  und  man  hat  in  vielen  Fällen  die  Wahl,  ob  man 
dine  gegebene  Fonction  mit  Taylor  und  MacLaurin  In  eine  i^icb 
Potenzen  der  V^ablen  aufsteigende,  oder  mit  Lmgrange  jfod  . 
Fourier  in  eine  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  snccessiven  Viel- 
fachen eines  Bogens  fortschreitende  Reihe  verwaudein  will.  So 
allgemein  man  nun  hier  die  Untersuchungen  hielt,  in  sofern  man 
oKmiieh  auf  die  Entfrlckelang  einer  beliebigen  FnnelieD  ausging, 
80  speziell  scbeist  dae  umgekehrte  Problem  der  Reihensummirung 

fefa^st  worden  zu  sein,  wenigstens  Tnulet  iimn  keine  (Inrch^roifende 
lethode  zur  Summirung  solcher  Jvoilieu,  deren  aliiiomeines  Glied 
eine  willkührlichc  Function  seines  Index  bildet.  Zwar  bat  Euler 
eine  Gruppe  von  Formeln  angegeben,  die  man  gewSbnllcb  nie 
Sammeniormeln  zu  bezeicbnen  pflegt ,  aber,  atreng  genommeo» 
▼erdienen  aie  •dieeen-MaMi  oielit,  da  sie  nur  snr  Umiraadbmg 
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der  geeebeDen  Hcihc  in  eine  andere  utMi  iz^rar  halbconvergente 
Reihe  uienen  und  mithin  Nähcrungsfomieln  sind,  welche  die  Ei- 
genthümlichkeft  besitzen,  dass  man  mit  ihrer  Hülfe  die  Approxi- 
mation nicht  80  weit  als  man  tvill,  sondern  nur  bis  zu  einer  f^e- 
wissen  Gränze  der  Genauigkeit  treiben  kann.  Ein  Hatipti^rund  des 
ALiiigols  an  Aligenieinlieil ,  den  man  in  den  meisten  Keihensum- 
mirungen  bemerkt,  niaj;  wohl  in  der  zum  Theil  beschränkten  Auf- 
fassung des  Begriffs  einer  Heihensumrae  liegen,  wenigstens  schei- 
nen blanche  nur  dahin  zu  streben,  dass  die  Summe  einer  vorge- 
legien  Reihe  durch  die  gewohnlichen  als^ebraischen ,  logarithmischen, 
^niometrischen  und  hörhstens  noch  cMiptischen  Functionen  ,  also 
überhaupt  durch  diejenigen   Functionen  ausgedrückt  werde,  für 
welche  uereits  Tafeln  berechnet  sind;  diess  ist  aber  nur  eine 
Forderung  des  praktischen  Rechners ,  dem  an  mßglichster  Erleich- 
teninff  seiner  Arbeit  gelegen  sein  nuiss,  die  VVisMenschaU  dagegen 
darf  in  ihrer  Allgemeinheit   unter  Stimmirung  einer  Reihe  nichts 
Anderes  verstehen,  als  Aut'stelinng  eines  geschlossenen  Aus- 
drucks, welcher  der  gegebenen  Reihe  numerisch  gleichgilt.  —  Zu 
solchen  geschlossenen  Ausdrüpken  emptichlt  sich  nun  ganz  beson- 
ders die  unter  dem  Namen  <les  bestimmten  Integrales  bekannte 
bäufig  ¥(»rkon)mendo  Grössenform  ,  und  es  unterliegt  daher  nach 
dem  Vorigen  keinem  Zweifei,  dass  eine  Reihe  als  summirt  anzu- 
sehen ist,  wenn  man  sie  in  die  compacte  Gestalt  eines  bestimm- 
ten Integrales  verwandelt  hat;  Iftsst  sich  der  Werth  dieses  Inte- 

frales  durch  die  bekannteren  Functionen  ausdrücken,   so  ^iebt 
less  unmittelbar  eine  ReiheMsumoürung  in  dem  gewöhnlichen 
spezielleren  iS^ine. 

.1»  4Son  nan  der  Gedanke  einer  Sumraation  durch  bestimmte  In- 
tesrrale  seine  Ausführung  erhalten,  so  wird  es  zunächst  darauf 
aukunmien,  das  allgemeine  Glied  der  gegebenen  Reihe  selbst  in 
eio  «oichos . Integral  umzusetzen,  also,  weil  wir  die  Untersuchung 
allgemein  halten  wollen,  eine  beliebige  Function  /*(?})  des  Stellen- 
zeigers  n  durch  ein  bestimmtes  Integral  auszudnicken.  Diess 
würde  zwar  auf  verschiedene  Weise  möglich  sein,  aber  nicht  jede 
solche  Gleichung  zwischen  f(n)  und  einem  bestimmten  Integrale 
i£»t  für  unsere  Zwecke  brauenbar;  erstlich  nämlich  muss  eine  der- 
artige Gleichung  lea  «kr  Foria  sein: 


f(n)=J^  F{n,f)<p(t)dt 


worin  die  Integrationsgranzen  von  n  unabhängig  sind  und  (p{t)  kein 
n  enthält    Denn  es  folgt  jetzt  fiir  n=0,l,2,3... 

♦  • 

a  a  a 

*        .  •  •  • 

d.  -L  weil  alle  Integrale  gleiche  Integratioosgränzen  be^^tzen : 
Theil  XII.  10 


V.  J  k    V.  ' 


vnd  nun 

Reibe   MMfnill»     1VQ«UCU     IkUlill.  M^IHCBW  WV»//**'^ 

iIhAa  utMtoei»  tar«praiigK£li»  Reihe  ii|f  den  g^^obleeseoen  Ausdcaek 


«urucki^ehrBcht  u*l  Somit  siinmiirt.  fHesQs  seindm  Piincfpe  nach 
üuetierät  eiuturhe  Verfiihfcn  ^ürdo  e.  B.  sehr  leicht  ins  \Verk  zu 
netten  sein  f  wenn  F(n4}=B^  oder  wllre,  und  nien  aasi»e^ 

idem  wiSsste^  von  welcher  Form  die  unbekamitB  Fuoction  <p(i)B&B 
lue»  4ui|t  die  Gleielmiig  '     .  < 

bestehen  kann.  WolUe  man,  uio  (^g^  Ab^t  im  zweiten  Banclesei* 
uer  Werke  in  einem  ähnlich i^p  Falle  eethan  hat»  ohne  die  KeoDt' 
niss  von  (p{t)  durchzTikominrn  vcrsm  m  n ,  so  finge  inrui  dio  RecD* 
uung  mit  einer  Hypothese  an  und  wüsste  am  Ende  nicht,  unter 
welchen  Bedingungen  die  gefundenen  Resultate  Cielbing  hai>eo. 
Cl*i<iMi^#rweiae  iüt  e$  ober  diircb  einen  gut^n  Grtfir  juügrKjl^^dal 
Mi%«»telUe*  Prineip  in  eller  .^enge  diircbMili^ea  ind  eftbctttebt 
ffim  die  ganze  'Untereeebung  luie  ColfenaeB.dtel  flaup4(Hbüktet 

1.  Ks  wird  /jinachst  &^zei^t>  dass  Itir  jede  gtirissen  tledln- 
gungee  u4itcr\N orioiie  Fancti^n  /  und  für  ein  vve^fnUicb^  |»06iUvd(> 
(I,  üiQ  ^leicbuugen      .  ,  •  %  ■ 

f^^^^nj  


«od 


«tatt  find 011  Da  <lor  Beweis  <lersel!)en  nur  die  allerersten  1  i^en- 
schal trri  des  liCi>tnnmten  Intco^ralet»  i«  An.«jirach  nimmt  untl  von 
jedei  anderweiten  Theorie  unabhii'ngig  ist,  so  können  diese  For- 
meln, sanz  abgeeeheu^vi0n  dem  2ivecke  vrelcl|em  sie  bi,er  dienen, 
auch  ak  Mittel  zur  EntmcIn^liAg  verscbi^dener  beeftmmfer  lote- 
grele  benatzt  werden. 


tL  Sam  einiacbe  Consequenz  der  obigen  Formeln  int  die 
SummMH  Ar  Mdtoo  MwIMidn  Mmben 
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m 

od 

/(I)sina:-|-/(2)giu2ar  +  /'(3)siiv3ar  +   .  , 

10  irfe  «loer  Partie  anderer  thäls  «uendlieher  tl\^ilg  ciidllcl|ir 
kl  TOD  aebr  aUgemeloen  Forman. 

fli.  iltotan  aeUlaaat  alcli  munifflllHir  die  hthre  w<m  den  ballb* 

GODvergenten  Reiben;  die  vielfacli  belMiiilalte  Tiage  n ad»' dam 
fieste  derartiger  Reihen  und  deo  Gesetzen  seiner  Aendcning  lin- 
ket hier  ia  ihrem ^j{]ykKeo,VB^iig9.*io^  vollstäodiga  £rledigung. 


Wir  beschlfttg^  ipa  ipuiScbat  mit  dam  Warthe  dea  Doppal- 

uUegnde^  - 


worio  i  die  Quadratwurzel  ans  der  Ti**irfttiven  Einheit  bedeutet  und 
lieb  die  Integratiousgr^p^fn  ^  utyji  ^  aui  j:,  suwie  ^  und  T  aul 
y  beaiebefl. 

Die  er«fee  Integration  ist  leicht  atisxtitühreii,  denn  fiSt  x  •\- ui 
^t'hat  man  diih;h  Diiereiudatioo  Ifi  Beziehung  auf  da  rar 
die  eitfte  Ibtegralion  ab  conatant  gUt,  ^ 

1 

Ady:=.di  oder  d^=-^dz  • 

aid  jntthln 

'     1  t       '     •  ' 

s=  V  F(i)  +  C=  Y        +  yi)  +  C. 

-•  *  ■  ^ 

Siibstituirt  man  diess  nach  Eiulührung  der  Gränzen  y=T  und 


lo  einem  hestimmten  DoppeliDtre^alp  darf  man  bekanntlich  die 
Seibenfolge  der  lt4tegratioin.'n  unikebieivaber  nnr  unter  der  Voraoa- 
ictiang,  ilaaa  die*^  aota^firc^de  Function  innerfiaib  der  Intcgra- 

tionsjrnnzen  tveder  unendlich  noch  discontinuirlich  wird.  Fltulct 
TMiii  in  1)  dieciar  F^l  »>fiitt,  i(iebt  es  also  kein  «System  v«in  Wer- 
lliei)  T  —  n  und  y  —  b  (uobei  a  zwischen  |  und  S",  h  zwischen 
«und  r  liegt,  durch  welch«^  unentl  lieh  wird  oder  eine 

Oaterbradbang  der  Stetigkeit  dileMeft,  ao  darf  man  atatt  der  Glei- 
ckang  1)  aacD  die  fiilgeiMle  aetzen :  *        '  - 

10' 
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« 

«nd.weiMi  man  diesen  WerÜi  ve»  <S  mit  dea-Mieiwiii.^)  vcr 

Nimmt  man  spezieller  ^  —  0*  H^^od,  1^=:— qd,  T=:'+aD,  ewl 
aeUt  voraus,  das«»  gleichzeitig  die  beiden  Cigenschailen 

Htatt  fmdeu,  so  verschwindet  die  linke  8eiie  der  »origeu  Glei* 
cbung  nebet  einem  TbeHe  der  rechten;  es  bleibt  nur 

*  — • 

und  hier  nmss  ausser  den  Bedingungen  3)  noch  die  eine  eifiillft 
«ein,  dae*  F'ix-^-yi^  flfr  aNe  jrswi^hen  Ound«,  MwielÜf  alle 
y  swiechen  — und  -fop^  endKek  und  jBtefi||  UeiM. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Anpahnie 

^^^^  ^  P^®*^''  ""^ 

♦ 

und  hier  bezeichne  f{i)  eine  Function  der  Art}  dass  f'ije-^vi) 
endlich  und  stetig  bleibt  für  alle  a  zwischen  Ouud  -x,  sowie  lüt 
alle  y  awiedien  —  oo  nnd  +  oo.  Da«»  ietat  auch  F{x-\^ui)  iwi- 
echcn  denselben  Gränzen  weder  unendlich  noeli  dlacearaiaiilMli 
wird»  ist  sehr  leicht  eipeusehen;  ferner  belHedigf  die  Functiea 

offenhai  die  Bedingungen  S)>.  und  daher  l&t  jetai  nacli  Kro«  4)  ' 
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iroöet  a  eine  w— ■tiiyh  positive  ?^  v^sckiedeoe  Grösse 
ieiD  mnas.  ^ 

Die  Betrachtiiogen ,  welche  wir  so  eben  durchgeführt  haben, 
erieideo  eine  Modifilcation  in  dem  Falle,  wo  die  Function  F* 
«rihreod  der  Int^atioustniervalle  x=^  bis  x=:3  und  v  =  bis 

ST  «ncndlieb  wird  oder  eine  Unterbrechung  der  GoDtmidtSt  er» 
Bt  Wir  wollen  annehmen,  dase  eine  eolcne  Discontinuitit  M 
doer  einzigen 'Stelle,  nSnilicft  fOr  X9^a  vna  y  =  6,  eintfefe,  wo* 
W  ^>aS5  undT>6>i;  sein  muse.  Es  ist  jetzt  nicht  mehr 
eriaubt,  in  dem  Doppelintegrale  1)  ohne  weiteres  die  Integrations- 
erdnung  umzukehren,  und  man  kann  sich  leicht  a  posteriori  über- 
MKen ,  dass  verschiedene  VVerthe  herauskommeo,  jüenachdem  man 
utegretioD  oacb  jr  oder  4le  nacb  x  siieitt  TomlniBt  So  wie 
fiberbanpt  8>a>i 

/S  na  ps  % 


=/       tp(x)dx^l    fp(x)dx  (fiir  fj=0) 
r  af' 


iit,  so  ktnnen  wir  in  diesem  Falle  das  Integral  S  als  dendilinB* 
wMtb  aiiMh|o,  «elcbeiii  aieb  der  AusdmclL 

ö)  dxj^  F\x\^fi)dy  ^J'^dxJ*'^r(xA^^dy 

meDdlich  n&bert,  sobald  t  bis  zur  NuH  herabsinkt;  da  hier  in 
biacm  der  beiden  Doppelintegrale  der  nun  Bfaitilll  der  Dlecon- 

flMMit  Boft wendige  Werth  x~a  vorkommt,  (im  ersten  Integrale 
i4  X  immer  kleiner  als  die  obere  Integrationsgränze  t  uira  im 
weiten  immer  grösser  als  die  untere  Integrationsgränze  a  f), 
*o  bleibt  In  jedem  Integrale  für  sich  F*{x  \  yi)  stetig  und  man 
Uon  daher  in  jedem  einzelnen  Doppelintegrale  die  Integrations- 
•idanag  umkebreo ;  statt  des  Ausdrucks  6)  konmit  so  der  folgeode 
^n  etobeits 

*  I 

f         ^  f  »H 

4.  l  durch  Awfiyifinig  der  lotegr^ioneo  nacb  x 

PT' 
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uiid  vvetiM  ^^ir  nun  ;  bU  zur  rs'ull  .'ibncliaieD  laa^^en»  sfi  erhatten 
wjr  Jen  Wertk  von  S.  Vergleichen  wir  diean  mit  demuqiiK-  uilt^u 
Umstli^deii  ficbtigcn  Wertfie  von  5  iiT  riro.  J.),  so  mi  \ 

+  Liiii  /"^[Ä<i-f+yO-*T^+t+y«)]rfjr; 

hier  nehmen  nir  wie  früher  !  — 0.  B~~  y:,  7^=s— T= -f  QD  und 

•rflillt  sind;  «s  vemaoMt  /M  datiB  die  vorige, GIdchuug  nadi 
kleioet  TnuisposiHon  In  die  folgende: 


AI«  Beispiel  hierzu  benntzen  wir  die  äubstitutioa 

mit  der  Voraussctaupg.  dass  die  ans  /*(:)  ai^cdfUtte  f w^lfa» 
f{x^yi\  fifr  alte  zwinchen  0  und  oo,  some  rar  alle  y  zWisciiea 
—  00  uod  -|-  ot,  endlich  und  stetig  bleibe.  Eb  .erleidet  dann«  nie 
leicbt  »i  sehen  ist,  ' 

iooerhalb  jeoer  Gräuzeu  eioc  einzige  Uoterbrecbung  der  Öteüg' 
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btt,  nUmridifÖr  ir894iuit4  ^=:Q,  und  toglei^h  wird  biet  /^(a^+jpft 


■  9  i 

ilt,  md  d^her  hmbta  wir  unter  Aniv«iuiui]^  der  I>^mel  8)  ^ 


•4er  warn  nuii  di»  fitüche  redits  «af  f|leich^ii  Menser  bringt 

+ *  7,^,  [/("-t-ft?i)  -/■(«+  «+»'•)]  rfy. 


Da  die  Function  /  imnu  r  afotlg  bleibt  (will  tbr  DiflTerewal« 
fnlieBt  diese  £igeii«cbaft  haben  soll)  so  ist 

* 

MoiA  renMwht  afaA  die  vorige  CRddUmg  «ebr  nwi  giebt 


Wcnfai  wir  fiecbtn  d^  bel*änteii  %tfl^  an,  dasa  f(a^h) 
sflß)-{^hfia-\-Xh)  ist,  wo  i  einen  po«tfvfn  lebten  Brach  beaeicb- 
Hl»  eo  wild  Ar  4=jft 


,1 . 


Da  /'(a+^')  um?  mitbin  f  (n-^-h/i)  immer  endlich  bleibt,  so  aiüä 
das  Maxininm  und  Minbnuiii  dieser  FundioD  6B4lk^e  4^r<i65eii; 
neenen  wir  «ie  A  und  B,  so  folgt        .  ,  ^ 


ttiid  zQgleleh 


Die  Ausdrücke  rechte  Dähcrn  sich  aber  für  iioeodlich  alinehiiMa^ 
t  dm  Gffinze  Nall»  wie  dberhwipt  fSr  jedef  reells  « 

i«t»  and  daraiui  folgt  mm  nach  den  Quittellmr  VoftieigelieMW 

Lim 

und  tmch  Mto.  H)  '  ' 

Dueelbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  finden,  dass  mao  erst 
eine  neue  Variable  i  einführt,  welche  jnit  y  ducoh  4ie  GleichiiDg 
tf=cz  verhundea  i^t;  es  wird  dann 


fienutieo  wir  luin  das  Resultit  12)  ffir  die  Gielcbiuig  10)  t 
folgt  •   .  ^ 

4 

Weno  wir  die  Gleicbimg  5)  hiervon  «ebtrahireD»  so  wird 

/OD  • 
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bb4  tseoD  wir- ahitätaxt  mMkmt-  '    ' *  w 

Zerlegen  wir  das  lotegratioosf^ij^tervall  y=a--a  bis  «s-f  oi 
io  zwei  andere  von  7/  =  ~^ao  bis  y—O  nnA  von  y=0  biM  %=■{- ^ 
•0  kttooeo       i>Utt  dec  Gleichung  14)  die  folgende  echretbeo:  * 


ti  Ü 

Hier  lassen  sich  beide  Intep*a!e  wegen  der  f^Ieichen  Integration«^ 
griuizcu  in  ein  einzige«  Integral  «"TOn|niftnziebn ;  schreibt  nyn  da* 

?  ÖJ»  /  ^  dlfldirt  beiderselte  mit  ST,  so  ergiebt  Meh  "  ^ 

0 

II 

Wendet  nee  dieselbe  kleine  Tran^lbnnatiou  auf  dae  Intesrel  15) 
ttt  eo  gebt  jene  Gleiihung  in  die  folgende  Ibers 

Die  Bedinffung  flir  die  Giftigkeit  der  Formeln  16}  und  17)  be- 
Ml,  wenft  im  tt  und  <  fQr  das  Mfeei«  ^  nttd  j^eehrtüben,  darin, 
datfi  f*(u-^U)  ioncrhalb  der  Grinzen -«sO,  «=oo,  '^=— ocb 
frr^oc,  endUch  bleiben  muss;.  HlnsichtTieh  des  a  eilt  die  Be- 
echränkung,  dass  es  nicht  negativ  genommen  werden  darf;  in  der 
ersten  Fotmel  kann,  wie  leicht  Z'i  sehen  ist,  a  noch  der  ISull 
jgch  ««ii^  Hührend  es  in  der  zyreitcii  >  erpei  Jodenr^^lib  die  ^iuU 
WMiliigeB 


Nimmt  man  beispielsweis  /X*}^^'*''  a^o  (n^-fOss— 66-^(M-(l) 
--4«-^i€oeM--i«iB60»  M  iM  föff  eil  ferttifM  *  die  der 
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m 

FuTirfion  /  auferlegten  Bedingattgeit  «rföJlt»  tnid  dam*  dknm 
Fonueiu  16)  und  l7)  su  dea  bekaooteo  Resultaten 


0 


Bern  wir  ran  den  Formeln  16)  und  17)  diejenigen  Anwen- 
den machen,  auf  welche  es  In  dieser  Abhandlung  liauntsach- 
lieh  ankommt,  wollen  wir  noch  auf  einige  Conseqoeozen  ninwei« 


sen,  die  sich  unmittflliac  an  jene  GleicbmD|[ep  aiikuü|^feo.  S^taeo 
wir  die  Zerlegung  .    -  • 

voraus,  um  die  Formeln  16)  und  17)  in  der  etwa«  elntacbereo 
Gestalt 


19) 


und 


20) 


darstellen  zu  können,  so  lie^^t  der  Gedanke , sehe,, nahe, j^o^ X^^^ 
durch  mehrmalige  Diflferenziation  in  Beziehung  auf  2  fieiie  Glei- 
chungen abzuleiten,  weiche  die  Verwandlung  von /^»^^in 
stimmtes  Integral  darätellen.   £ä  wird  nämlich 


oder  auch 


•9 


♦»   :  /  '     1  i-  1     *  1  -1       •  •  ^  I 


uigui^t,ü  Ly  Google 


-  /      siaFCfH-ljArctan  -~| 


iqd  IM  der  zweiten  l^mel 

«  /  co«r('»+l)Arctan-"| 

Setzt  man  in  beiden  Ololr^ungen  f=±zUin^  yf<k^  die  neue  V« 
nable  der  iniegratioo  bezeicboet,  «o  wird 


Om  Gritann  t=0  und  ls:%^  eoftgpredi^  dl«  «««^  lotigMtiou* 
grinzen  ^sArcbA--  ssO  und  Arctan  —  =i  tt,  uad  mithin  erbal- 
tfo  wir 


wobei  n*  sur  Abkurxnnji^  iSr  1.2...tt  gebraucht  worden  ist  Dase 

«ch  voo  diesen  Formpln  m;iniii(  Iifa!t!gc  Anwendungen  vermitteln 
la^^i^n,  Ist  leicht  einznseheo,  und  \veiiii  wir  hier  nicht  speziell  dar- 
auf eingehen,  ro  geschieht  diess  Dur^  um  eine  übergrosse  JÜiygu 
aoD  zu  vermeiiion. 

Eine  zweite  BeAerknng,  «M»l<Ae  «ich  im  die  Formeln  10)  mid 
20)  koupn,  betrim  die  Bestfmmimg^iiier  FnnelieD  F(u)  der  Art, 


Snfigt  Eriimert  laan  sich  oämheb  an  die  bekaBBteu  F«iJuelB 


*e-«eln*iiAi:       "  " 


00  efkiniit,  BNin  auf  der  SM^  dass  äib  #B'FoiMfai  49)  «nd  4) 
antb  ttsler  der  Gestalt ' 

uod  •     •  »  , 

dareiirfleii  lasaen,  woW  a  für  «  gesdit  mrAiv  ist.  IhKl 
Umlcsbnvis  der  IstegrationeiprdBiiiiy  f  leseeB  hi^rsas  amnittelbar 
die  Wotmäü 


und 


9  O  » 

und  vrenn  asn  diese  mit  der  Gleldnifeg  23)  xusammenlilUt.  so  er- 
kannt map  auf  der  Stelle,  dass  die  dort  nsdi  anbekansClB  nnetiea 
F{u)  Qire' BestinimiiDg  eiliilt,  indem  man  efttMder  ■  • 

•  ■ 

V.     < .  • 


»     1  • 


«» 

ods»  '  • 

setzen  darf.  Hiermit  rechtfertigt  »ich  also  die  Sopposition  23}, 
welclM  man  911er  mnacht  balj  ehnai Jedoch  die  Bedbeaogen  iliier 
Gfiltigiceit  hhinisMgeii*    '  .  ^^  ^ 


I  II. 


Mit  Hfilfe  der  im  vorigeo  ^clmitte  voileodeoieo  Vorarbellea 
Jitakso  iNui  die  IteilleD 

4/10)  +  f(  1) cos X -t  fi'i)  cos 2.r  ^  f{Z)c^Zx^ 

f(l^  » -f  /(2)  sin  2«  -f  -  /(3)  siii^  -|- . . » • 
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Citr  prf^ssten  Leichtigkeit  »ummirt  werden.  Indem  man  jede« 
Bloe  Glied  derselben  in  ein  be^tiiunUes  Integral  verwandelt. 
Variier  aber  noch  eine  liemerkung^.  Nennen  wir  <P(.r)  die  Summe 
der  er8ten  Reibe  und  ^(.r)  die  der  zw  eiten,  so  erkennt  mau  ohne 
Mühe  die  Hicbtigkeit  der  Gleicbnngen 

und  aus  ibnen  p;ebt  hervor,  dasa  die  Functionen  0(x)  und  V(u:) 
periodische  Functiouea  von  a:  sind.    Eine  unmittelbare  Folge  hier 

für 


ist,  da«fi  man  die  Werthe  von  (P(^)  und  ^(.r)  nur  für  alle 
diejenigen  a:  zu  kennen  braucht,  welche  innerhalb  des  intervalles 
j=0  bis  a:  =  n  liegen.  Denn  wären  (P(x)  und  *P"(.r)  für  ein  ände- 
ret X  aufzusuchen,  so  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  folgende 
VielCache  von  jr,  zwischen  denen  :r  enthalten  sein  muss;  das  gros- 
sere von  diesen  beiden  V^ielfachen  ist  entweder  gerade  oder  unge- 
rade; im  ersten  Falle«  wo  also  {'Jtn — l):r  <a;<  2ii7c  ist,  setze  man 
j=2njt— jTi,  so  liegt  Xi  zwischen  0  und  n,  und  man  hat  0(x) 
=  <P(;r|);  ist  aber  diis  nächst  höhere  Vielfache  von  n  ein  unee« 
rades,  also  2ftx<j:<(2M4'l)'^>  so  sei  «==2n7r -|-;r.  und  man  nn- 
det  jetxt  0{x)=O(x^,  wo  X2  zwischen  0  und  n  uegt.  Für  die 
Bestimmung  von  W{x)  verfahrt  man  ähnlich ;  im  ersten  Falle  setzt 
man  x=  (5« -^l)n-{-Xi  =(2» — 2) »  +  — ar^ )  und  findet  W{x) 
=  yf*— vto  Xi  und  mitnin  auch  n — Xi  zwischen  den  Gränzen 
0  una  9  enthalten  ist;  im  zweiten  Falle  nimmt  man  x=::2nn-\-x^ 
und  bat  y  ^x)=  f  (j'.^)-  Für  negative  x  endlich  dienen  die  Bezie- 
hungen a:)  =  <D(-f  j:)  und  :r)= — W(-^x).  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  es  für  keine  Beeinträchtigung  der  All^e- 
meioheit  halten,  wenn  wir  uns  im  Folgenden  auf  solche  x  De- 
schränken,  welche  in  dem  Intervalle  0  bis  n  begriffen  sind.  • 

• 

Schreiben  wir  nun  in  den  Gleichungen  19)  und  20)  n  für  'r, 
multiplizireo  die  erste  mit  cosnj;  und  die  zweite  mit  sinn :r,  so  Ist 

tu».  '       '  P^tcosnx 

26)    •         -^f{n)cf>snx^J  'j^-7p(f)dt 


und 


27)  -f(n)sinnx=J  ^^9(0'^- 

In  Nro.  26)  nehmen  wir  der  Reihe  nach  fi=0,  1>  2,  3,... 
and  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen,  indem  wir  jedoch 
von  der  ersten  derselben  nur  die  Hälfte  in  Rechnung  bringen.  Es 
wird  dann  ^  ,       .1  . 

28)  ff  jA0)  +  /a)co8jr+/-C2)cos2j:+/"(3)cos3ar'+*.^  t  *. 
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ftti'd  eVtmm  eh?iobt  sich  a4i  'Jef  GleirtiiA^^t«r  »r::4l,9,»..^. 


0 


Die  fiiiden  in  28)  und  29)  unter  den  Intejyralzeichcn  vorkommen- 
den Heihcn  lassen  »ich  olinc  Schuierii^keit  siirantireff,  wenu  man 
X  auf  das  Intervall  0  Iiis  n  besrhriinkt,  >vowi  wir  vorhin  M-hoi^ 
tins  bereclitis^t  landen.  Mat»  kann  die  fragliche  Sumnitnin^  mittelst 
de«  FourieV'scben  Theoremes  über  die  Cosinus«  und  Sinusreiheo 
ableiten ,  aber  auch  hiervon  ganz  unabhSngig  auf  folgendem  Wege 
dazu  gelangen.    Es  «öl  * .m.     .   *  . 

darin  /^r  eine  beliebige  constante  (Grösse  und  y  die  unbek 
Summe  der,  wie  man  leicht  sieht,  stets  convergenten  Reihe.  Jvü 
folgen  aus  der  Gleichung  30)  anmittelliar  die  beiden  Gleichungen 

I  •  ^     ^dy  ^«J      Acos<ar  ^    cos 2x  /ccosSx 

-  o<n     ;i?Vn  >  .  r  «n>r      2/Nn2:g  ^3sin3j;  ^"1 

w^hei  die  Reihco  rechts  mit  denjenigen  übereiBkommen,  uü  deren 
Summining  es  sich  in  28)  uod  29)  handelt.  Die  Gleicbuiig  10) 
lässt  sich  aller  noch  in  einer  anderen  Form  dar^eliep «  w|iir)  man 
berOck^ichtigt,  dass  identisch      ^.        .\   '\        •  i»  >  ' 

«  * 

k  sin7».T   l,  [  sin  n  x  wsinwj: 

•  '     ,  «■ 

ist,  und  map  hat  dann ,  diese  Zerlegung  naf  jedes  einzelne  Glied 
angewendet,        .  -  ' 

X  ^  'l  lTs'mx  ,  i<in2a:     mu^x   ■  *1 

y=2)t  +  iLnr  +  ~-"+"T-  +  •  J 

Die  Summe  der  ersten  eingeklammertea  Reihe  rechts  *4ct  nach 
einer  sehr  bekannten  Formel  =  — ^— ,  wobei  aber  jr  jedepwit  >  0 

<  .  '..'-» 

und  _  7t  sein  muss ;  für  die  zweite  Reihe  können  wir  ihren  Werth 

aus  Nro..  38)  sulistituiren,  und  so  verwandelt  sich  die  vorige  Glei- 
chung in  die  Differenzialgleichung  * 


'446 

Daa  TollsWodigc  lotegral  derselben  ist  '  ' 

33)  ' 

wonn  und  Cs  noch  unbestimmte  Tll^t&nteii  hezefcnnen.  üni 
ihre  Wertbe- zu  linden,  «etzeo  wir  Kunßchst  in  «iü)  uod  33)  i:=:it, 
wa^  nach  dem  übigeu  erlaubt  ist;  es  findet  sich  duiiD 

Ferqer  folgt  aus  33)  durch  Diife^cnliatlon  wm        ,  || 

und  «TCDo  trlr  hier  söuohl  wie  in  Nfo.  8i)  arrsTE  nehmen,  «o  ist 

d.  i.  \ 

man  seglelck^  findet,  wenn  nian  in  der  bekannten  Gleichüog 

tt  =  A:V  —1  setet.  Aus  den  neiden  Gleichungen  34)  und  35)  er- 
halten wir  nun  für  Q  und       die  Werth«  »      m«:    .  i  .Ji  v  .1^ 


und  nach  Nro.  33)  ist  der  vollstfindig  eTHWickeltc  Werth  Ton  y 

Substituiren  wir  ^n9rlb%i  fn  Äte 'Gfeichwngen  Jl)'^d32),  4<ßeT- 
halten  wir  die  Sumnienl'omieln  i  .    .  ,  v  . 


II 


IM 


und  .  4 


• 


37)        ■     .  f- 


_  'ring   ,  2tln58a:  ,  3<iD3ar  , 

Difielli^D  ^(«ItmiiWieaiis  üuwOvIeitspg  imiittetba\ftlit>  av  «itor 
der  Mkigimg  %  ^«>0;  'die  erale  lSef«rt  fifr 

ein' wichtiges  ftesoltat»  wie  man'  aus  der  Formel'  *  ^ 


Or  »=*V^  «rkoiBt.  und  dahw  4nf  MM  fOi       36)  iS«  er- 

wetterte  Bedingung  0  au&(ellen.   Schreiben  wir  /  f&r 

so  dienen  die  Fornn  In  30)  uoU  37)  jsiir  Suüiiqtrung  der  ia  2Ö)  8Qd 
29)  vorkcmimeiiileu  Ueiheo,  und       iät  daher 

*  _ 

5  \%f^)  \  fO) cos   +/  (2> cos  2 +      cosaar + . .  .J 

2 


und 


2 


2  eß^^r-^  9(i)dt, 


oder  «ndKdt  TcnnSge  de»  Bedeutung  tod  ^(Q  vmA  #(l)f 


wobei  Ä       ^  0  äein  wuss,  und 

•  * 

'M         ../(l)»iox+/(2)sin2;r+/(3).sin;U  f  

■ 

miler  der  Bedioi^g,  dies  >  0  Ist  Dieae  Glelcbangea 
»iad  die  zu  eetwiciielndea  SiuemeeforaieU  und  man  kaan  »ie  io 
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SO  fem  ,,allßeraeine"  n^noen,  als  Ate  Function /(z)  nur  dier  einen 
Bedingung  unterworfen  ist,  dass  f  (u^ii)  innerhalb  der  Gränzen 
ic=0,u=Qound  t  =  — 00,  /  =  -fQc  endlich  und  stetig  bleibt. 

Ein  ganz  einfaches  Beispiel  für  unsere  allgemeinen  Formeln 
liefert  die  Annahme 

worin  r  eine  positive  Grosse  bezeichnen  roOge.   Es  ist  dann  fflr 

•  ^  • '  ♦  •  *    1  ,  cosx  -  cos2jr  '  cos 3ar 

•  7+1      r+T  +"7+3  * 

tJv      .  *  • 

—         e(^-*)>  +  e-^^-')*  _t  


und  filr        x>  0: 

sinx  .  8in2j;  .  sin3ar  . 


r +  1  ^  r  +  2  ^  r  +  3 


IUI'»  !  ..ii  ..a*i:.ii  i  -i"  iJi!l  -  ..U  itlOi)'-..!»** 

Nimmt  man  In  der  zweiten  Formel  r=u,  so  geht  das  Integral 
in  4(jr— .r)  über,  wie  man  leicht  nach  der  Kegel  ündet,  das«  für 
ein  zur  Null  herabsinkendes  r 

Liin/'Y(Op^^rf<-^|/'(0) 

ist;  man  kommt  so  auf  ein  bekanntes  Resultat ^^ij^-^  j,^. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Umstand,  dass  sich  die 
Frage  nach  der  (^onvcrgenz  der  Reihen  in  38)  und  39)  mit  Leich- 
tigkeit erledigen  Ifisst.  Wir  wollen  die  hierzu  nnthige  Betrach- 
tung zunächst  an  der  letzten  Reihe  durchführen,  weil  sie  fiir  diese 
etwas  einfacher  als  für  die  erste  ausHillt.   Nennen  wir 

A  das  Minimumj       fi—ti)-^f(-\-ti)  , 

B  das  Maximum!  2       T  ~" 

-   ...  j  •. 

wSbrend  des  Intervalles  ^=0  bis  ^=qo,  und  beachten  wir  ferner, 
dass  der  Ausdruck      .  ,  •    .  /•!.••:..«•!.» 

ir.  :    *  \ 


e   


Theil  XII.  10 


lOBtffhalb  desdelben  IntenraUe»  stets  positiv  bleibt,  »o  erka&nea 
)irir:ölNb%liüiie,  dm  der  Werth  des  Integralee  •  . 

o 

mehr  betrSgt  als 


dagegen  «reuiger  als 


f 


Bdi. 


Der  Betrag  des  Integrales ,  welches  hier  einmal  mit  A  und  dann 
mit  B  luultiplizirt  wird,  ist  leicht  zu  tindeo,  weim  mau  für  den 


Ausdruck 


die  (ur  Jedes  positive  i  convergente  uaetidiiche  Keibe 
substituirt   Das  integral  nimmt  dann  die  Form  an  .  . 

«  o  o 

/OD  X»CD 
O  *  •  9  * 

oder  Dach  Aiwfilhrung  der  eiiuelneD  IntegratioDen 
1,1     ,      I     ,      1  , 

'  1  11 


.  1         2a:  gaf  f 


r 

und  die  Summe  dieser  Reihe  ist  bekanntlich  J  cot  io;;  es  liegt 
demnach  der  Werth  des  in  r^io.  39)  vorkomnieiidefi  Integialee 
zwischen 

M  cot  ix  vbA  IHcotl» 
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jHb^  Jntegral  derjieibe  jedenfalb  gleicli  ht,  leUtere  maa 
■Neigiieii  oder  c0inrarglrcB,  «o  Tolgt  »09 

Al)»iti*+m«iD2:t+A3)8ra3ar+.... 

-  fei  die  bekannte  liezeichoung  der  Mittelgrossen  anffefreodet 
m.rden  ist,   der  zuM^:^^  eine  zwischen  «  «n,l  ß  falle nrirGrös«« 

»ö«en,  d.  Ii.  bleiben  f(^U)  und  /{//)  er.dlich  von  <=0  bis  fc=OD 
2»  fo^gt  aus  der  obigeD  Headehunt^  da.*^  die  in  Rede  st.h;;.de 
»eihe  eme  eodltelie  Summe  hat.  Alle«  zusammengenu.uinet.  k  „! 
n  Jl*f  »'«haopteü,  daae  jene  Reihe  convergfrt,  wein  e  ^ 
•ch  /  (u^t,-)  von  ,.-0  bistt  =  oc  lind  von  bateoDend 
beb  und  .tet.g  bleibt  und  ausserdem  A^O  i^Ährend  dea  Ädlee 
#=— oc  bis  t=oo  nicht  uneadlich  wird.  •*«wrvaiiea 

Das«  unter  deOMlben  Bedingungen  auch  die  in  Nro  as>  mr 
kommende  Reibe  convergirt,  ist  leicht  emaoaehen  ^1^^^^ 
»aaibch  daa  Integral  rechts  io  der  Fonn  ^^euen  «u 

aar,  so  küimen  wir  zuDä|chat  behaupten»  daaa  der  Faktor 

Iii  , 

IT  Yu  «"^^'i^h  bleibt   Für  ein  von  Noll  verschiede. 

nes  t  erhellt  d.ess  unmittelbar  aus  der  Endlichkeit  von  A^T^ 
^tr.f^"""^,""^  ^"^^'^    "  '^  Dasselbe  ist,  m.s  der  ' 

1ZJ?1^  .  "  figegen  uird  jener  Quotient  = -/»(O).  was  eine 
eodbche  Grösse  ia  ,  wegen  de? Voraussetzung,  dds  rluTi 
Foartifo  «  und  beliebige  <  endrich  bleiben  aali    NenLen  wi 


/)  fi'ir 

UUD 


A'  das  Minimum  1  f(—lt)'~^f(ii% 
B'  da«  Maximomi   iu  ' 


«ahrend  dos  Intervall  es       0  bis  ^—05    so  üinil  Ai  n»^  »  j 


e<«-*)'  -f 


10« 


ISO 

Der  Betrag  hier  vorkommenden  Integmies  find«!  tUk  n£ 
^holicbe  W^e  wie  Torhio  dnich  £iitiirickeliiiig  ton 


ist  nimlich 

1 


7  (2;i-^)2  ^  (4;j-a.)a^ 

Beide  Reihen  convergires  fdr  tt  >  j;  >  0 ,  und  wenn  wir  iS  du 
Aggregat  ihrer  Summen  nennen,  8o  liegt  der  Wrrth  fies  lotegrft' 
ies  40)  zwischen  A'S  und  ^'S»  «L  h.  es  ist  lür  »>4^>0 

i/(0)         cos  +/(>)  cos  2  o; +  

und  mithiD  dle^  Reibe  conyergent»  weit  A',  B  nod  S  eodBdbe 
Grtaen  sind. 

Geben  wir  in  den  allgemeinen  Formehi  98)  nnd  99)  dem  x 

spezieile  Werthe,  80  erhalten  wir  eben  so  vn  lo  besondere  Tor- 
mein snr  Reibensuromlriing.  So  folgt  aus  Nro.  3b)  lär.j;=0 

41)  iA0)+Ai)+A2)  1/0)  fA4)+.... 

0 

üenier  durch  die  iSp«»ali*inmg 

4?)  u(ß)-fQ)-i-m-r(3)+m-.... 


o 

Die  halbe  Differenz  der  Gleichungen  41)  und  42)  ist 
43)  /(l)  +  /(3)+A5)+/'(7)  +  

J     ei«+e-4**         2<  ^* 

o 

Nimmt  nan  endlich  in  Nrn.  30)  so  Aidit  man  noch 
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-44)  AD -/■('>) -f/'(ö)-A7)  +   '  . 

9 

IKe  Integrale  in  41)  und  43)  könneo  etwa«  omgewaiiüelt  wer- 
dmn,  wenn  man  sich  erinnert,  dsum 

4 


T^t.    Das  arif  der  rrrlifen  Seite  in  4^)  vprkeiliBieo4&  Jll^Mak  zer- 


^beii  lo  wli^d  das  in  Nro.  43)  vorkommende  Integral,  aiige- 
«I  Y^f^^ 'l(oeffi«feoleii. 


Hier  iSsst  sieb  das  jedesmal  zuerst  stehende  lottml  Ikfiizer 
wm^kifkon    Moltipüairt  man  Dämlidi  die  Gleiolii^g 

.  ^      9---    ^     .  ....  - 

mit^und  integrirt  darauf  xwUcbeo  den  Gr&ozeu  2=0  und  2=00, 

ii4i/f )Mto'^r9Mli>  im'  llnlui  »Mh  «  fewNnmeiieiii'IiiliBgrales 


t^a^i^,^  ^  »Cf  A^*^  fit)  dz.   i'      '  ' 
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Benutzt  man  dieM  Air  da«  ▼«rlierg«btiide  and  scIMfal 

Gleiebf^irnngkeit  wegen  t  fBiT  X,  so  kommen  «l^tt  der  Glekhnngmi 
41)  and  43)  die  Colgenden  la  stellen: 


l  •  .- 1  Ii 


44)  im+^a)+A2)+A3)+rt4)+..,. 


46)  Ai)+A3)  +  A5)  +  A7)  +  ..:..      '  :  -  t 

•Setzen  wir  endlich  fia^z)  filr  A^)'  ^  consfante 
Grosse  bezeichnet,  so  Jioliiaeu  die  Gieicbungen  44),  42),  45)  und 
43)  die  nachstehende  etwa^  allgemeinere  Gestalt  an,  wobei (z) 
der  Bedingiiog  witerfrorfen  sein  muss,  das«  f{ui-tt)  ^tig  ima 
endlich  bleibt  ven  ii=i  .b«i«=OD  nnd  von  1^7-00  nie  Aps-f-oe. 


48)  Aa+1) +/(«+3)  +A«+6)  +  A«+7) -f  . . 

49)  Aö+1)- Aa+3)  H  /(a+5)  -  / (a-f-7)  + .... 


(a+D- 


-  Ank  IdiMM  Sununttformeln  för  «nMidlietM»  Leihen  ftittaen  sieb 

mit  der  grussten  Leichtigkeit  ähnlich  gebaute  Summenformelll  für 
endliche  Reihen  ableiten,  indem  mm\  eine  endliche  Reihe  als 
Differenz  zweier  unendlichen  lielheii  betrachtet. . rsinimt  man  z.B. 
in  der  Gleichung  46)  erst  «i=0  und  daau  a  gleich  einer  positiven 
gansen  Zahl  p>  eo  glebt  die  Subtraktion  der  so  entstehenden  swei 
neuen  Gleiehnogeo: 
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m 

.  r«,  *-r    + ,/-^  5z*-  m 


'  I  » 

■•bfi  «ich  die  Uiffeieot  ,  i 


_2  /""-iL-  rip-^-^npW  • 

4  ^       ~^  ' 


...  «/•...•       .  - 

kurzer  auädrucken  lässi,  wenn  man  im  ersten  integrale  l=i  uuii 
in  iweMra  p-k-tszrB^^;  es  wird  dieselbe  hierduräi 


nd  dim  bt  oienbar  dasselbe  Wie 


j  *  *     ■  - 


r(/>)rf;>.+Ceiist., 

wepn  jQfto  sieh  nur  die  Constante  gehörig  besfunmt  denkt '  Pic 

Torigc  Summenformel  geht  nach  dieser  Benierküog  und  nacll  bei* 
anwitiger  Additioo  von  4/(p)-*4/(0)  In  die  folgende  über: 

Al)+/(2)+/\4;+... 
^lr(p)-^nQ)iJ*r(p)dp-k^CQWit. 

+  y    ^srzT-'''  21"^  

Vereinigt  man  hier  die  drei  von  p  unabhängigen  Ausdrücke 


nt  r  cinzi^rn  Constanten,  welche  C  heisseu  müge,  so  eriial* 
tui  wir  encilicb  (oigende  i^ummeolbni^el:'  *  -  . 


1S4 

Ganz  dasselbe  Verfahren  wt  auch  auf  die  Gleichungen  47X 
48)  und  49)  anwendbar;  bezeichnet  man  fiberfaaapt  iimiMr  mit  C 
den  Complex  i^ller,  derjenigen  AnsdHIeke,  weklM  vo%  der  witt- 
kfihrlichen  ganzen  positiven  Zahl  p  aeabbingig  «nd,  eo  indit 
imu|,oliDe  fü&kp  19«  der  (Bleichuag  47) 

61)  '^"^  /(l)_/-(2)+/(3)-...  +  /•(;,) 

ferner  ane  Nro*  48)«  wenn  p  eine  gerade  Zahl  beieiclinet, 

«2)    ...    /^(l)  +  /^(3)  +  /'(5)+....+/'(/i-l)  . 

«adlldi  an  Nro.  49)  fiir  ein  ebenfalls  gerades  p 
63)  +  ...+(- 1)1-- Y(P-1)  ,. 

Dass  !n  rlon  Formeln  46)  h\s  5  })  allps  bisher  über  die  Sfim- 
mirnni^  all c^nu einer  J^eibeo  Bekannte  eoihaiteo  ist,  wird  der  jüicliste 
Abscbuitt  zeigen. 

Die  Samraenforraelu  4Gj  bis  ö3)  sind  noch  einer  bedeatendeo 
Transformation  fähig,  wenn  man  die  zwischen  den  Gränzeu  0 
nnd  OD  TorzuDebmenden  Integrationen  dadurch  ansfiihrt»  daea  man 
die  Functionen  /(a-f  <0  und  /(a  —  ll)  in  Seihen  veiwandelt  Diess 
bat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  an  die  . 
genaue  Form  des  Tli^ereraea  vonMao  Jjauriii  erinnert,  wonach 

F(i)==F(0)+[F'.(0)  +  F'CO)*.-..- 

ifl,  und  hier  X  einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichn^.  Fflr 
tts=2ii-|'l  nnd  F(i):=:^.{r(a^ii)—f(ß^Ui\  indet  tM  liier* 
nach  ohne  Mflbe 

63)        V   ■       .(^LtB^(S=^  .    '  •!•.. 
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nd  imsn  crgidbt  sich  aeb^  fc^idit 


51,      ...     -^y**?     dt  /^i^f(«^ 


I    V    ««^-1      1.2.3   V     .e*^'-irl  ' 


1.4.4.. (a«-i)  V  '^Bs^iv 


0 

(-1)"  /»»««»»»lit  /t^^fj^iH-tO^f/fWllta^wl»;;!;!. 

Die  Wertbe  der  auf  der  rechteo  Seite  stehenden  Integrale 
iit  0br^  gajms.^sitives.A  ^i.  .", 

12..  (2^-1)  r  ^    ^  .  7  ,  -i 

ZiUen  «ammirt:  •  I. . 


Benutzt  man  dioss  für  dje  Gieichiuig  54)^  SO  verwandelt  sich 

(iieseibe  io  die  lolgende:  ■   .!  ^ 


Der  Werth  des  letzten  Iiitegrales  ISsst  sich  nicht  ttmniMtelbir 
atitrehen,  wohl  üMf '  zWIMen  swelGriUneB- elBidlll^Mltt;  neoben 

wif  «^^mlifh  *  '  '*  ' 
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m 

//^„f,  das  Minimum     \         /(aH!^>(o^<i)  ^/w-i)  (g—ii) 
K'j^nii  aas  Maximum    f   '^^'^  i.    .  * 

welche  eintreten,  wenn  /  das  lotsmill  O'  Jbfai  tr/  di^rtjUitlt.  M» 
fibecseugen  wir  um  leicht,  das«  oa«  Integral' 

V  :  r-^ir —  

o 

mehr  .betlSgt  au   -  '       -  -  .  <  . 

y^«  1^^^  J  ' 

dagegen  ajb^r  ir^aiger       .  t      .  r ;  r ,  .\ 


äfco  'ettie  Mittelp^^e  aiv^isrhen  MMen  tgt.  Insofern  mM  iMi 
immer  eine  zwischen  a  und  I?  tallc^ndn  Zalit  als  eine«  BtddlUMBil 
der  grösaeren  Zahl  ß  ansehen  darf,  kann  man  jetzt 


Betzen  i  wo  ^  einen  peitliveil  Ichiea^BliMili  beMlelmtt'rlffwIi. 
VorbergeheodeD  felgt  dann  •    »'uim  n 

56)         ij  jaHin:^^ — ^r^, — 

•  -  -     •  > 

iroTen  wir  bald  nachher  Gebraoeb  macheD  werden. 

'lifiebt  mindK  (eicht  ist  es,  den  \Vettl|;_(l4B  liile^ale«  _ 
  r(«41«)'-/(a-«.-)     -  ^ 


Iwl'WMIWPtmen  andjun.Vfe^e  ^  entwickeln,  iß^ut^  man  wie- 

4eru%  uoter  ISro«f9.»^eia(f9sl|f^^  f»  ^epgK^t 

eich  dasselbe  in 
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U  O 

i.2.;5...(2ii-i)  V 


1.2.3..  (2« +  1)  y     ~e^t-e-^  2  "  ' 

Mit  Ausnahme  des  letzten  Integrales  stehen  die  Integrale 
unter  der  allgemeinen  Form 

o  o  .  , 

'     •    '  i    '  'II   :  i'«jlT.»  #/TJil!I 

*  75**.        LJä^«  T3=^  ^  ÖJMrX'fi^  J  f 

woraus  man  durch  Summirung  der  Reihe  findet : 

Wa«  femer  das  letzte  Integral  in  Nro.  58)  anbelangt^  so  ist 
klar,  dass  dasselbe  mehr  beträgt  als  *     '  •  i^j..  .\L.i  * 

y     ßnt_e-'rt  ^*"+>  ~  2/1  +  2 
und  dagegen  weniger  als        w«      $  *  • 

wobei  ffqn+i  und  ^^n^^i  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin. 
Ks  folgt  daraus,  dass  mau  unser  Integral  d.  n. 

60)      2/  ^ 


 2 


zu  setzen  berecbligt  ist,  indem  wieder  q  einen  positiren  ächten 
ßruch  bedeutet.  Benutzt  man  jetzt  di«  in  59)  und  (K))  verzelch- 
ficten  Resultate  zur  Umwandlung  der  unter  INro.  58j  aufgeführten 
Reihe ,  welche  dem  Integrale  in  57)  gleich  war,  so  findet  man 


IM 

(-l)-'(2*--l)IW^  (-I)"(.f^"t^~I)g,.+. 

-t'       1.2.„(ste>      ^  ■   '(''^+      IX^iH^  *  **• 

•  ,.  .  ■ 

Gan^  derselben  Behandliingsn'eise  kann  mn  das  ftraw  iiir 
oueie  Zwecke  aotbweBdige  Integral 

1 

unterwerfen;  man  selangt  aber  Itiirier  zu  dem  sich  dabei  ergeben- 
den Endresultate,  nenn  man  diu  UleicbuDg  56)  von  der  Gleichiuig 
(il)  subtrahirt;  es  ergielit  sich  so 

dt    f(n-^ü^-f(a~tü    ■  '    ■  ■ 

=   i.a    /  («) - 1.4.4.4      +  1:3..«  '  - 

"  +  1.2...(2,.)  i.a...(a»4-st> 

Wir  woUfio  endlicb  Doch  das  Integral         •  , 
9 

eber  TransfomuilioD  untcirwerfen,  wodurek  «dasselbe  in  eine  end- 
liolie  nmgesetBl  w.ird.   Henutzen  wir  nSmlich  das  im  An- 

fange dieses  Abschnittes  citirte  Theorem  von  Wae  Laiirin  för 
die  Fälie  m=i'in-t2  und  F(t)=k  {f(fi'k'ti>'i-fifi-t£i\,  ao  i»i  sa  * 
.a&chsl  ...  -       Ii'!  .     .'.  '    j  '  '  • 


«  •  «  .V  -  - 


>.  1 1  9 


mittelst  Substitution  dieses  Ausdrucks  verwandelt  siclr  da» 
tMihi  i»naiiiile  InfesMU  fn  die  IMie 


18» 

fldt 


•  %  • 

1.2.. (2«)  y 

^  i.«..pjr+2ji/  cA»(^r"«»<  "^^     — 4 *  

Mit  Ütonahme  :des.  letzten  Oliede«  .tnthaltea  afte  Glieder 
iBtegiale  TOD  der  Fonn 

•  ■      •      I    Ii  , 

WO  steh  die  Reihe  mit  Hflife  der  Sekantenkoeflizienten  etunnilreii 
tot;  man  liadet  00  *  ■     '     ,  •  •         '  W 

FOr  das  im  letzten  Gli«de  der  Keihe  02)  vorkommende  Inte- 
eral  geltea  noch  foleende  ßemerfcangen.  Wenn  i/2iifi  und  K-m-^t 
4u  lliiHaiiim  und  Bfauümaai'  Ibeieielmea«  we^bee  dl«  Fnfietio«. 

iMinait,  sobald  man  i  da«  Intei^rationsiotervall  <  =  0  hl»  t  =  <x 
dbcUmfeD  llast^^^.eo  erheUt  jiniiiiMielbar^  dass  der..itnineriache 
Bebag  von  ^  "  i 


o 

';  I, 


iDebr  aoamacbt  aia  .  :  ^ .'    1.  '  -     '  A, 

•  » 

't^geo  aber  weniger  als 

woraus  sogleich  hervorgeht,  daas  man  berechtigt  Ist,  dae  |d  0Q 
^^r/eichnete  Integral  =pf  ^211+9 ^^21141  z"  setzen,  indem  man  uoter 
H  etneo  paaltiven  ächten  Bruch  veretebt  JNacb  dieaen  Bemer- 


160 

kungen  erhlilt  tlie  Reihe  i>i),  d. Jh.  das  in  03)  verzelchoetc  iniefpeX» 
folgende  Geätalt:  *  ^ 

Die  Transformarioiipn  ,  welche  >vir  unter  50),  Ol),  G^)  und 67) 
erlangt  haben,  netzen  mis  mm  in  den  ^taial,  duch  dea  früheren 
Summenforjuela  eine  andere  Gestüt  zu  gcUeu,  und  zwar  ftvf  fofr 
gende  wei«e. 

Wir  benutzen  zunltrh«:t  flie  Formel  56)  für  (Vw  ünnvandlons 
der  GicichuKg  40);  e«  ergiebt  öich  so,..  weiiU  nach  ^  lür  ge- 
setzt wird. 


68)  lA«) +  /(«+!) +/(«+2)+/'(a+3)  +  ...  . 

-+S.M2^  1:2— ß«+2)^  • 

Wenden  wir  tetMt  die  «Hier  Nro.  61)  Teneiclliuite  T^«forfli* 
tion  auf  die  Gleidiuog  47)  an«  so  wird 

69)  .  i/(a)^/(>T  +  l)  +  Aa+2)-/(a+3)  +  ,... 

-1:2:3.4-^ 

I.2...(^)    '/^^^Ma)4-  1,2., 

Die  Siiinmonforinel  48)  verwandelt  sich  mit  Hülfe  der  unter 
08)  Terzeichneten  Relation  in  die  folgende: 

70)  /(a  + 1) + /•(«  +  3)  +/ (a  +  5) 4  fia^T)-^ ... 

-+  l.ä...(2«) ,  .  T  r2.-(a»+»)  «^•*- 

t 

Bndltdi  ennebt  eich  dofch  Anweadnng  von  Nro«  67)  auf 
Nre.  49)  ° 
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m 

PCr  alle  diese  Formeln  gilt '<lie  lleiDQrkoii[|^>  q  elneo 

ponHven  ä^bted  ihiiob'iHid  . .  . . «         ~^  •  . .  '  . 

bedmtet,  welc^  wKliTend  des  lntervalles  <=0bi8  t=Qt  eintritt 

Nicht  minrler  leidit  lat  .  dio  vier  Fornifln ,  v\  eiche  zur  Snm- 
mining  eiullicher  Reihen  diciil*  ii,  aul  gleiche  Weise  iiinzuwaiideln. 
iSchreiheit  uir  zunächst  in  der  (ileiefuin^  50)  p  und  1^  iür  ß  und 
K,  so  giebt  jetzt  die  Benutzung  derselben  tür  die  Uittwaadlung 

Die  Formel  6))  auf  Nro.  61)  «uigenendet  liefert  e]^«ui  so  iwuhi 

73)  /a)-/(2)  +  A3)-^...+(-l)ifVÖ^)  ■    ••'"  '^ 


•  !  ::  ;      .  1  i 

r 


I  « 

Ave  der  Formel  52}  wird  nntep  Miti^irliung  yon  Nro.  02)  die 
falgeode»  worin  p  eine  gerade  Zahl  bezeiclinet: 

74)  rO)+/'(3)+/'(S)+...+/(p-.l) 


im 

Die  Formet  53)  endl^h  geht  anter  Berück^icTitigtin^  von  Kraj^T) 
in  die  folgende  über,  worin  wieder  p  eine  gerade-,  Zabi  Ut: 

19       /a)rA3)tA5)-...+(-.ij**-»/(p-i;       - ' 

FOr  alle  diese  Formeh  gilt  ffi*  B«Mritng»:4«M,|iah  poti- 
ttvw  ächter  Bmch  und 

bt,  frelehes  eintritt,  wenn  I  das  Intmall  tssO  bl» 
dorclil&ult 

Von  den  acht  Suinmenformeln .  welche  wir  hier  erhalten  ha- 
ben, sind  einige  bereit^  von  Mac  Laurin,  Stiriiiig,  Euler 
entwickelt  worden»  deren"  ftttere  Darsteltungen  jedoch  in  sofern 
als  unvollstSndIg  anzusehen  sind,  «als  ihnen  die  ReBthesttnunon|f 
gänzlich  mant^elt.  Diese  letztere  ist  aber  gerade  hier  \lpn  ^jndtbi- 
ger,  ;i!s  die  Kfihen.  welche  rrrhtor  Hann  in  den  obigen  Forraeln 
vorkoninien,  in  die  Klasse  der  sogenannten  halhconvergenteo  Rei- 
hen gehören,  über  deren  Natur  hishet  nur  uenig  hekannt  war. 
Dieser  sehr  i'ühlharo  Mangel  hat  in  neuerer  Zeit  einige  ergänzende 
yntersnchungen  Ton  Poisson,  Jacobi  und  M.almstep  hervor- 
gerufen ,  welche  sich  jcdocli  nur  auf  d$e"Vormel  72)  öder  eine 
etwas  allgemeinere  beziehen  und  deren  Resultate  von  den  hier 

gefundenen  formell  verschieden  sind.  Dass  ahcr  die  mitgetbeilten 
.ntuickeluncrcn  in  der  That'die  vollständige  Aullclärung  öber  ^« 
^Vesen  der  halbcunvergcnten  lieiheo  enthalten,  wollen  wir  an 
einem  Beispiele  zeigen , '  dessen  JBeb^dluug  als  Norm  für  jeden 
anderen  speslellsn  Fall  gelten  kann.  .  -  «  ^  , 

Es  sei  in  Nro.  72}  7Cp}='-.,  so.  fiodei  man  auf  der  Stell« 

Tm  hier  P2nfi  zu  iiestinnnen,  br^ucliSli- wir  Mos*  SU  hsrtfch* 
s|clifigen«  dass.  ip  unserem  FaÜo  > 


...  .       ^  .  ,  ■ 


1.2...(2n-fl) 

2 


Der  zwisolMn  den  Klamraern  befindliche  Ausdruck  erhalt,  tvle 
mkt  Iflicbt  im  fl^en  Ut»  aain  Maziiiiiiiii  für  tsO,  und  daher  i«t 

IWi=-1.2.8.-flii+l)j;i5i.  . 

Die  i^ige  Sammenformel  fifr  die  reziproken  inUSrlicbeo  Zah 
Im  g9ht  Jetel  in  die  folgende  Aber: 

11  1  I  ♦   ■  : 

76)  1     2  ^^^P 

2;>*     V (2»)  P*»         (2»  +  2);>*H-»  ' 

dass  hier  der  Rest  einen  Bruch tbe^l  des  zaleb.t  in  Rechnung 
gebrachten  Ciliedes  der  Reihe  betr.'igt ,  woraus  der  Grad  der  Ge- 
oaoijrl^eit  iiTinrittetbar  hervorgeht,  sobald  p  und  71  spezielle  Zah- 
teon-erthe  ertialten.  Um  noch  die  Constante  C  zu  bestimmen,  hält 
sich  an  den  bekannten  Satz,  dass  der  Ausdruck 


für  unendlich  wachsende  p  gegen  eine  feste  Grjinze,  nämlich  die 
Constante  des  Intei^raliogarithmus  (0,577215r>.  )  (()n\  er>;irt;  subtra- 
hirt  mau  daher  in  Nro.  76)  beiderseits  //>  und  iiissi  uaraul  uii- 
üdidb  ireidon,  so  ergiebt  sich 

wsmit  der  Werth  von  C  ^eftmden  ist.  —  Es  liect  nun  der  Ge- 
danke nahe,  die  aui  der  rechten  Seite  von  Nro.  7ö)  vorkommende 
«dlidlie  ReÜio  dodareh  «a  einer  nnendlichen  sn  macliett^  das^ 
naa  d^e  Gitederanzahl  n  derselben  unhegrSnzt  wachsen  iSsst.  Oa* 
bei  erhebt  sich  aber  eine  Sohwlerigiieili  ea  nfimRcb  (Ii<  K  ernoulli- 
achen  Zahlen  viel  rascher  wachsen  als  eine  geonietri^cbe  Progres- 
sion» f*\e\)t  »'S  f  ine  vStclIc  — und  sie  würde  leicht  zii  bostimmen 
»ein  —  von  welcher  ab  die  Heihenglieder  fortnShrend  zunehmen, 
also  eine  divergente  Reihe  bilden ;  man  kann  daher  diese  Verlän- 
gmmg  der  endlichen  Reihe  au  einer  unendUchen  nicht  ▼omolnnen, 
aoadem  wird  die  Reihe  nur  bin  an  derjenigen  Stelle  fortsetzen» 
«0  die  Aboaline  der  JReihenglieder  auflilirt  und  die  Zunahme 

TMi  m  11 
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anfSnst,  d.  h.  bis  dahin,  wo  d«r  Rest  derJEMie  seinen  kleinsten 
Werth  erbält.  Da  durch  letzteren  immer  der  GenauigkeiUi?rad 
der  Rechnung  liedingt  ist,  so  erkennt  man  hieraus,  das«*  die  halb* 
converi'enten  Heihen  ijen isserma^isen  iNhherung^fornjehi  sind,  mit 
deren  Hälfe  mau  die  uiii>ekannte  Giü^se  nur  mit  einein  gaux  be- 
stimmten (durch  den  ZaMenwerth  vot  p  g^ebenen)  CvenauidrilU- 
gnde,  der  aber  oft  sehr  grossf .  ist»  Dsrecnnen  kann.  Nora  pri- 
gnanter  treten  die^^e  Ketraehtuogen ,  die  sich  an  das  ubige  oei* 
spiel  anknflpfrti.  dann  hervor,  ^^r^)n  man  Mch  zur  SumHilr^ng  der 
rexiprokea  natürliches  Zahlen  der  integrairormel  50)  unmittelbar 

bsdisiit.  Es  tat  aUblloh  Ar  f{p)c:  - 


11  l  1  /*•  dt 

77)  1  +ä+...+  i=C+^  +  «»-8/ 


t 


Dass  es  nun  hier  geradezu  unmu|lich  ist»  das  iptegial  In  äs* 

unendliche  nach  l*uleu/.en  von  —  fortschreitende  Keibe  zu  ver* 

P 

ivandeln,  erhellt  leicht;  denn  man  könnte  nur« 

i  '     *  - 

'        1        pj^  f  _  . 

|j3     «*  *  * '  .* 


PI 


setzen  und  so  das  Integral  auf  die  Reihe        - '  •  .  - 

Msfan.  Bis  vAliergeliende  ttetfshnng  setet  jtsdoeh  votktts,  dass 

—  ein  ächter  Bruch«  d,  h.  <<j9sei,  denn  au«sertlem  i«t  der  Qai* 

tient der  unendlichen  Reihe  niclit  gleich;  der  Bedingung 

<  <  ;i  \\  id<Tsprecheü  alier  die  In(e^ratIoi)s<;r;irizen  ^:=rO,  i=^, 
vermii^e  deren  t  jcdeiifails  p  einiual  übersteigt;  es.Avüiide  dab«' 
jene  lieibeuverwandhing  unter  widersprechenden  Bedineuasea 
•yorgenemmen  s^in  und  mitbin  ist  sie  «njiuUissig.  .  JMmwS  siad 
.it:ir  t^ezwun^en»  uns  mit  einer  Verwandlung  dos Int^nitss  iSins 
endliche  Usihe  au  hagndgen,  indem  wir  ■ 

*  * 
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Mtiea,  wac  für  all«  t  von  1=0  hia  t^soc  gilt.   Es»  wird  danu 

(— l)2«-i    n^i^dl     (-1)"    P'^i^^^di  _l_ 

i  l  wenn  man  die  iDtegraliooeo  reclito  mit  AnmalimB  der  Jets 
ta  iwfiilirt: 


^r*  dt  i 

9 


+ 


Uierdarch  gebt  die  Formel  77)  in  die  folgende  über: 

M 

and  diese«  Reeidtat  ist  f^r  Jedes  endliche  n  richtig,  indem  der 

Re*t  Alles  compcnsirt  Da  man  aber  tüe  Integration  nnf  dfr  rech- 
ten Seite  nicht  durch  die  [;ewöhnlicb''ti''Mittel  ausführen  kann,  ao 
auuii  man  wenlastens  Griuizen  arizugehen  suchf'ft.  zw  Ischen  denen 
<ler  ^erth  des  Intesralos  enthalten  ist.   Dio8>)  hat  keine  iSchwia* 

11 
li^btH,  fvtBD  B8D  beriicksielitigt»  dsss  /^^^  weniger  als  be» 

M^^silliiw 

12* 
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Min  rmmh  uni  na»  fotgllcli  bemlitigt  tat»'.te,i«l«|Nil'M» 

zu  setzen,  wo  q  einen  ächten  Bruch  bezeichnet,  der  nur  poeiü? 
Mio  kann ,  well  der'  Werth  de«  IraglicHert  Intectrale^  jederaeit  po- 
aitir  ist  Durch  diem  Sulwiftutton  wird  die  Gleichung  TS)  mit  der 
unter  76)  verzeichneten  vulUg  identisch,  deren  Bedeuhing  mo  kei- 
nen Zweifei  mehr  soläaet         .     '  ' 

Wir  schtief^tien  hiermit  unsere  Untersuchungen  über  die  Sum- 
mir^ng  der  Reihen«  indem  wir  noch  die.  Hoffnung  ausspreche^,  , 
dasa  durch  sici  üle  UnvollkomnuTihciten  der  Reihentheorie  geho- 
ben sein  mögen,  über  welche  «ich  Lagran|(e  in  den  Worten 
beklagt:   „La  perl'ection  des  m^tboaes  dnpproxiniatioD, 
dans  le.s(juelies  on  cmploie  les  s^ries,   (Upiiid  non- 
sculciiierit  de  ia  cunversonce  des  series,  mais  encore 
de  ce  qu'on  puisse  estinior  Terreur  qui  re^ulte  des 
termea  ^a*on  neglige;  et  k  cet'dgard  Ion  feot  dire  '4|ae 
presqne  totttea  lea  mdihodea  d'approximatioa  dottf  ob  ! 
i'ait  usage   dans  Ia  Solution   des  probleroes  georoe-  ' 
triques  et  m  o ca  n  i  fpi  f»  s  ,  sont  encore  tres  iraparfa  i  t  es," 
(Theorie     des    iouctiuna    aoalytiquea,    2«  editioo» 
page  Oü).  I 


Velber  die  Auiflösiuig  der  Olefehuiicji^ 

de»  Tlerteii  Orades. 

Von  dem      •  * 

Heraasgeber 

und  dem 

Schukmls- Kandidaten  Herrn  W:  Sehleaiefce 

ati  Gretftwald. 


Was  in  der  Eupleitung  zu  dem  .Anfiialze  über  die  Auflösung 
der  Gleichnngen  des  dritten  Grades  in  Thl.  XI.  INro.  XXXiiC 
<;eäagt  worden  ist,  findet  anch  anf  des  vorliegenden  Anfsati  Iber  i 


4b  dMBsanpr  d«r  'Gieichnngen  Uäs  vierte»  Ch«dfs  AttwtodaoOi 

md  soll  daher  hier  oicht  wiederWt 'werdew»  Auch  die  der  Wh 

senden  AutlösiinG:  (h^r  (^leir  fnttti^pn  des  vierten  Grades  haoptsärh- 
lich  lum  Grunde  liegende  itiee,  niimlich  die  Summe  den  zweiten 
und  vierten  Gliedes  der  trarisfonnirten  Gleichung  3)  gleich  Null 
m  setzen»  gehurt  ganz  Herrn  Sehlem  icke  an.  G. 


) 

m  welehfer  das 


Die  gegebene  Gleichimg  das  vierteil  Gtidea» 
ile  Gfiel  fehlt,  aet 


1)  s*i'Ux^^baii-€=zO, 
Um  dies«  Glaichung  aufindSaan,  aafzei  flau  • 

*     i  '     '        2)  a:=ii+e/ 
fo  %»ird  die  aufxulusende  Gleichung: 

(n  4  9)« -I- a(v + e)> + 6    + «)  4-«=0, 
d.  l,  wie  man  nach  leichter  Kechnung  ündet: 

3)    if*+4r«»4-(6e*  +  fl)tt*  \  . 

-t-(4r3  +  2ar  +  6)M    (»0..  -  • 

Die  beiden  v\  iiikührlicheo  Grusseii  u  und  v  wollen  wir  ^u|^ 
ee  sa  bestimmeii  aneben,  daaa  in  vorataheader  Gldchhnff  dili 
tauae  des  zweiten  und  viertea  Gliedes  verschwindet»  wdchea 
laa  die  Gleichong 

i  L  die  Gleiehimg 

giebt  Diese  Gleichung  u  ird  erfüllt  iur 

•sO  and  4e«^*f  4e'*|-2<ie-fA=:;0. 

Wollte  man  aher  die  Auflösung  h~(\  wählen,  nach  2)  die 

uohekannte  Grösse  j:=^v  setzen,  so  hieät»e  dies  für  x  nur  das 
neue  Symbol  v  in  die  gegeliene  Gleichung  l)  einführen,  wodurch 
aatdritcn  die  Geatalt  der  gesebenaa  GMebaag  dae  iresaatUelie 
Vsfiadening  gar  nicht  erMidet,  sondern  nur  auf  einen  aaderen 
Jl^heit  Ausdruck  gebracht  wird.  Man  wird  also  veisneheo 
Ii  .ab  fticM  vjaiieidit  di^  AnfljSpnag 


5)  4i»ii*4-4üH^fl»  +  6=0 
d«  Otaklmng  4)  m  aiaev  wasantiklifln  Vereiobching  dei  tßgß- 
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h^ma  Gleich  mit»  1)  orier  3)  ftfhrt 
cKilDg  5)  lol^  aber  aiit  der  tttaile 


.11  • 


6^  ^=_*f!±Sj£±i, 


welches,  io  (iie  Gleichung  3)  ei^^eltUirt»  die  Gleichuiig 

oder  die  Gleielmiif;  '* 

4i         )  Tv  1=0. 

oder  die  Gleichung 


•f  16e*(t>*+iie*+6e-f  c)l  ^® 


giebt  Entwickelt  mao  aber  diese  Gleichung'  gehSrig,  so  erhält 
man  die  Gleiobung 

ft.  i.»  neou  man 

•  '  -'  S)  4e*i=«' 

Mtit,  die  Gleichung 

so  dass  also  auf  diese  Weise  die  Auflösung  unserer  gegebenen 
Gleichung  <1cs  vierten  Grades  auf  die  Auflösung  einer  Gwichnng 

des  dritten  Graden  *)  zurückgeführt  ist 

Wenn  nnn  flicht  ö  '0  ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  cubi- 
schen  Hülfseicit  hnnir  9)  eine  (nicht  verschwindende)  negative 
Grosse,  und  diese  Gleichung  hat  daher  nach  einem  hekannten 
Mze^  jedeneNf^ine  vwlie  pMlthm  Wafiei,  vreMw  «»di  tMeU 
Terscbwindet,  weil  unter  der  gemaoliten  Voraussetzung,*  dftss  nicht 
6aa<)  sei»  die  Gieicbung     natOilieli  «berbnvpt  kelM  wwhivbi» 


r  M 


'  ^)   Diü  Gleiehang  9)  ist  die  bckaonte  cubische  Hülftgleichung 
AulMtong  der  Gleidraagm  iee  iferlen  Cbid««,  %tlche  beMnmi 
andi  BQf  anderem  W«ge  gewiimeii  U^pt..  Da«  vorhergeb«iide  Verfahieo, 

«n  dieser  llti!f«j^leichunf^  ?»'lnn^en,  tchfrint  mir  aber  neu  und  beson- 
der« einlacti  zu  sein,  weshalb  sich  dasselbe  nameaUich  anch  fär  die 
INfntte  ies.VmlMMls  empMkn  darfie.    - .   >  t. ' 


Digitized  by  Google 


Wwwl  .li^Q  luKia.  Diese  pidil  TmchwiiidMide  reelle  po- 

sUiTe  Wurzel,  welche  unter  der  «^emachteii  Voraussetzunpf  die 
Gleichung  9)  iiothu-eiiiiii^  haben  iimss,  wollen  wir  durch  4g3^  be- 
teichnen.  Weil  dann  4ä'  ein  nicht  YerschvTiodeader  reeller  posi- 
drer  Werth  von  w  i9i,  so  kann  man.  nach.  ^) 


10)  tj=^±<a 


setien,  wo  u  ein^  nicht  verech  wind  ende  reelle  Grosse  ist«  Führt 
mtm  dKe  Mden  voitorgelMedeB  Wertlie  vm  9  in  die  OMebung 
9  «b,  ee  ethiU  mail  ^ 


U)  n»  .  4ö^  ' 


md  Mgikh  nach      10),  12): 
.--•/.'' 

|±«  i-ä  ^  V  -7 1 — r —  • 

wekiies  unter  der  geraachten  Voraussetzung  im  Allgemeinen 
rier  unter  eniaiider  verschiedene  völlig  bestiumite  endliche  Werthe 
fw  X,  äleo  Äe  Tier  Wuitteb  sind»  welche  die  gegebene  Gleicheng 
1)  dee  vierten  Gradee  überlianpt  beben  benn. 

Wenn 

 r*^ — 


iit,  M  bat  die  (ileichung  1^  die  ^ier  foigeadea  iWiuBebi,  welvhe 
•iiUDtlich  reell  sind:  "*  *  1. 1  \  .ttr  I      il  ••!  -'i--  •* 
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.    •  ...lU«      l+ö-f-A  \     =  »  i'''   

•  I  .       Uff  1 

•  :  : 1    _    I4/     4ö'  +  2aö  +  6 


+         V  ^        '• »  dh*.        .  • 


14)  x= 


au  —  b 


•  *  • « 


_  1  4/  4ö»+2flö- 
-<^-2V  -ö~ 


•.•l't»,.         Ml      Ml  1   (ö-^r.    W  .._m>.    >   .  •     !•  ,1111 


.»  

Wenn  -      -  ' 

4ö»+2aö  +  6 

  <U,  • 


•  l45»+2aö--6 


<0 


ist,  80  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  welche 
gämmtlich  imaginär  sind: 


15).  x  = 


^  l4r 4c5»-f2oc5  +  6 

L       1  4/^t5»-h2a5T"6  w— r 


't  .,1. 


-"+2  V   ö  

'        [■•••-  •1  4/  4ö»+2aö— 6  ":>:iiV'' 


:  i  Im.  .»«mI  iI  »  / 

.    ^ p***\tl  »l'lff  T 
.  M:"/!  'M-.''.;!    I  •.  •  •    •        ••  .....iw  .,1.*.  '.  f  ' 

4c5S4-2ac5  +  6 


Wenn 


>0, 


ist,  80  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wuneln,  von  de« 
nen  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind:  i,„,.     .'  i  .     ,  . 


'  Google 


«+fV — n 


-»+2V-  5  


•  m;<:uii      i         h  ..^    im  it^  1  n*    1  i.VQti »  l>it:J  ii»v> 

«0  kal  iD*  Citoichang  1)  die  ▼!«  folgshden  Wnrxelo,  700  de> 
mi  wieder  sirei  leeU  onii  iwei  iiiiagiDlr,j ' 


1  4r4öä+2 

Ii/  4<5H2a5^6" 
^2  f  ^P^TTö     *  — 


17)  a?= 


 '  _    ■  J — =0,        biii*«  'I  . 'i'j  1 

S  •  . 

M  anp^>f 

Ist.  eo  het  die  bläijimig  i)  diei^v/er  fblgeiideA  Wfaneln,  von  de- 
wm  sirel  reell  end'  gleicli»  die  Müden  atdem  reell  und  mgleldi 
idnds  .   '  \ 


Digitized  by  Google 


+  0, 


18)  a;= 


1  4/  .  MH^JS^ 

jV.  T  


Wenn  r 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Warzelo,  von  de- 
nen zwei  reell  viid  eiofteder  gieicb»  die  beiden  anderen  imeginir 

sind: 


rrr^  (vi 


Wenn 


;  ®     '  t 


ist,  so  bat  die  Gleicbiing  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  reell  und  unglei<^.  die  beidtp«  anderen  reell  und  einan- 
der gklch  eind:       .  >  -      ^:  '  ^ 


r^'^'^iX  "'S 


.  ^\         )  Mit    ^  kl     4to'-f  ga<54^  . 


 ^   <0,  .  : 

4S^-f  2a5— 6;^^  i 
15 

-  T  •      •  :' 

bt,  M>  hat  die  GlelchnM  1)  4te  vitr  fole^ndeo  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  InaglBlr»  die  Deraem  «ndereo  raell  und  einuider  gleipli 
•bd: 


,1):. 


t-'tl-  _  -T 

Hast  nidlt  ipgMdliol  v;'!  u.'»U  ui  cii^;:^  Ilm  »n.i  i»ji4ii 


aeb  ImnD,  «iImII«!  «af  der  Stelle»  weil  eonet  anch  i,  .„ui 

•~'g'=0,  Iii  ü  .1.  Jiioi.   Hü  .  [--i 

al8o,  well  bekanntUeTi  Tiieht  S=0  läti  sein  musate,  waa 

gegeo  die  Vorauö^elzung  streitet.  . 

Damit  man  versichert  sei,  duss  man  durrh  ilas  Vorhercefiende 
immer  aile  vier  Winseio  der  gei^ebeuea  Gieiebtuig  1)  erhalte,  ist 

d.^^  weil  nicht  (ti—Q  ist,  wenn 

IM,  wo  nach  dem  \  urhergeticnden  respective  -flS  oder  —  ö  eine 
Wurzel  der  Gleichung  J):niI,  4i9se.wifihfng^  iVf^fUHch  rcAt^fllj^V^ 
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die  Wurk^el  oder  —  o  zwei  ^lal  enthält.  Dies«  UniMMoliuog 
kaoa  auf  fülgeude  Art  angestellt  werden. 

Erstens  sei 

■ 

CO  ist  nach  dem  Vorhergeheadea        eine  Wurael  der  Gieidiuug 

,  -,    '  ,■■  •    :  •  s*^4^+bx+cLo, ,   . :  . 

also 

and  folglicb'  i--  V  -    '  '  '  ' 


t 


also,  wie  man  leicht  fiadet(  r  . 

=(a?-ö)U^  fG)a:H(öHo)^+5*+«ö+61. 
Dhridiit  naa  mm  mit  sr— ö  in  den  Factor 

Uneio»  so  crliSlt  man  als  Qnotlent  .  . 

■od  als  Rest  tr*-  i     '  •  ifi 

VVed  abei  nach  der  Voraoasetzung 


.1  .t. 


4 

ist>  »o  geht      ö  io  ^* 

auf,  oder  es  ist  .  ' 

t  .  iiSll|ia>*4T<ii'N^iMI'<i^<Wi<  »  V.  '  nüi:  ruiiinl 
'  =(:r~5)(a*+Syöi+35Haj; 

und  folgHfli-d^  dem  Ohige^Mh.  r.y  -     '  i     :  _ 

•   •  .  .  t  !   rt  iH'f  .  .1  .Ii 

woMMS  sidi  also  ergiebt,  dass  4ie  Gleichimg 

a:*  +  OÄ*  +  6a:  +  c=0 


Digitized  by  Google 


•  •• 


90  iat  amIi  dam  VodMfgeiiMidMi  ^tt  «ise  WantI  CMehuog 


also 

und  folgficli 

alio,  wie  man  laiekl  Metr  f . 

OiTidir^,  si^n  uun  mit  in  deo  Factor 

liia^«  so  erUUt  man  ab  .Quofieiii  < 

•  *       "1  \  ...  ... 


Wall  aberf  nach  te  ;Vo|a}BMetaii9^    • . 

Ufi,  60  geht  x-h^  in 

auf,  oder  es  ist  v'  - 

I 

= ( JT + öKx* — 2ö + 3ö* + «) , 
uiiil  folglich  nach  dem  Obigen 

woratw  sich  abo  ergiabt»  data  die  Gielcfaitng 


Digitizea  by  LiOOgle 


m 

wkkIM  dl«  WwmI  ^Bm^^Mü  ^otkiAt*) 

Hiernach  Ut  man  ak»o  versichert,  Uurcb  Uie  ohigea  Formdo 
iwner  alle  vier  Wafseh»  der  gegebenen  tileldrang 

voUvtöndig  zu  crhaUeu. 

Weim  6=0  ist»  ao  hat  die  gegehene  GIdehmig  1)  die  Foim 

md  kaon  altio  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgeiiet  werden, 
was  hier  nicht  welter  betrachtet  an  weiden  hrawht 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades 

ist,  so  muss  man  zuerst  das  zweite  Glied  auf  bekannte  Weise 
wegschaffen.   Zu  dem  Eiide  setzt  man  , 

23)    a:c=:A— •  •  ' 

und  erhält  dann  die  Gleichung 

■ 

SO  dass  man  also  im  Vorhergeheoden 

!2  '    "  >  '    -  - 

setzen  niuä;s. 


*)  Mao  hätte  auch  leicht  die  Vorhergehende  BetüditOBg  dadurch 
abkAM  Mnaea,  daae  nMOt  gMch  beide  Fille,  weea 

und  die  Werxel  der  gegebenen  Gleichung  iit,  fai  eine  BetiachtaBg 
mit  deyfelMB  Seichen  «Menmengeeegen  hiMe. 
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Die  cuhtecho  Hulfsgleicliunc:.  auf  uclche  man  in  dem  Falle, 
\venn  nicht  6  =  0  ist,  geliihrt  u-ini,  kann  man  mit  lliilte  der  in 
dem  Aufsätze  Thl.  XI.  Nr.  XXXIil.  entuickelten  Formeln  zur 
allscmeiiien  Auflosuns  der  Gleichungen  des  dritten  Grades,  ohne 
erst  deren  zweites  Glied  iveij.MchatFen  zu  müssen,  auflösen,  so 
dass  also  in  so  fern  der  jjet^enwiirtiuc  Aufsatz  über  die  Aullosung 
der  Gleichungen  des  vierten  (irades  mit  Jenem  Aufsätze  über  die 
Auflüsuni;  der  Gl^chi|ugeu  des  dritteu  Grude«  in  enger  Verbin* 
dung  steht.  "  ' 

•I    ••  I    .•.♦..•»  I  I,      1  ;  •   .   .  .  •   i.   .  • 


Um  die  leichte  Anwendbarkelt  der  in  dem  Aufsätze  Thl.  XI. 
Nr.  XXXIII.  und  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  entwickelten 
Formeln  zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten 
Grades  zu  zeigen,  hat  Herr  Schlesicke  auf  meine  Veranlassung 
ein  Paar  Beispiele  nach  diesen  Formeln  gerechnet,  welche  ich 
im  Nachstehenden  noch  mittheilen  will.  Die  Heispiele  sind  sq 
gewählt,  dass  die  beiden  bei  den  cubischen  Gleichungen  hervor*- 
tretenden  Hauptfölle  bei  denselben  vorkommen.  . 


I.   Es  sei  die  Gleichung  des  dritten  Grades 


gegeben  i' SO  Ist         '  •  .51  ^  '^^^vlTw. . 


*        a=:?-15^  6=+63,  c=— 50;: 


folglich 

1» 


2        1  *  *'     4  /      1     \  ■•• 

=  57«'-3  flÄ  +  c=15,  ä=-^(ä-«  flO  =256; 


also 


......  •  •  • 

..    .       /<*— 1?=— 31.     •         "       •'.•••  »' 
Weil  nun  A^  —  B-^^O  ist,  so  setzen  wir 

und  folglich  nach  Thl.  XI.  Nr.  XXXill.  S.  300.  . . 

V3I 


tang  9  =  — 


16* 


Nehmen  wir  nnn  V^31  mit  positivem  Zeichen,  was  iodess  ge- 
rade nicht  unbedingt  erforderlich  und  in  dem  angeführten  Aufsatze 
auch  absichtlich  nicht  zur  Bedingung  gemacht  ist,  so  muss  man, 
weil  A  positiv  und  Z>  positiv  ist,  den  Winkel  (p  so  nehmen,  dass 


f  >  I 


'      !  :    ^Jo^V^31=  0,7406809  [.  m  :: 

'     ^  toyl5«  1,1760913     •!>  • 

fol^licli  nach  den  Tafeln ,  mit  Rflcksicht  auf  die  obige  Bestim- 
rouog  der  üränzeo»  zwischen  deoeu  9?  geoommen  werden  muss: 

Die  positive  Grösse     jj^a^M^  miq  auf  .die  ioigeode  ^W;^^ 

'       log  J=  U7469lia( ;     '     oder  logDss  0>748MM ' 
log  2  =  0,3010300  log   =  0^10900 

,      '     •       i9.97'ÄllO--10        ,    ,  yWJ41OTl--.10 

log.e^=:  0,3010300    *  '  »       log.^=  0,3010300 

1         19,77744:59^10     .     .  1       l0,9034bö8 -.Ifl 
log  cos  ^  9  -  1    - 1210  "«g  8in  3  9=  J  ^ 

log.» V?=  0»44314S2i  j 


«od  bleraiui  ^ 


^  m=l,m7l35;  » V3=?,7742474.  * 


Abo  Bind  nach  deo  Formeln  in  Tbl  XI.  Nr.  XXXIIL  S.  M. 
die  drei  Wnrzelo  der  gege|>eaen  cvbtechen  GlelcIraBg: 

af=  1 1,0280991 

'  •      \  0,5765339 

Dlo  Summe  dieser'  drei  mit  negativen  -Vorxeiiälven  genonmic* 
neu  Witraeln  ist  genau  .—  13*  wie  es  sein  niuss. 

II.   Es  sei  ferner  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

:  •  .»  a^4^^&r*^4<^^440=c0r 


t.. 


In  welch«»  wie  es  erforderlich  ist.  daa  »weite  COiad  l«hlli»fi' 


^  kj  o^uo  i.y  Google 


m 

Bildet  man  F\ch  nach  der  Formel  Nro.  *))  des  vorhergehenden 
AäisM^.^»  die  zur  Aul1ösun|^  dieser  Gleichung  den  vierten  CiradeA 
«iordcriicbe  cubische  Uüilsgieicliung,  so  erhält  mao 

10»  +  lötc^  4- 1824«^ — 25d = 0 . 

Mit  BflcUdit  auf  die  tu  TU.  XI.  Nn  XXXHL  aogewaod 
In  Bmiclitioogeii  ist  ddi«r  Jetst 


iIm 


«=^1Ö»  6s  ^1884,  es -266; 


2        1  ^K56 


^*-Ä=(^r. »703035. 


WeU  j«tst  A^^B>'0  laU  so  müssen  wir 

C=  V"3*=:S=^  V  9703935« 


27 

wk  dtoM  QttjdratimnBol  poaltfy  oehiMn,  «ai  fmtal- 


Cs^.31154im90R*) 


tedeii.   Hieraus  ergieht  sich  ferner 

—  j  iA-^C) = .  8272^27925204 ; 


y  _|(^.-C)= 3 .20,224331 ; 


*)  Weil  ia  bieten  Falte  trigonometritche  Rechnaiig  ntdiC  Tor- 
ktnint,  »o  Ut  die  ganse  Rechnung'  nbiiclitlirh  ohne  TiO^iinthmcn  er- 
fahrt vontan;  wem  dies  «acb  weitlaafigcr  ist«  ao  Mt  e«  deck  mehr 
cUaicoUr. 

Thatt  \n.  1> 


^     r  ' 


Daher  «ind  nach  Tbl*  XI.  Nr.  ^tXXltl.  $.969.  die  drei  Wur- 
zeln der  cnbiedieii  HiUfagleicliuqg: 

,-1-0,140177 

—8.070089  -13,977803 .  . 

Weil  die  erste  dieser  drei  VVurielo  reeJI  und  uositiv  Ut,  so 
setzen  wir  nach  den  im  rorhergehenden  Aufsatze  gegebeneii 
Regeln 

4q»=0,  140177, 

woraus  sich 

cnriebf.  Also  ist,  wie  mao  mittelst  leichter  Reghnuoif;  findet : 

 X^,  =  +4-jj^« +4.17,3323. 

Da  bieroach 

4ö'  +  2flö  +ft  4ö»  +  2aö— 6^-. 

 §  — 5-^-">®  ' 

ist,  so  hat  nach  dem  ▼orhergebfftii^n  Aufsatz^  die  gegebene  Gtel* 
cBuDS  des  vierten  Grades  zwei  reelle  und  xwet  imaginäre  Wur- 
sein,  und  die  vier  Wurzel^  sind  nach  dem  vorbergeneoden  Aaf- 
aatae:  j 

+  0,1872  +  V25,4028  .  V^, 

+  0,1872-  V^imb.V^i, 

aiSTi+V  17,3313,  . 


[—0.1^72-  Vi7,a^ia; 


oder 
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+  0,1872  +  r,,()401 . 


Line  augestelite  Probe  hat  die  Richtigkeit  dieser  vier  Wur- 


*  c 

i:  '.II. 

Ol» 


I  I  -  •  e 


A     ;•  '■.  I     •  "  '  ,. 

Von  dem 

Henm  Dector  £•  W.  6rebe, 


1  > 


limwmiiHiilBw  tm.  OuiaL 


.1  > 


Es  ist  mir  nicht  belcannt,  ob  die  Formel 
,111  1 


bei  welcher  das  Product  uneodiich  vieler  Factoren  auf  der  rech* 
Im  Seile  oSenbar  convereent  ist,  sebou  von  Jemandem  beachtet 
«erdsD  ist;  wäre  es  indessen  auch  der  Fall,  so  ist  doch  wohl 
der  nachstehende  Beweis  dieser  Formel  neu.  Taf.  III.  Fig.  1.  sei 
S  der  Schnerpunkt  der  halben  Kreieperipherie  ADB ,  ebenso 
seien  j,  $^  die  Schwerpunkte  der  Bogen  DB,  FB,  J)F, 
Nach  einem  bekannten  Satze  verhalt  sich  nun  aber  bei  einem 
Kreuboaeo  der  Ahetand  dee  Sciiweif  ulrtee  vom  Mittelpunkte 
tfloiHalbnieseer  wledie  Sehne  znm  Bogen«  Daher  Ist  alao  CStl 
^%in,  oder  ce  iat 

» 

PanMr  eigiebt  sich 

Cs  =C5.seci», 
Cy^Ci.eeci« 

und  durch  unbegrenzte  Fortsetzung  dieser  Foroielii,  Multipitcation 

IS* 
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d«nielbeo  and  gehöriges  Aufbeben  evf  beiden  Seiten  endüdi  das 
in  Beweisende. 

Durch  eioe  leichte  Venligemeinerung  ethilt  man  Ar  Jeden 
beliebigeii  Bogen 

,1         11  1  1 

9  =x  2  8if  1 2  9  •  Bec  ^  9 .  sec  ^  q>  •  sec  jjg  tp .  sec^  q>  


Nachschrift  des  Herauagebers. 

Indem  ich  hemerlre»  dass  die  von  Herrn  Doctor  Grebe  im 
Vorhergehenden  mitgetheilh*  F(»rniel  n.  A,  srhon  von  Fiiler.  »1er 
8ie  aber  wohl  aurh  nicht  zuerst  getundeii  hat,  gegeben  worden 
ist  (M.  8.  Leonhar<li  Euleri  Opu^cula  analytica.  Tonius 

rrimus.  Petropoli  1783.  den  Aufsatz:  Variae  observa- 
iones  eirca  aognios  in  progreasione  geometrica  pro- 
gredientes, p.  345.),  erlaube  ich  mir  derselben  noch  die  fol- 
genden Bemerkungen  hinzuzoiälgen« 

Wenn  (p  einen  hell*  liijren  krt'i>hoe^en  und  »  eine  heliebiire 
positive  eanze  Zahl  li€/.cichnet,  so  bat  man  bekanntlich  die  toi 
genden  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

810  9  :=2Mn^ 9 cos  <p , 
.1  .    1  I 

.1       „  .    l  1 
sin  p  9=2810  pycosgi  9, 

sin  ^  9£=2stn  ^9C0S^9, 

u.  s.  w. 

»jn  ^1 9=3sln  ^  9C0S  j;  9. 

Multiplictrt  man  diese  Gleichungen  in  einander  und  hebt  aii( 
was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

IX   ^      n.  s    1         1         1         1  ^ 
1}  sm9=a»sin  2i9co829cos^qpcos25  9— cos^9, 

aus  welcher  man  leicht  die  beiden  folgenden  Gioicbungen  ab- 
leitet: 
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r 

1,1 

^^^^9      .111  1 

^^''^^'P     .11!  11 

Nich  einem  allgemein  bekannten ,  leicht  gaoi  elMentar  zu 
beireiseiMleii  Satie  Ulbert  sich  der  Brach 

.  1 

"T  

der  Einheit  als  seiner  GrSnzc  bts  zu  jedem  beliehigea  Grade^ 
wenn  »  ins  UueodUcbe  wächst;  und  weil  nun 

21.9     sin^^^P  I 


1  — r         1  ' 

die  Gräiizü  von  cos  (p  aber,  wenn  w  ins  Unendliche  W&chs^ 
4ie  Einheit  ist,  so  o&hert  sich  auch  der  Bruch 

^  1 
taug  ^9 

der  Einheit  aU  seiner  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Graden 
wenn  m  ine  Unendliche  wächst 


Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  2)  ergieht  sich  nnnuttelhar» 
4ia8  die  Producte 

"III  1 
sm^see  j^sec    tp  sec    9*«.secp  9 


^111  11 
si«9**cc  ^ysec  21 9  See  y  9  -  sec  ^^'^^£^9 
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»ich  beide  dem  Bo^^en  rp  al«  Ihrer  {gemeinschaftlichen  Grfioze  bis 
zu  jedem  heliebii^en  Grade  uäherD«  weutt  it  ins  Unendbebe  w&ch^t, 
welches  wir  durch 

!1  1  1  1 

9=  sin  9>sec298ecp^Me23  7*-«Mc^9, 
III  11 
9=siQ  98ec^9>sec^98ec2t9***-^C2*^^^^  i^^ 

ausdrücken  wollen.   Auch  ist«  wie  sogleich  erbellet : 

1 9    3  8in  ^  9  sec  ^  9  sec  28  9  •  «ec  ^  9) , 

^  .  1         1  1  1  1 

^9=:2si0  29 sec^9  sec^9..*  9^^^  9' 

Well  nach  2) 
.  1 

»mgy         III  1 
y — j  =28in^9«cc^9secp9..,aec5;v» 


1 

t^»g^V         III  11 
9  — I  =2sin^9sec^9  8ec2i9  —  «ec  jj-ysac^y 

S9) 


und  unter  der  Voraussetzung,  daaa  9  ein  posHI?er,  die  halbe  Pe- 
ripbatie  nicht  übersteiireDder  Bogen ,  und,  wie  sich  nach  dem  Obi* 
gaa  7011  aalbat  varatett,  n  nicht  kleiner  als  die  Einheit  lat» 

sin  ^9  tang^9 

iat;  aa  iat 

9>  ^am^tpaea  2i9sec2j9.,. sec^- 9, 

III  11 

oder 
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a  .  1  11  1 

3 «in  2  9  sec  ^  tp  sec    9*'*'*  ^  ^7 

^  .  1         1         1  1  1 

mi  die  Prodacte 

1  1  1       :     ,  1  i    .      - «  ... 

2ein,j  9>0ecp98ec2s9...8e€^9«» 

o  •  1         1         I  1  1 

3eiD  1^  9  vec^  9  sec  ^9 7 ^ 9  9 

find  also  zwei  den  Bogen  9  zivischen  sich  einscbliessende  GrSn* 
im,  kSnneQ  folglich  zur  n^herufigswelsen  Berechnung  des  Bogen« 
<p  gehrsucht  werden.  Das$  diese  beiden  Gränzen  sich  selbst  nft- 
bern,  wenn  n  wichst,  und  einander  anch  beliebig  nahe  gebracht 

werden  können,  wenn  man  nur  n  cjross  ^^eiiii*»  annimmt,  folglich 
mittelst  des  Vorher^ehendtMi  d^  r  J^n'ijt'ii  (p  auch  zwischen  beliebig 
eitlen  Gränxen  ciii!^ei^chloi»Heu  werdeti  kanOf  ist  eine  unmittelbare 
Folge  auii  den  beiden  Gleichungen  4)« 

WeoD  man  eoa^  als  bekannt  aimlninit»  so  kann  nan 

III  1 
C08j9»  cos^9>  e08g|9,  ...cos^9 

■ittdst  der  Formeln  • 


1  -f  C08  tp 
cos  j  9=3  Y  ' — §  


1  A/^+«*»iV 

VI 
1  hCOSg,^ 
 ~  , 

o»  s.  w. 

1  a/Hcosj^jy 
«««25^y=lf   2  ' 

üeh  vnd  aaeh  durch  blosses  Anssiehen  von  Quadratwuraeln»  also 


IM 

mittelst  einer  ganz  dmmtUmn  Melhoie  bmchMD.  0MUi  kepst 

1 

mao  natüriich  auch  ain^sP 

1  I  i  1 

•eep^^ 8ec2i9«  *«c^9»  .•••ec^9. 


Fflr  ist  z.B.,  wenn  man  die  Bogen  In  Graden«  Mtnittee 

und  Secondeii  ausdrückt: 

|9P::90.  0.  0,00 
45 .  ü .  0,00 
1,9=92.30.  0,00 

|i<P=  11.».  0^ 

1  •  * 

5 . 37  . 30,00 

iys  2.48  .  45A»  - 

^,<p=  1.24.22,50 

^   c=:  0.42.11^ 


also  nach  Sberwin's  Tafeln  (Ausgabe  1742),  welche  die 
ten  und  deiren  Logarithmen  enthalten: 
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log  sin  ^  9>=:0,0000ü00 
logsecp9=:  04505150 

JogMc  ^9=0,0084261 
l<%»eep9==0,0020901 
^8«ec  ||  9^^0,0005295 

log  sec  p  9 = 0,0(JU0327 


0^971339 


log  »ec  ^9=^0000887 


0,4971656 

AUo  öiod  uacb  dem  Obigen 

(M971329  und  0^1971696 

iwei  GrSozen»  zwischen  denen  log^,  d.  h.  loi^fr,  Hegt,  und 
bt  also,  weil  diese  beiden  Gränzen  in  den  vier  ersten  Dectnialen 
mit  einaoder  übereinstimmen,  bis  mit  zur  vierten  DecimaisteUe 
genan 

«M  bekannttieb  völlig  richtig  ist 

Mas  ktente  die  vorbergebeode  Recbniu^  leicbt  uocb  weiter 


I 


Oeometrlsche Beweise  zweier  IbekasB« 
ten  lifttEe  ttber  die  ellipttoelieB  Fuc» 

Uonen  der  ei'i!»leii  Art. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 


So  wie  der  Begriff  de«  Schwerpunkte  mit  Nutien  aus  der 
Mechanik  in  die  Geometrie  eingeführt  worden  ist,  so  durfte  auch 

der  von  rJmis«?  irosfhaffene  H*i:riflf  (]es  Potentials  bisweilen 
bei  rciu  ge<»iuetrischeii  IJetrachtuiiufn  :iuf  kurzem  Wpc^e  zum  Ziele 
fähren.  Vorliegender  Aulisatz  soii  dieses  an  zvieiea  bekanoteo 
Sätzen  fiber  elliptische  Functionen  er^iter  Art  zeigen ,  voo  denen 
der  eiae  sich  auf  die  Addition  Eweier  Functiooen  ?eo  gleichem 
Medal»  der  andere  auf  die  Venvandtung  einer  Fiwction  von  Me« 

dul  k  in  eine  andere»  deren  Modul  TTT7tF=?s  **»^»  bezielit. 

J  +  V  1  — «■ 

Potential  eines  Kreiäbogetui  in  Beziehung  auf  irgend  einen  in  ' 
eeiner  Eliene  liegenden  Punkt  heiset  die  Summe  aeiner  durch  ihre 
AlMttände  von  diesem  letztern  dividirten  Elemente;   des -Werth 

eines  solchen  Potontlals  stellt  sieh  als  elliptisrhe  Function  erster 
Art  d  ir.  DemniK  Ii  ist  jeder  Satz  liber  Potmfiale  von  Kreisbogen 
von  sclbbt  schon  einer  über  clliptitüche  Functionen  der  erstob  Art. 

•  ■ 

iSatz.  Man  denke  sich  um  die  Mittelpunkte  A  und  B  ztMrei 
Kreise  beschrieben,  die  einander  nif  ht  wirklich  schneiden,  so  lie- 
uen  bokanntlieb  uuf  ihrer  Centruliinie  AB  zwei  feste  l'unkte  A\ 
i\  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  durchgehenden  Kreise 
jene  iwei  featen  Kreise  A  und  B  rechtwinklig  schneiden,  fiewe^t 
•ich  nun  eine  Sehne  des  Krehiea  A  ao,  daae  aie  stets  den  Kreta 
B  herfihrt»  m  dorchlaafea  ihre  Endpuaklt  iwel  Bogen»  daran 
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Potentiale  in  Beziebunff  aaf  u^eod  einen  der  zwei  Punkte  E ,  F 
itetB  einaiider  gleidi  sind.  —  wenn  ia^eeoiidere  der  mte  Kreis 
i  iea  andfim^  B  urasscliliesst  und  es  dreht  aicb  am  diesen  eine 
Tangente,  so  ist  das  Potential  des  Bosens,  welchen  sie  von  der 
Peripherie  de<<  Kreisen  ^4  abaaluieidet,  m  Beaiehung  auf  den  P^|p(||t 
£  oder  F  eouötaot.  .  >. 

,  Beweis.  Mau  ziehe  eine  Gerade  IJL  (Taf.  III.  Fig.  2.)* 
jeren  einzelne  Punkte  von  Ennd  F  gleich  weit  entfernt  sind, 
ift  diese  bekanntlieb  die  Radicalaxe*)  der  awel  festen  Kreise 
A  und  B.  Nun  sei  MN  eine  Sehne  des  Kreises  A ,  welche  den 
Krfis  B  in  berührt  und  die  Radicalaxe  in  L  schneidet,  s^o  ist 
bekanntlich  L  der  IMittelpunlit  des  durch  A',  E,  /  gehenden  Krei- 
ses, und  LK^=:LM.LN,  Aus  diesem  iei/jen  Relatiun  iuigt  aber* 
dass  mr  jeden  Punkt  der  KreisRnle  KEt"  Wi  Verbtitniss  seiner 
Abstinde  von  M  und  N  oonstant  ist;  äbo  ist 

tfMKiJSK=iMEim^MF.NF.^ 

7^')Wean  nun  die  Tangente  MN  durch  eine  unendlich  kleiuc  Dre- 
luing  in  die  successire  Lage  Jlf'iV  fibereeht,  so  ist  Idcbt  jeioau- 
neben,  dass  sich  die  Bogenelemente  Mm\  NN*  wie  ibre  Entfer* 
nongen  Tom  Berulimngspvnkte  K  verhalten  werden,  d.  h.  es  ist 

ist  «neh 


«Mteijt MM' _NTr  MM' ^NN* 

^  ME  -^NE'  MF  -  NF: 

Wird  diese  OHerentialffleicbiing  swiseben  beliebIgeA  Grinsen  inte- 
iriH»  so  ergiebt  sich  «(er  «nsgesprocheoe  Sata. 

Folgerung.  Die  Centrallinie  schneide  den  Kreis  A  in  C 
ond  D;  C,  Ey  D,  F  bezeichne  die  Ordnung,  in  welcher  die 
Punkte  in  der  Centrailinie  auf  einander  folgen.  Man  ziehe  die 
^bnen  CM  und  DM»  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
letse  den  Perieberiewinfcel  CDM=fp.  Hann  ist  die  Prejection 
fon  M£  auf  oie  Sehne  MD  deijenicen  von  CE  gleich^  ilso 
~(JE  .cos  rp:  und  die  Projectinn  von  auf  die  Sehne  4/6' ist 

durjenigen  von  ED  gleieb,  also  =  i:<i>. aio^;  ib^gtich  ist 


led,  wem  im  -jjt  ä         V 1  seilt. 
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ME^CE .  yTl^l^m^^^ 
Ferner  Ist  das  Jiog€ueleaient  MM!  =^  CD, dtp;  folglich  Ut 


irod»  wenn  aian  von  Cbis  Jlf  Integrirt,  so  ist  das  Potential  dfli 
Kieübogens  CM  in  Besiehung  auf     oder  F  gleich 

(l+i5:')/'  (^,9)  oder  (ifc,^). 

Setzt  man  dei»  Peripherie winkel  CDN~i\f,  80  ist  eben  sn 
das  Potential  des  Bogeii8  CA  ia  üeziebung  auf  den  Punkt  gfeicb 

Nun  sei  CR  eine  Sehno  des  Kreises  A,  welche  den  Kreis 
B  in  0  berffhrt,  und  Au»  dem  vorigen  Satze  folirt 

aber,  dass  die  Pütcuiiah^  der  l>(jgen  CM  und  CN  zusamnieu- 
^enommen  dem  Potentiuie  de«  iiogens  CR  gleich  sind,  d.  h. 
«8  ist 

/•(*,,)+*•(*,♦)=*'(*.»•). 

und  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darunt,  die  durcli  die  Kig^i^ 
zwischen  deu  W  inkeln  97^  \k  gesetzt«  Kelation  auch  trigoDO- 
metrisch  auszudrücken. 

Da  AM  und  AB  unter  den  Winkeln  ^-fl'  ^^If'  gegei 
i^JK  geneigt  sind,  so  ist 

BK-=zAM.ii(i%{fp\'^)  +  .4Ä.co8((p  — 
=  CB  .C0S9  cos  ^  —  BD  •  sin  ^sin  ^ ; 

ako,  da  BK=^BG=CB  cos^  ist, 

cosf^^cos^CQS^—  |^igsin9>»m^. 

So  wie  wir  vorhin 

MKiKJS= MEiEJS  und  ME=^  CE .  Vl-ifc«sin^9> 
gefunden  habend  ao  haben  wir  jetzt  auch 

RGi  CG^RBi  C£=sVl— A^sinV:  1  • 
IIa  aber  BG  and  DB  mit  einander  paralisi  sind»  so  folgt 

cosfiscoa  ^cns^«*  V  l^ifc'sia  V  •     ^  sla^ » 
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^velche  Formel  das  bekannte,  zuerst  vod  £tti er    gefuodfliie  alge- 
bfütöche  lotegral  der  Differ^ntialgleichuog 

 f/qp  

dantellt 

Aomerknne.  Die  hkr  angewandte  Figur  dieot  fibrieen« 
daxa ,  wena  die  Amplituden  und  ^  gegeben  «md,  eine  ontto 
Amplitude  9  zu  indeii,  welche  durch  die  Gleifshnog 

>(9)=:F(-*)  +  F{rt 

bettliiimt  ist;  iie  dient  daher  aaeh,  weeo  die  Krelee  A  end  M 
fest  Ueiben»  zur  wiederholten  Addition  der  Function  \F  (ft)  und 

snmit  TUT  iri'nnvcfnsffi(Mi  Atiflnsitn"^  der  Aufgabe  der  !Mnlfipli»afif>n 
liiT  «'Hiptijschen  h  inictiruien.  !<  fi  habe  dieselbe  aus  (hu  Snpj^le- 
lueiiten  zu  KlügeTs  Würterbuch  der  reinen  Matbcniutik, 
AfiEiliptiacheFaectloaeii.{2l..  entlehnt  Dortwiidalelferm 
Pvef.  Jacohl  zuKeaehrieben  >  aber  das  \Verk  nicht  genannt,  worin 
er  sie  roitgetheut  hat;  dagegen  wird  auf  das  dritte  8upple«* 
■ant»  S.  1/4,  /M  liegend  rp's  AhbaTulInTi?  (ihcr  die  pifipttsrfien 
Functionen  verniesen.  Du  uun  die  Originaleiihrilten  über  die  er- 
wähnte geooietriache  CouMtructino  mir  nicht  zu  Gebot  standen, 
ao  kennte  ich  nieht  wiaaen,  ob  dieselben  die  hier  {Eesetgte  An- 
wendung jener  Constructlen  anf  den  geometrischen  Bewein  des 
bakanntan  Additionatheorema  aucli  tthon  eatbalten/*) 

« 

II. 

Wir  wollen  jetzt  die  CuiwandiuogHformel,  mittelst  welcher 
der  Modul  einer  elliptischen  Function  der  Null  oder  der  Einheit 
aa  nahe  gebracht  werden  liann^  als  man  nur  will ,  geometriaefe  l>e* 
Waisen.  Der  Modul  und  die  Amplitudo  der  zu  verwandrinden 
etliptiscben  Kufiftinn  seien  k,  q>,  das  Cornplement  des  Moduls 

sei         V^l     /  -   Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt ^(Taf.  III. 
Pig.  3.)  einen  Kreis,   und  bestirimie  auf  der  Verlängerung  sei- 
nes Durchmessers  CD  einen  i^uukt  F  so,  dass  CF:DF=zl:k* 
«ei,  und  mache  dan  Peripheriewiakel  CDM=ip,  Dann  ist  nach  « 
ten  Vorigen  das  Potential  des  Kreial>ogena  CM  in  Beaialinng 

aul  den  Punkt  F  gleich  -jjp  »F(l:y(p).    Dasselbe  Potential  kann 

aber  nodi  auf  andere  Weise  ausgedrückt  werden.  Man  ziehe  die" 
darch  F  gehauda  fiiehoe  JUN^  halbire  sie  iu  O  und  errichte  JJT 


^  Klägers  Wörterbuch,  Art.  Integralgletehang.  $4r— fid. 
Bappleruente  dasa,  Arl.  Elli|ititche  Functionen.  $  14. 

*')  Leider  int  ph  mir  in  dienern  Angenblicke  nicht  möglich,  rtiV 
«tgentliche  Quelle,  au*  der  obige  Constriiction  entlehnt  i«t,  nuchsu wei- 
ten. Legeadra  sagt  a.  a.  O.  p.  177.  nnr«  „la  eonttraatlen 
gieai^iri^aa,  qua  aout  avon«  dnnee  d'npr£>a  M.  Jacobi,  qnl 
ta  ttt  rinrcn  II  r '*  nnf?  TprvreU't  früher  (p.  1Ö9.)  auf  SrhnniBcher^a 
actronomiache  Nachrichten.  Kr.  127.,  deren  betreffender  tlaod  mar 
aber  jeUt  gerade  nicht  la  Gebata  tlrfM;  O. 
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senkrecht  darauf,  so  wird  DT  mit  der  Sehne  C3I  parallel  seio. 
Dann  drehe  man  die  Sehne  JHN  unendlich  wenie  um  den  Puokt 
Ff  80  das»  »ie  in  die  Huccessive  Lage  JM'N'  übergeht,  und  be- 
zeiclfne  den  Winkel  AiJiF  durch  <pi .  so  ist  ^MAN~-^M' AJS' 
=2  ä(pj .    folglich    J/.V  +        =  CD  .  fl<pi .     Nun    ist  offenbar 

MM'  A'iV 

'ÄTF  ~  AF  '  naher 

MF  "    MF^NF  -Of  ''^» 
Es  ist  aber  '  *  •  '         '  •  "  •  i-l'  •  •  :» 

Da  nuo  ,|... rr  j 

lUt^ou«  CF-DF  \^k' 

rif  •  '■    *  in.  •'  . —  /• 

,,      ,  ,  AF-  CF^DF-l^^k' 

Ist,  so  folgt 

OF^AF.  VI  -VsinV, 
MM'     AD  d(pt   

Potential  des  Bogens  (^31^-^^  .  F(/i ,  (pj. 

Vergfeiclit  man  die  beiden  Ausdrücke  für  dasselbe  Potential, 
so  ergiebt  sich 

m 

liHbtiKhil  r.r/  (^p  1 

^lübuU.  -•>f)F(A-,(p)  =  i^,F(/i,<pi)=  jq;;^  F(^,.g>,). 

Diebeiden  Relationen,  welche  dazu  dienen,  die  eine  der  Ainpli- 
tuden  (p  und  <p,  aus  der  andern  zu  berechnen,  gehen  auch  unmit- 
telbar aus  der  Figur  hervor.  Da  im  XMAF  der  Winkel  F  gleich 
2<p — qp|  und  AF:  AM  :=^l:ki  ist,  so  folgt  aus  der  Proportionalität 
der  Seiten  dieise»»  Dreiecks  mit  den  Sinusseu  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  die  Gleichung  ^  %         ....  ^ 

'VV.\  •jJd  Wi.  I  l.n».        sin  (29—9)4 )  =    sing?, .        .  .i^.i  i.  1». 

Ferner  ist     DMF=(pi^(p  ,  DT=  3rD.tane((pi—<p).  Da 

Dun  iWC=il//>4ang9,  und  CM:  DT=CF:DF=zi  :k'    ist,  so 
folgt  .  ..  ,  ... 

taog(^-^)=^'tang„.  -  -  ,1,,.,., 

MaD  Vergleiche  K 1  u  g  e  Ts  W  n  r  t  e r:b  u  ch  Art  R e c  t  i  f i  c at  i  o  n. 
32.33.,  und  Supplemente,  Art.  Elliptische  Functionen. 
29.       .  , 


ä 
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Heber  eine  Fl&clie  vierten  Crrades« 

Von  dem 

Herrn  Professor  Ür.  O.  Schlamilcli 


BaeeiehiM  fi^  mit  a  cine.cMMteiiteGtrade,  weldM  der  Pa- 
rm«ter  MMrar  Ffoeh»  heteabn  m9ge,  so  M  die  GMdittng 

■     ■  ■ 

der  RepräseutaiU  eitler  I  läcli«  vierten  Grades,  die  eine  nicht  un- 
iBierremiite  DlscoMioD  sollkM.  Um  zunacb^t  die  Gestalt  der- 
•dbeo  bemüieilöir  tu  können,  legen  wir  drei  Ebenen  durch  sie» 
welclie  dop  CoprdinateneUenen  a:y,  sn,  jfx  in  den  Entferiiungeii 
i=:y,  y=p,  Jr~a  parallet  laufen.  Von  mcseo  Ebenen  schneid^ 
im  erste  nneere  Fläche  in  einer  Curve,  deren  Gleichung 


H  mä.  weiche  dtnmecb  eine  cleieheeitlge  H^^erhel^  dsretellt;  de* 
Mn  A«yntpteten  die  Adtöen  der  x  und  ^  sind»  Schneiden  wir 
Cerner  unsere  Fläche  durch  eine  FJiene,  weichein  der  Entfernung 
ß  der  CoordinateiK^Iiene  r:  paräUei  iet,  SO  hat  die  eatatebend« 
Dwdiacbntttafigur  die  Gleichung 


mdme  bildet  folglich  eine- Parabel»  deren  Achae  in  derfilehtong 
4m  t  liegt  und  deren  Parameter 


fit  Schneidet  man  endlich  die  Fläche  durch  eine  in  der  Ent* 
bnrang  x=u  xur  Ebene  yz  parallel  gelegte  Ebene»  ao  wlfd 


üh=x^ß^  Oder  s 
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o»i=«^  oder  »=^y*  > 

und  der  Schnitt  ist  demnach  wieder  eine  Parabel,  derea  Achse 
in  der  Richtung  der  z  liegt  uiid  deren  Parameter 


ist  Diese  Betrachtangen  reiehen  hm,  um  sich  von  der  FiScbe 
eine  deutliche  Vorstellung  zu  machen;  Taf.  III.  Fig.  4.  giebt  eine  Ab- 
bildung des  TbeÜo«?  voTi  ihr,  welcher  iwischen  den  positiven Thf»!- 
len  der  Coordinatenacbben  eutbaiteo  und  «rorio 
OC'=y  ist 

Beseiirelbt  man  aas  O  mit  fdnem  wlUldihriicbeD  RaNmieiMr 

OE=b  einen  Viertelkreis  In  der  Ebene  xjf  und  lässt  von  iedem 
Punkte  auf  der  Peripherie  desselben,  wie  z.  B.  P,  eine  Gerade 
II  OC  !\u^sii}i^en,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte 
Q,  und  (l'M'se  Punkte  bilden  in  ihrer  i'ontimiitat  eine  Turve  dop« 
pelter  Krüminun^  welche  man  auch  als  Durchschnitt  unse- 

rer Fläche  Uiid  eines  gewöhnlichen  Cylinders  ansehen  kann.  Be* 
nericeaswertb  ist  nun,  dass  sieb  die  GrOsae  der  FUehe  OEQFO 
anf  einen  sehr  einl'acben  Ausdruck  InrinffeD  lässt.  Nach  der  all- 
gemeinen Compiaoationsrormel  balieii  wir  n&miicb  üür  OBQfO 

SS  Sit 

d.  i.  In  unserem  Falle»  wo  z  aus  Nro.  1)  bestimmt  wird. 

Hier  müssen  sich  die  Integration eri  auf  alle  die  Pnnkte  der  Ebene 
xy  beziehen,  welche  iunerlidlb  oder  wenigsteni>  nicht  ausserhalb 
des  Quadranten  ÜEPF  liegen,  i^ud  daher  sind  x  und  y  an  dia 
Bedingung 

geknunft.  Gieht  man  j:  den  Spielraum  ^  =  0  bis  z^b^OE»  bo 
loigt  daraus,  dass  y  zwischen  den  Gränzen 

entiialten  sein  mius  und  daher  ist  jetzt: 
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9  ft=/V"^"''''^f^^^1^- 

Das  Integral  vereinfacht  sich  et\^as,  wenn  man  x=b^  und 
y=bfi  setzt;  die  er^te  Substitution  giebt  »ämlicb  dx=^bd^  uud 
•titt  der  GrinzeD  xssO»  jr=:6  treten  jetzt  dte  oeoeo  isQ«  fssl 
ein;  feIgKch  wird 


•nd  danns  findet  nan  eben  so  Keieht  fOr  jr=6^ 


Da  ea  in  einem  bestimn^ton  Integrale  einerlei  ist,  welche  Bnch- 
ft&beo  man  iiir  die  \  ariabelü  tler  Integratioo  wählt,  ao  küDoen 
wir  aocli  «  nnd     för  |  und  ri  achreibeo.   Setien  wir  aoeaerden 


m  irird  Jetst 

pi  /»VTTP  

Auf  gewöhnlichem  We^  ist  nun  an  eino  Ausführanff  dicfter 
lotegrationen  gar  nicht  zu  denken,  denn  .«^i  hon  die  erate  Integra- 
tioB  in  Beziehung  auf  ^  siebt  unter  der  Form 

ood  würde  also  auf  elliptische  Functioneo  Hibreo.  Wir  benntzen 
daher  die  Tranaformationsformel: 


9  O 

iiier  deren  Beweis  man  c!es  Verfassers  Handbuch  der  Integrai* 
Mdmnng  S.  1S5.  Formel  (9)  nacbaeben  lunn.  Für 

1M1  III.  14 
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findet  mau  niio  ^ogkicii 


f{Tt,  rVl-n 


UDd  mitbm  ist 


o  o 


1 

oder  für  r^=2,  uodurch  rdr^^dz  wird, 

O  O  * 

Wir  setzen  lernet  /=8iD9o;  duun  wird  ' 

und  wenn  /=:0  iiiid  geworden  ist,  hat  cp  die  entsprecbeoden  Wer 
the  9=0»  9=^»  angeDoinnieD.  Mithin  wird 

«  0  " 

Sei  ferner  ^=^,  80  istil^sj  und  wenn  ^edO^  9=  |  n 
|{eword«i>«  lel  ^  in  0  und  n  Qbergegaogeo,  DitM  giebi 


ö) 


•  •    .      o  « 


Das  nacli  ^  genommene  Integral  läsfit  sich  aber  nie  folgt  zer- 
legen: 

/""dif  V  1  +  x^I^öin«^ 

o 


^  kj  o^-o  i.y  Google 
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1 

ofld  weDo  wir  im  zw^ten  lnte^»üe  rediU  ^  »  ^  ^'  substitui- 
feil,  so  geht  daaselbe  in 

über,  wo  man  die  Acceiite  wieder  negla^eD  kann.  £s  fol^t  daoi» 
nach  dem  Vorhergehenden  *.  »'v 

vad  nithiireilialten  wir  Dach  Nro.  6)  tärSl  dm  «infaehen  Anadruek 

o  o 

lo  dem  Falle»  wo  a>>6,  also  x^l  ist,  läi»ät  sich  (ur  i<t  hier- 
aus eine  ra«ch  convergirende  Reihe  ableiten »  wenn  mao  die 
Foroul 

—    ,11       1   1.3  ,    1    1.3.5  . 

in  Anwendung  bringt ;  man  litt  Aidllicb  zunfichat 

 '.  -       •  ■ 

*^  o 

I 

WO  die  eiaaefnen  Integrale»  welche  bierana  eDtapringen »  unter  der 

FofBl 

•       •  00 
stehen;  der  Werth  hiervon  ist 

!-:      1      1.3.5... (2/1 — T)  ;r  i.;.-«  • 

*       »Iii.        4^i;4S^Äö~ä'     •  ; 

«ad  durch  Su|i^ti^üpu^  hiervon  er^iebt^^^^^   nun  .a^gleii:)!    ,  / 

Da  diese  Reibe  no<;b  für  x=l  also  6=a  convergirt^  so  ist 
filr  .      :  ' 
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Der  Factor  j-«o*  bat  eine  geomctrUche  Bedeutung:  er  ist  die 

Flidie  des  Quadranten  OEF,  (wenn  0£=  flom  f'arameter  a), 

d.  h.  die  Flache  der  Projection  von  ß  auf  die  Ebene  sy.  Nennen 
wir  o  die  Projection  voii         so  findet  dann  die  einfache 
hung  Sl  —  k(o  statt,  worin  X  eine  zwischen  1,055  und  1,W  eothal- 
tene  ZaU  bezeichnet. 


Heber  das  Integral 


Von  dem 

Uenrn  Professor  Dr.  O.  Scblömilch 

an  der  Univenitit  se  Jeae. 


Der  Werth  dos  vorstehenden  bestimmten  Inteirrales,  welches 
zwei  von  TTrn  Dr  Dicnj^er  auf  8.  l^K).  und  8.  341.  de»  lOtenThei- 
Irs  an^e'jebeiie  Formi^ln  als  spezielle  Fälle  in  sich  enthält,  lässt 
sich  auf  folsrende  elementare  Weise  entwickeln. 

Wir  betracbteo  zuoächst  das  einfachere  Integral 


^"J     l  +  lycoe»-|.jf« 


und  xerl^cn  hier  dea  iSeDoer  in  (1 -f  y)*— |r(2ain^  eo  iat 
offeiibtr  titenliseh 


Digitizea  by  L^OOgle 
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«_  /**  rrfy  '  

Berücksichtigt  man  mm,  das«  l-f^*  jederzeit  «kio 
(l'|-30*>43f»  fol^ich  am  so  mehr 

ist,  so  erkennt  maa  auf  der  Stelle,  dsss 


+y) 

ist.  und  man  folglich  iinter  dem  Integrakeicbeii  die  für  ein  acht 
^brocbenes  <  geltende  Formel 

in  ADwendong  liriiigai  darf«  Dias«  giabt 

(1+*)»  +    (1+»)«  +"J' 

•dicr  wenn  man  jedes  einaelne  Gtted  iotegrirt 

V*  obei  AiiH  Sumraen7oirfien  die  Addition  aller  lür  n=0,  1»  2,  3,... 

\  ur.sehein   ki^mtuenden   CiHeder  voröchreibt    Durcli  unbe> 
stimmte  Integratiuu  iät  nun 

Fuhren  wir  die  Gränzen  y—cf>,  y=0  ein  und  «etzen  voraus» 
da««  2/i-f  ^^^4*»  d.  b.  »-f^^f^  ^ei,  80  verschwindet 

«."+" 
(l+7)KFi 
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sowohl  füF  y=»  aU  ^äO,  so  dass  die  lieduclionslorrael 

übrig  bleibt.  Wendet  man  sie  selbst  wieder  auf  das  Inttgn) 
rechts  an>  so  wird 

o.  s«  f.. 

und  nach  ntnaliger  Anwenduujg 

=  ^-fl'^^yr""    n  +  l  ^  (TF^V^ 

-  (» + in« + 2} ...  (2» + 1)7  (1+ 

Das  !ntr<?r.il  r^hts  liiidet  bicli  so.    In  der  bekaantoD  für  ein 
positives  acht  gebn^chenes     gelteudeu  i  uiinel*) 


I 


setsen  wir  2=^;^e8  wird  dann 

T 

und  durch  nmalige  Differenxiaflon  in  Beziehung  auf  r 

*)   Archiv  iheil  11.  299. 


^  ly  i^uo  i.y  Google 
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Für  r=l  erfaalteD  wir  das  Integral^  welches  wir  braucbeo. 


«Sabfitituiren  wir  dies«  io  die  uuter  '6)  entwickelte  Uieichuog 
•0  erglebt  «ich  auf  der  Stelle 


/ 


^  «hfl»  ' "  TiXZi^^l) 

\*f>rniiit;e  dieses  Werthes  venvuudelt  sieb  die  Gleichuog  2)  in 
die  folgende: 

siüfiff       i.2...(2»-|-i)     \      2  / 

oder  wenn  man  das  Summmzoiclien  auflOst  und  alle  ßir  is^O,!»^»... 
entstebendeo  Glieder  hinschreibt: 


,  ■  •  1  •  •  • 


^-Sttii«Li  1.23-^  i,^*''**^^ 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  leicht  zu  snmmiren,  wenn  man 

•icb  eiimiert,  dass  ßit  am  beliebiges  X  und  eio  awiscben 
1 

aati  -1-  4p*  liegeades  v  dia  Fonuel 

•eaiex»=A-|;5siaas-|— ainH 

:  1:2.0 — 

« 

*);  man  erhält  aus  ihr  durch  ilifferenziatiou  nach  v 


'}  M.      neis  Haadtaeh  der  algabraiiehen  AnalytU  S.  Sai.  Fer- 


+  — r.5333 — ••»•«'--J 

oder  durch  DivUion  mit  2«in9eo«9s«fa29»  - 


MO  2«       1  1.2<d 


+ — oxo —  «o*-»-... 

Nehmeo  wir  A=2|»»  o=  j-n»  wo  aiin  —  2^>><^<< 

<tg<  +  n  sein  aoso,  oo  ▼erwa&dell  oieh  diese  GiMcheeg  ii 

iisV=1-TÄ3-^(,2"»3rv 

172  ,i;4X~"     2  V  — 

und  damit  Ist  die  Reibe  in  Nro.  .])  feunimirt.    »Substituireo  wir  die 

Sefandeoo  Samme  und  stellen  den  ersten  und  letzten  Werth  fü 
F  in  eine  GielehiiDg,  oo  er^lteo  wir  die  lotegiaUormel 

5)  r^^y  !L_  5!Efi!f , 

^     1 -f  'i^co8u-|-^^    emf»9f  sintt 

deren  Gültigkeit  an  die  Uedingunecn  l>f*SO  und  «>ii>— « 
geknüpft  ist  Die  erste  dieser  Beoingungen  lllsst  sich  noch  etwis 
erireiteni;  die  rechte  Seite  besitzt  nämlich  die  Cigeoscbsfl,  fik 
negative  ^  nichts  Anderes  zu  geben  als  fClr  gleleherosse  positive 

ft,  und  npffn  iirin  d.ilier  zeit;en  kann,  dass  dem  IntPirralp  links 
dieselbe  Ligeiiijchatt  zukommt,  so  folut,  dass  die  obige  Gleichung 
auch  für  negative  fi,  also  unter  der  erweiterten  Bedingung 
!>/*>  —  1  gilt.   Nun  ist  aber 

/•        y->-</y  r*   


also  fifr  -=s{ 
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wenn  man   nämlich   rechter  Han<l  die   IntejrrationsgrSnzen  ver- 
tauscht unil  y  ftr  2  schreihl.    :Mao  sieht  hieraus,   da*ss  nuch  das 
bte^al  für  D^ative  und  uositive  ^  da.sselhe  hieiht  und  uithiu 
gciuiiiBte  Emeiteroog  der  Bedingung  erlaubt  ist. 

Mil  umii  in  Nto  5)  y=ss— t  so  ergiebt  sich,  immer  unter 
ien  Bedingungen  l><*>— 1  und  w>m>— », 

DieFomMl  bat  aoch  Moigno  in  seinen  Leyous  de  calcul 
iiC4gffal$  der  Beweb  ist  efai  anderer. 


Veker  die  Inte^attoii  der  Fiinetfoii 

9  ( + JTji  ^'  + ....  +  J:»  ^W) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger^ 

Um  dar  MalfaeoMitüc  und  Fbjsik      dw  babera  BirgeMcbale 

wm  SiaAeini  bot  Hddelbwg» 


In  der  vorgeleeten  Grosse  bedeuten  X^t  Xxt  ....JT«  gewisse 

rtinctioneD  von  x,  die  man  als  pesjehen  ansehen  kann,  Mährend 
V  helii^ljiuc,  unhestimmtc  Functionen  von  x  sind.    Die  ot>en 
^•i^ten  Indexe  bedeuten  die  Ordnuug  der  Düferentiation. 


^  kj  o^uo  i.y  Google 


Es  ist 


II       .•    '  -  . 


•  I  r  >  I    .   •  t 


•   Hieraus  folgt: 

\y{Äo^  +  2i  ijr'  + ...  +  Xn^K^)) 
+  9j:rtJ'l'-i)  -^t'-»>^  (Ärip)+...  +  (--l)"-*i*'  (JTry)- 


« 

=^  ^  (-.1^1  ^-     rrC''>g^(Ar+.»)  I  +6'.  ■  ' 
Wird  ^  so  gewählt,  dass 


so  .ifit 


^  kj  o^-o  i.y  Google 


Wird  dagegen  ifr  so  gewfthlt,  da^ 

fagfaich  Mag  noch  bemerkt  werden,  dMS  also,  wann  9^=1 


«  4 


nd 


aF -+f"*>"  öiJr=o, 

liat 

y* ( + +  Aai|;" + ....  +  Xn  t^C))  a;r 


•  '  •  * 

M  ftiide  man: 

*mia  slob  oBfikilwt  «aeh  «rgiett; 


^  kj  i^uo  l  y  Google 
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Die  beiden  DiffemtialgMchiiiigen: ' 

+     ^'  +-Xm^"  +  ....  +  ^«  V'"'  =0, 

tfiud  also  so  beschafen»  du»  eine  jede  LSsmig  der  eineii  cid 
Factor  ist,  der  die  andere  iotegraliel  madit 

'  (Man  sehe  die  Abhaodlung  des  Herrn  Prof.  Dr,  C.  6-  J. 
Jaeobl  in  Grelles  Jonrnal.  fi.  Band.  S.  185  f.). 


Uebunssaufgaben  für  flelifliMr. 

Anfallen  ans  der  engl.  Zeitscliriit  „The  Mathenwtieian.«« 

Mitgetheiit  »on  dem   Herrn  Doctor  Au^uhI  VVicgand,  Oberlehnr 

an  der  Bealtdiale  %u  Iltilie« 


1)  In  ]«dem  spitzwiriUlii^eii  Dreieck  Ist  das  Hechteck  aus  der 
Summe  seiner  Seiten  und  der  Summe  der  Seile»  des  Dreiecks, 
welches  durch  die  HOhenfusspunkte  bestinrait  wird,  gleich  der 
doppelten  Summe  der  Rechtecice  aus  je  awei  H&hen  des  Ur- 
dreiecitt. 

2)  In  jedem  sturopfWIoklieen  Dreiecke  ist  das  Reehteck  aas 

der  Summe  seiner  Seiten  una  dem  Ücberschusse  zweier  Seiten 
des  Höhendreiecks  über  diejenii^e  dritte  Seite,  welche  dvm  stumpfen 
Winkel  des  Urdreiecks  gegenüberliegt,  gleich  der  doppelten  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zwei  Höhen  des  Urdreiecks. 

3)  Wenn  man  von  einem  [xiliehigen  Punkte  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  A  Lothe  auf  die  Seiten  ßült,  so  lät,  wenn  4'  das 
TOQ  den  Fusspnnkten  dar  letilam  beittromte  Dieieck,  B  den  Rar 
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diui»  deii  umscliriebeiieo  KreUes  und  R'  den  Abstand  des  Mit- 
lei|miikto  de»  leliCmii  vwn  angeiioinnieDeii  Punkte  bezeichnet, 

ieiiachdem  der  Punkt  muerhalb  oder  ausserhalb  des  umschH^ 
Wnea  Kreises  angeooinBie*  warde. 

4)  Wenn  von  einem  Punkte  der  Peri|»liertf'  des  um  ein 
Dreieck  be8chriebf*r»en  Kreiiies  Lothe  auf  die  Di <  iccksseiten  ^e- 
fiillt  werden,  dauu  iuilen  die  Fu^spuukte  dieser  Luthe  in  eine 
einzige  gerade  Linien 

5)  Wenn  man  von  den  VVinkelsoitsen  A,  ß,  C  eines  Drei- 
ecks durch  einen  Punkt  P  m  der  Ebene  des  Dreiecks  Linien 
lielit,  weleiie  die  Seiten  besfislich  in  E,  F  treffen,  DE,  EF, 
FD  sieht,  welche  C/\  AD,  TBE  bezüglich  in  ^  e  schneiden, 
femer  nach  Verbindunff  der  Punkte  /,  c  sowohl  von  C 
als  auch  von  />,  E,  B  Linien  zieht,  uelchr  he/üglich  FF,  DF, 
DE  vmä  ef,  dfy  de  hallilren,  so  liefen,  wvww  die  ersteren  drei 
Linien  sicli  in  iV,  die  letzteren  sicli  in  A  schneiden,  die  drei 
Ponkte  M,  N  and  P  in  einer  and  derselben  geraden  Linie. 

6)  Wenn  die  Peripherie  eines  Kreises  in  sechs  gleiche  Theüe 
eetbeilt  wird  in  den  Punkten  (j,  Ant,..Af,.  und  die  Verbindungs- 
tinie  A^A^  den  Uudiui»  OA.^  in  i?^;  BiA^  den  Hadius  OAm 
hl  AA^  den  Radius  0A±  in  u.  s.  f.  schneidet,  se  sind 
0B|,  OBt,  OB2,  etc.  besfiglicb  die  Hälfte,  der  3te  der  4te 
a.  s.  w.  Theü  des  Radius. 

?\  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  eines  Kreises 
angenten  PA  und  PB  auch  die  beliebige  Gerade  PC  an  die 

concnvc  Seite  der  Peripherie,  dann  fjeht  die  Tangente  an  C,  das 
in  der  IMitte  von  BC  errichtete  Loth  und  die  Verhindungslinie 
der  Mittelpunkte  von  AP  und  BP  durch  einen  und  denselben 
Punkt 

8)  Wenn  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vierecks 
ABCD  mit  den  vier  WinkeUnitzen  vertiindet  und  die  Diagonalen 
des  Vierecks  zieht,  so  findet  tollende  Relation  statt: 

ABC.  PBD=  ABD.BPC±  BDC,  PAB, 

uu  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenacbdem  der  Punkt  P 
tosserbalb  oder  innerhalb  des  Vierecks  liegt 


^  Es  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie 
ttnd  aus  (J  ein  helieUi«j:k'r  kreis  beschrieben,  ferner  nv\  durch  B 
eine  Secaute  BE  an  deu  kreis  gezogen;  es  soll  die  Lage  der* 
■fiben  bestimmt  werden,  bei  welcher  ein  Beobachter  in  A  die 
Mae  DE,  welche  die  Secante  bildet,  am  gtOssl«!  sieht 
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10)  Einen  Kreis  /.u  loiistruiren,  der  zwei  Seiten  eiiieb  Drei- 
ecks und  die  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises  fceriliil» 

11)  Von  einem  rechtwinkliffen  Dreiecke  kennt  man  das  Ver- 
h.'iltniss  der  Radien  der  beiden  Kreise,  welche  sich  in  die  dpch 

Hall)irung  des  redifen  Wmkfls  entstehenden  Dreiecke  beschreiben  , 
lassen,  und  äusserdeni  noch  den  Abdtaud  der  Mittelpunkte  genaou- 
ter  Kreise.    Das  Dreieck  soll  construict  n  erden. 

Ii)   Von  dem  bei  JJredrtwiokligen  sphärischen  Dreieeke  ABC 
ist  die  Summe  der  beiden  Seiten  a  und  c  gleich  dem  Quadcaoteo  , 
und  das  Maass  des  Winkeln  C  gleich  dem  ao[)i>elten  Maasse  eowr 
der  genannten  Seiten.  Das  Dreieck  soU  berechnet  mtatd^Ku 

(Fortsetzung  folgt  ) 


Aufgaben  aus  der  lutegrah'echuung.  ' 
Von  dem  Herrn  ProfeMor  Dr.  Sohldmilch  an  der  Vokeftllif  9m  iM 


*  1)  Beaeidinet  einen  negatiren  Sekten  Bnicli,  gilt  die 
Feraa^l 

Für  a=— -und  xrSr«»,  we  n  eine  ganae  poetth«  Zaid  >1 

bedeutet»  erhält  man  hieraus  beispielweia : 

femer  für  ft  =  »  wo  n>2  sein  rouss,  und  :r=y*: 

Man  verlangt  einen  Heweis  von  der  obigen,  wie  es  scheint» 
bemerl^enswerthen  Fofmei.  *  , 

.Mao.soll  zdgen«  daaa  dfie  Gleicbung 


^  kjai^uo  i.y  Google 


liir  alle  positiven  r  statt  findet,  und  untersacben,  ob  «ich  das 
htegnl  rechter  Hand  durch  bekannte  Functionen  ansdrücken  iSsst 

I 

3)  Ganz  ebenso  soll  man  in  Bezug  auC  naciisteheude  Glei- 
A«ng  verfahren:       *  - 

4)  ]\Ian  soll  nachweisen,  das«  die  transscendente  Gleich|mg 
rOi):sO  oder 


/»OD 


keine  anderen  Auflösungen  hat  als  solche,  die  in  der  Form 
^=;£«V^ — 1  enthalten  sind. 

••  •  ■ 

Aufgabe. 

Von  DemseLbcn, 

Man  soU  die  bemerkenswerthe  Heiheoentwickciuogälonuel 


* 

Wweiaen  und  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  aufanehen. 


Aufgaben. 
iMB  Herrn  Doetor  J.  Di OQgcr  EQ  Sinthein  bei  Beidetberg. 

Es  sei  MNR  in  Taf.  fll.  Fig.  5.  ein  '  Kreis  ^  dessen  Halb- 

nesscr  r  sei;  A  ein  Punkt  aiiftsefhalb  desselben,  dessen  Entfer- 

mng  fom  Mittelnunktn  —n\   man  zlrb<i  von  A  aus  die  Linien 

Aa^  AM 9  welche  mit  OA  den  gltiichen  Winkel  o  machen,  so 

'  r 
werden  diese  Linien  den  Kreis  schneiden,  wenn  sin«<  für 

r 

«8«=—  werden  sie  den  Kreis  her  Ohren.  Die  Linien\ß5,  iKZV, 

Q 

Helcbe  die  Durcböchnittt»puiikte  verhiuden,  i^criien  parallel  sein. 
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Zieht  roan  die  l^inicn  MS,  PN^  so  werden  sich  diese  in  einem 
Punkte  der  Linie  OA  ^choeiden,   der  zwischen  O  und  A  liegt 

und  ¥00  O  am  die  GröMe  —  eDtferot  usL  Dieser  Punkt  ictder 


nftmlicbe,  was  auch  Immer  a  sei.  LSsst  man  also  «  raaehmea, 

r  .        .       .  . 

bin  öiua=— >  so  wird  die  Linie  RS  mit  MN  zusammeotaUea 


und  somit  ist  jener  Punkt  die  Mitte  der  BerührunessebDe«  die  lo 
den  voll  A  ausgehenden  Tans^enten  gehört.  Zieht  man  tn  deo 
Punkten  V  mid  S,  R  und  IS  (die  seihst  veränderlich  sind)  Tan- 
genten au  den  Kreis,  so  sehneiden  sich  je  zwei  solche  {z.  ß.  die 
von  M  und  S»  von  iV  und  K  u.  s.  t.)  in  einem  Punkte,  und  alle 
diese  Punkte  liegen  in  einer  durch  A  gehenden  m\X-RS  paraUelm 
geraden  Linie. 

Beuegt  sich  der  Punkt  A  in  einem  Kreise,  dessen  Ualb- 
nesser  QA  und  dessen  Mittelpunkt  O  ist,  so  bewegt  sich  der 
Ourchschnittspuakt  der  Sehnen  RN^  MS  in  ^einem  Kielso,  des» 

sen  Mittelpunkt  O  und  dessen  Halbmesser  ^  ist 

Bewegt  sich  A  in  einer  durch  A  gehenden,  auf  OA  senkrech- 
ten Geraden,  so  bewegt  sich  dieser  Ourchschnittspunkt  auf  einen 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  OA  zwischen  O  und  A  Hegt,  wsl* 

eher  durch  den  Punkt  O  geht  und  dessen  Halbmesser     ist.  1^ 

also  P  der  ursprnr»^liche  Durcbschnittspunkt,  so  ist  OP  der 
Durchmesser  dieses  ikreises. 


Das  bestimmte  Integral: 


a 


a 


Ist,  wenn  c>  6  und  beide  positir  sind,  Air 


— -io  ^z>— (6+c)  gleich  0, 
s  =  — (6+c)     „  — ^. 
-(6+c)<z<— (e-6)  „ 

*+c<»^  +  »  4-0. 
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1  < 


Vntersnchun^en  über  einij^e  nnbe« 
stimmte  Oleicliun^eii  zweiten  Grades, 
und  über  die  Verwandlung  der  Clua* 
dratwnrzel  au«^  einem  Bruehe  in . 
einen  Kettenbrueta. 

^      .  Von  drm 

Herrn  Doclor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasiam  zn  Stralsund. 


Ein  Haupt theil  <ler  folgenden  Untersuchungen  bezieht  sich 
auf  die  Aullosung  der  unbestinunten  Gleichungen  ff^ — ÄM*=-ji-l^ 

t{^~hu^=+'2  in  ganzen  Zahlen  t  und  m,  während  f  und  h  gege- 
ene  ganze  positive  Zahlen,  prini  zu  einander,  bedeuten. 

Die  Theorie  dieser  Gleichungen  scheint  nur  in  so  fern  als 
abgeschlossen  zu   betrachten,   als  bekanntlich  alle  Auflösungen 

derselben  durch  Verwandlung  von  ^  j.  in  einen  Kettenbruch  ge- 

hinden  werden  kr*nnen ;  eine  genauere  Untersuchung  hat  mich 
aber  gelehrt,  dass  man  diese  Verwandlung  ganz  umgehen,  und 
die  kleinsten  Werthe  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  aus  den 
kleinsten  Werthen  der  («leichung  j-^—/h.y'^=:\  durch  einen  höchst 
einfachen  Caicul  herleiten  kann.  Der  Nutzen  dieser  Reduction  ist 
Tou  zweierlei  Art.  Erstens  besitzen  wir  von  L  ege n  d  re  (T h eo  rie 
des  nombres.  Tome  I.  Table  X.)  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe 
der  Gleichung  a:"^  ~  Ai/'^=  \_l  für  jede  nicht  quadratische  Zahl  A 
Ton  2  bis  1003,  zweitens  kann  man  die  Gleichungen  /'t'^ — äm*=+1, 
— /iM^=4;2nach  den  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  klassi- 
ficiren,  da  in  der  Folge  gezeigt  wird,  dass  jede  solche  ZabL-l  ent- 
weder gar  nicht,   odrr  nur  auf  eine  Art  so  in  zwei  Factoren, 

Srim  zu  einander,  zerlegt  werden  kann,  dass  die  eine  oder  andere 
ieser  Gleichungen  aullösbar  ist. 

Die  genaue  Erforschung  derjenigen  Eigenthünilichkeiten,  welche 
die  Verwandlung  der  Quadratwurzel  aus  einem  uuäcbteo  Bruche 
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(  ^  ?)  ^'^  einen  Kettenbnich  darbietet»  bildet  die  Gnmdlage  der 

Resultate»  welche  in  den  folgenden  Blättern  roitgetheilt  u erden. 
Von  Einfluss  sind  in  dieser  Beziehung  die  zwei  Uaupteigenschar- 
ten,  dass  die  Periode  dieses  Kettenbruchs  mit  dem  zweiten  Quo- 
tienten he<>l|||k  und  »yminetrisch  bt;  Lej;endre  «scheint  dies 
nicht  beachteRu  liabon,  dorm  nur  an  dorn  Ketti-iiliriKlu* ,  der  aus 
der  Vefv^midlung  »1<t  (^uadiatwurzt;!  aus  einer  günzeii  Zahl  ont- 
steht.  jirwdwt  er  jene  Kigensschaften,  und  |>ebt  dann  sogleich  zur 
VenvaH|j|ßg  einer  Wurzel  der  Gleichung  fa:^  -H  f/x  +  AszO  fltier» 
wo  sfcn  dieselben  im  AUgemeinon  nicht  wiederfinden.  Ueber- 

haupt  zeigt  die  Entwickelung  v<in  ^  j,  eine  solche  RegelmBssig- 

keü».  dass  laao  iiit  Ibr  Jbeginnen,  und  die  ttesult^  unmittatbtr 

Mf  deft  Fall,  io  welebem  j  eine  ganseZabl  irt,  fibettray  ifijfc 

ich  werde  sie  also  ron  vorne  anfangen,  und  dabei  einei  aolfhitt 
Weg  einachlaffea,  dass  damit  aach  der  ElenentaUebre  einiger 
Nntien  gebracbt  sein  dfirfte. 


Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  su  thun,  werden  wir  die 
fBuen  ;&ahlen  /  und  h  prim  au  einander,  und  A  >  /  aebmeai  Um 

flub  a;     Y  y.  in  einen  gewShnlicben  Kettenbracb  zu  verwan- 

1  1  1 

dein ,  bat  man  belcanntlicb  x=  «  +  r**    —Oi  -i  » :r^=a^  +  —  '  •  • 

•»■|  St^  JC^ 

zu  setzen,  80  dass  Oberhaupt  an  die  L;rr>«iMte  in  an  enthaltene  eanze 
2ahl  ist  x^f  x^,»„*  sollen,  wie  gewuhnlleb,  ▼ollatfinalge 
Quotienten»      Og,  Os,....  schleclitbio  Quotienten  genannt 

werden.   Setzt  man        statt  i/  ~,  so  istjTiSs— ^=  v. 

Diese  nfimlicbe  Form  nimmt  jeder  andere  vollständige  ^bo- 
tient  an;  denn  wenn  man  überhaupt        ^^-^^-^ setzt,  so  liommt 

'         1   J>n  VA-j-janDn  —  Jn) 

und  dieser  \^)ll6tändige  Quotient  bat  mitbin  wieder  die  nfinliobe 
Form  — '-»t — f  wo 
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Die  letacte  Crleichun^  wird  aar  ebe  filr  die  Rechnung  beque- 
mere Form  gebracht,  ueim  man  den  Ausdruck        (Oa lA»— 
entwickelt,  Tind  auf  ähnliche  Art,  wie  Z>fi />n-|'i=-4  — J^+l  war, 
iK^Dm==^A — Jn^  seUt;  man  erhält  hiedurch 

\on  <1ph  Anfangswertben  Jy=0,  D^=f,  J^~af,  Di^h^a^f^ 
euLs^ireclieiiil  der  Hauptgrosse  x  und  dem  er^len  vollstäudigen 
Quottenteo  x^y  auägehen(l>  wird  man  also  die  Elemente  der  volU 
4lt%eii  QiuMüeatai  am  lelcbteaten  nach  deo  Formeln 

A4.|sxafi/>fi^*/it> 
berechoen  kunoen. 


% 

Man  Iiat  es  hei  dieser  Bereehnuns»  immer  nur  mit  ganzen 
Zahlen  zu  thun,   wie  aus  dem  Bildungsgeset/  der  Elemenle  Jm 

nach  den  letxten  Formeln  de«  vor.  Paragr.  vnmittelbar  hervor 
nht  Auch  aind  diese  Elemente ,  welche  wir  im  Folgenden  reap* 
Slhler  und  Nenner  de«  entsprechenden  vollständigen  Qnotlen» 
tn  aennea  werden,  von  Anfang  an  positiv. 

Um  dievS  auf  die  leichteste  Ail  /u  erweisen,  werde  angenom- 
iBtii,  dasii  Jm  On  positiv,  und  Jn<^VA  sei.    Dana  ist  zunächst 

positiv,  denn  sonst  wäre  «/m^HaJ^«,   VA  -f-  •/»>  2 o»  Am 

— ^>2afi,  welches  gegen  die  Voraussetzung,  dass  dieser 
vttÜstibidige  Qnotient  swischen  a«  ond  on-f  1  liegt,  streitet 

Ferner  w*^7^>«-»  Vi<><ii.A,-/„  d.  i.  Vil>  J«+i, 

folglich  DnlK^i  —  A  —  ./'^nfi  positiv,  also  Dn^i  positiv. 

Wenn  demnach  «/n»  I^n  positiv,  Jn^VA,  so  ist  auch  ?i« 
pü4»itiv ,    Ja-f|<V^.     Nun  sind  Ji ,         wirklich  positiv, 
and  Ji  <V  ^  (wie  leicht  erlu  ill),  folglich  sind  die  Kiemente  jedes 
ToUständigen  Quotienten  positiv^  und  der  Zäliler  jedesmal  <\\  A. 


214 


3. 

• 

FSr  den  Nenner  D„  lassen  sich  Grensen  finden,  welche  er 
nicht  überschreitet;  die  Feststellung  derselben  wird  die  folgende 

Uiitersuchuni^  sehr  erlpirbterii ,  inul  znr  IJestimmvinü:  des  Anfangs 
der  Periode  «in!  man  die  Betrachtung  der  LVahenincsbrilchc, 
welche  Legcndre  in  der  Theorie  de«  inunbres.  Tomel. 
§  V.  31.,  wo  er  von  der  Veruandiung  der  Quadrat'vurzel  einer  gan- 
sen  Zahl  bandelt,  zu  Hfille  nimmt,  ganz  nmfehen  können. 

Es  ist  On  />n+i  =(V  A  4  J„  \-i)  (V  A  »       beide  Facto- 

ren  rechter  Hand  positiv  sind ,  ferner  ^  1^^^^  ^  ^  *         ^  ^ 

+  >         1  »  folglich  'Dn>  VA  —Jn^x. 

Es  ist  ferner  V  A^Jn^i  -  V  A  \  «„  iJn—  fu .  V  J,>0, 
folglich  Y A\Jn^i*^  Dn-  Wegen  der  Gkieliung  DnDu^i^ 
(y  i4  +  7«+, )  ( V  ^  — /n4 1 )  ist  also  auch  V  A^Jni i  <  Ä+i .  ««« 

—  JnK^tif  wobei  aber  zu  bemerken,  das»  in  der letilen 
Ungleichung  der  Fall  ?i  =  0  ausgeschlossen  werden  mnss*  wie 
leicht  erheilt.  Dies  giebt  nun  folgende  Grennen: 

/>»>  V  A—Jnin^O  ausgenommen) 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  «  die  grosste  in  v/Ä=V 
enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  ce  der  grOs^ite  Worth  sowo?»]  für 
./n,  als  für  i/n+i   ist,  wie  au«  ,/„  o*}<'r  Jn\\Ki'  A  unmittelbar 
folgt;  der  griisste  Werth  der  Munime  Jn  VJn\\^  ^inl^n  ist  folglich 
2«,  also  l(ann  weder  On  noch  Dn  die  Grenze  2a  ülierschreiteo. 

Daraus  nun,  daiss  J  nicht  >a,  />  nicht  grosser  als  2«  wer- 
ilen  kann,  und  beide  Zahlen  ganz  und  positiv  sind,  folgt  leicht, 
dass  die  Reihe  der  vollständigen  Quotienten ,  also  auch  die  Reibe 
der  Quotienten  des  Kettenbruche»  periodiedti  sein  winL 


Uro  den  Anfang  der  Periode  sn  bestininien«  mtk^^-^jj-^  ein 

vollständiger  Quotient,  welcher  einem  folgenden  ^''4^^^^^'^ 
werde»  so  dass  also  JnJ^k=Jny  Dn^k^i)^,  on-^^^n  ist 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt  dann  augenblicklich,  dass  auch  I^a^|=Ai-|  eei#ninss. 
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Wir  Uien  f^ttr 

Oer 

(>e«et/.t  Diiii  die  Zahlen  «/n-i »  «^»-i-^—i  ^^ireu  picht  gleich,  Son- 
den l^.^n-fib-i  > /n~i .  80  wSre  nach  a)  an}k—i  — ftn-i  positiv, 

und  mindestens  —  1 ,  lolglicU  Jn^k^i-^Jn—i  i»     E«  lässt 

sich  aber  mit  Hülfe  der  im  vor.  Para£?r.  entwickelten  Grenzen  leicht 
teiiren,,da86  das  Letztem  Tiirht  der  Fall  sein  Icann;  denn  \'  A—Jn-\ 
^  öu— I  {n  —  \  aiisj^enoiniiit Ml  )  ,  und  i/n f  *— i V -.4  ,  also  auch 
—  «/n-i  s  ^a-i-  Zieht  niaii  die  Gleicoung  b)  in  Betracht, 
m  Migt  man  aaf  dieselbe  Weise,  daM  ^.  die  Uiif(leiehaDg 
/•|i^</.-i  oDindglich  Ist,  Daher  ist  Jn\k-\'^Jn-'\^  und  in 
Mi(e  deaacD  auch  nach  a)  oder  \i)  Hf^^h^—nn^n  d.  b.  die  Gleich- 
heit der  beidea  vollständigen  Qnotientmi  ^  *   *  ^i^i/^ 

bedingt  die  Gleichheit  der  ihnen  unmitteibar  vorhergeh.  — |^'  » 
^  ^^^^^^ »  ausgenommen  den  Fall  «  =  1.    DI«  Fortsetzung 

«esfT Selilfisse  IWirt  also  an  dem  Resultat^  ^r[-^  =-^-4Ä?^^  . 
Uemnach  muss  der  erste  voll^tamiigc  Quotient  sich  wiederholen. 
DIt  eatnrbkelte  Grvsse  selbst  ^^yr^  wiederholt  sich  nicbt,  viel- 

iuehr  wird  Jt—uf,  Dk^f,  w  ie  auf  folgende  Art  gezeigt  wird. 

Ans  Dk=^^-j^^^ ,  f=  ^^-^^  *  und  aas  Ji^k=Jt, 
dk^^Dii  folgt  Uk^fi    Femer  ist  Jk^rJi-^^OkDkt  d.  L 

h^af^fukf    Jk=f{uk—a).      ^uu  ist      >  V/Ä  — y 

— a  >  l«nd<       ,  folglich  y  =n»  —  a  =  a,  atse 

Jk^af,  aft=2a.   Folgendes  ist  somit  erwiesen: 

Der  emtn  vollatindige  Quotient  ~  =  ^  kehrt  in 
der  Periode  an  er  st  wieder»  letztere  schltesst  mit  dem  ▼ollatindl* 
HB  ttnotienten  ^Jj^^=  ^— und  der  letzte«Quotient  fo*) 

4e(  Periode  ist  doppelt  ao  gross  als  die  grüsste  Y  ^  enthal- 
IBM  gum  2alil  «. 
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20. 


m  einen 


Als  Beisel  für  den  Verberg.  Paragraphen  werde  ^ 

KetteDbmch  verwandelt  Es  ist  also  /=:3»  Ass20»  A=dBO, 
Nach  1.  findet  man  oboe  Mühe  folgende  xnsainmengelilirlge  Werthe 


Jn 

Dn 

0 

3 

2 

6 

8 

1 

2 

im 
t 

1 

5 

0 

2 

5 

/ 

1 

2 

8 

t  1 

6 

3 

i4 

Die  Periode  ist  hier  so  Ende,  der  oichste  veHsMiHlice  Qo^ 

tient  ist  wieder  der  erste  — -g — >    <ler  letzte  Quotient  =2ii. 

Man  sieht  aus  diesem  Beispiel  noch  Folgendes:  1".  Die  Zähler 
einer  Periode,  0,  2,  5,  5,  2,0  liildtn  <;ino  Reihe,  in  welclipr 
die  von  den  Enden  i:;lrir  h  weit  aUsiehenden  Clirder  (so  wie  die 
Endclicder  selbst)  einaniU  r  bleich  shul.  2".  Dasselbe  gilt  von  den 
Nennerti  8,  7,  5,  7,  8,  und  von  den  (^(jdtieiiten  des  Kettenbmcbs 
1,  1,2,  1,  I,  wenn  man  die  letiten  Elemente  der  Perio^  nicM 
in  Setracht  zieht.  Diese  Bemerlning  findet  Anwendung  in  ato 
übrigen  Ffillen»  was  jetzt  bewiesen  werden  soll. 

Es  sei  innerhalb  einer  Periode  Jm=Jn,  Dm—i—Dn,  m<ji', 
dann  ist  wegen  Ai— 1= — fr^fwaxth  Dw^siK^, 


'rn  —  1 


Ferner  ist  J^n^  i  =  fim  M«  —  Jm ,  Jn-i  =  On-i  On-i  —  t/n ,  lolgücfc 
nach  der  Anuahnic,  und  nach  dem  schon  Uewieseoen: 


«)  «^«Ml  ~"  ^n-^  =  (aw— g»-i) 


oder 

■ 

b)  Jn^i  —  •/«  + 1  =  (On-i  —  am)  I^jn  • 

Wire  nnn  K.  so  wäre  nach  a)  Oib— posi- 

tiv, lind  also  mindestens  =1,  folglich  Jm^i—Jn—i  ^  Dn-i.  Die? 


ist  aber  unmöglich,  da  (nach  3.)  ^A—Jn  -i  </)ii-.i,  also  wegen 
•^«+1  <  V-i .  auch  Jm 4  1  —  Jn-i  <  /)n-i  ist.  Wäre 2^.  Jm+ 1  <«/ih-i- 
80  wSre  nach  b)  an-.^ — am  positiv,   und  also  mindestens 

folglich  Jm-f^Jm^i^ Dm»    Dies  ist  wieder  onmSgM,  ^> 

(nach  3.)  VA  —  J„^i<,Dm*  also  wegen  J«-i<V  f,  ao<^'' 
/•-.i— /m-fi         ist.   Es  ist  also  Jm^^^Jn^^,  folglicb  aadi 
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^^^>  aacfc  «güBs:«,^,  d.  b.  am  A»-MiesA»  folgt 

'l»^i  --{^i»^m  =  Dn-^  ,  o  „  =  NuD  ist  wirklich 

(=«/)>  A»=^*(=/)f  folglich  nach  und  nach 

J^^Jt-i ,      =  Dk-i ,  ff,  s=a».i 

u.  8.  ff,     n.  a,  w. 

Die  Elemeate  haben  hiernach  in  jeder  Periode  folgenden 
rortgaog: 

Die  Zähler     J,   ./^  7.^  ./i 

iNe  Menner  üi  1^.».«../^  / 
DieQucrlientenot  ^  ••••••••     a,  2«. 

Diese  Ariordüung  der  Elemente  nennt  Legeodre  Symine* 
Irie  der  Periode* 


6. 

Von  Jetzt  an  vrerden  wir  daa  Haoptaagenmerk  anf  die  FSlle 

wenden,  wo  der  Neiiner  eine«  vollständigen  Quotienten  eine  dar 
Zahlen  1,2,/-,  2f  wird.    Ich  bemerke  dabei»  daaa  ini  Fall  einer 

?''r:H]t*ri  filienerzahl   dor   IN'norb'   (k)  dor   iSViiner  D^u  Mittel- 

iieuuer»  und  der  Quotieui  ayjk  Mittelquotieut  genannt  worden 
sali. 

V*  7      /  20 
4'  V  3  * 

V^'  V  7'  V  ^  kommt  der  Nenner  1  vor,  Gberall  nor  einmal 

in  der  Pi'riodp,  und  stris  ^Iltfolnenner.  V^utersuchcn  wir,  ob 
diese  i^eoliai lituiig  sirli  in  alleu  aiiultcheii  Fällen  bestätigen  ^vird. 

Es  sei  also  />»=!.  Aus  VA--  Ün<,Jn<,vA  folgt  dann 
leicht  J„-=^Jn  \  i"af  r/„  =  y„ -f- ,  ==2«,  wo  a  die  gröaate  in 
V'fh^VA  ei.ll»a!tfne  ganze  Zahl  bedeutet. 

Da  also  zu  dem  ISenner  Dn^l  uur  ein  bei^ümniter  Zähler 
e«hüreu  kann,  und  in  einer  Periode  nicht  zwei  gleiche 
voHständiee  Quotienten  vorkommen  kuiiHen,  so  wird  sich  der  Nen- 
Nr  i  in  keinem  Falle  öfter  als  einmal  vorGndeo.  Für  f=  l,  oder 
WfDo  ea  sich  um  die  Entwickeln ng  der  Quadratwurzel  ans  einer 
faozen  Zahl  handelt,  wird  seine  Stelle  am  Endo  dar  Periode 
sein  (4.);  ist  aber  f  nicht  gleich  I,  ^»o  folgt  aus  der  Symmetria 
iler  periodisrh«'!!  pflemente  (5.),  dass  der  Nenner  ]  mir  bei  gera- 
der Gliederzabl  der  Periode  (Ä:),  und  /.war  al$  Mitteincnner  vor* 
kommen  kann« 
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Kommt  uuH  der  Mitteloenner  1  in  der  Tbai  vor,  so  i»i  der 
mittlere  voUatändige  Qaotient  :s     |     »  der .  auf  ihn  folgende 

s  oder  gleich  den  ersten  voUetändigen  Quotieoteo  in  der 

Eotwlckelong  \  (>n  Vfh^VJ»  Kennt  man  also  die  Periode  dar 

Nenner  für  ^  j*  so  kann  man  daraus  unmittelbar  die  entspre- 
chende Ppiiode  lür  ^Jfh  herleiteti ,  Indem  man  die  auf  den  Nen- 
ner 1  in  der  ersten  Entwickelun^  folgenden  Nenner  der  Reihe 
nach  hinschreibt,  und  mit  dem  Nenner  I  alwcbneaet  Eanelz.  B. 

{ßYdelt6yßf)ßy6il99fß  f. — 

die  Reihenfolije  der  Nenner  ßlr  ^  ^ »  wo  die  eingeklammer- 
ten Glieder  die  Periode  bildeoa  au  viird  die  Heihenlojge  der  Neo- 
ser  für  Vfh  diese  sein: 

{tBiyßfßy^il)  §9yßfßyifs  1........ 

und  zwar  mfisKcn  die  einiieklaninierten  Glieder  die  Periode  bilden, 
denn  in  der  Entivickeiiint;  von  \^fh  ist  der  letzte  Nenner  immer 
vnd  innerlialb  einer  Periode  kann  nur  ein  Nenner  den  Werth 
1  haben. 


in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Reenitate  mugen  mm 
ibter  Bedentnng  för  da«  Folgende  wegen  snaanunen^eateUt  werdmi : 

(1)  Verwandelt  man  Y^4in  einen  Kettenbruch,  «o 

kann  der  Nenner  I  i  n  jeder  Periode  nicht  Öfter  als  ein* 
mal  zum  Vorachein  kommen. 

(3)  Fflr  fssl  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stets 
▼  er.  Fflr  f^l  und  fflr  eine  ungerade  Gtiederzahl  wird 
er  niemals  anp^e  tm  ffrn :  l)ei  gerndn  f^lieiierzahl  Ici^mm 
er  vorkommen»  und  zwar  als  Mittelnenoer. 

(5)  Ist  der  Mittetnenner  1  vorhanden,  so  kann  ma« 

aus  der  Periode  der  Nenner  Uir  ^  —  die   Periode  für 

^fh,  wie  oben  gezeii^t  worden,  ohne  Rechnung  herlei- 
ten; die  letztere  enthält  dieselbe  Anzahl  von  Cxüe- 
dern,  ihr  Mittelnenner  ist  immer  =/'. 

Es  versteht  sich«  dass  eine  äbnlicbe  Bemerkung  auch  für  die 
ZShIer,  und  fflr  die  Quotienten  gilt;  z.  B.  fttr  ^  g-iat  die  Reihe 

der  Quotienten  1  <2  1  12  1  2  3)  2  1  12         die  Periode  durch 

(  )  angedeutet»  der  Mittebienner  1  vorlmnden;  die  Reibe  der 
Quotienten  fttr  v45  wird  sein  6  a  2  3  3  1  ISQ  1  3  2^.. 


Femer  verdient  Folgendes  bemerkt  zn  werden.  Es  ist  ehen 
liewiesen»  dass  kein  Quotient  die  Grenze  2  a  aberachreiten  kann. 
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Es  iSsst  sich  zeip^M,  da^s  der  Quotient  2a  selbst  nur  einmal 
ii  der  Pertode»  und  swar  ale  Eadnenner»  oder  ale  Mittelnenner 

Ttrkomnen  kanuy  jeoacbdero  ^  eine  ganze  Zahl,  oder  keine 
jjaose  Zahl  ist. 

Itt  nlmlieh  Hiisstfa,  alno  Jn-\-Jn^i~ÜttiKi*  so  rnvae  wegen 
-ii</a|i  1^11=1  sein«  uuil  daraus  i'olj^t  die  Dichtigkeit  der 

Maoptong. 

(4)  Es  sei  A—ß=if'h',  wo  /  und  ä,  sowie  /'  und  h' 
priii  an  einander  sein  sollen,  auch/>l,  f">i,  hyf, 
K^f  angenommen  wird.  Idi  bebaopte»  dase  der 
Mittelnenner  1  In  den  beiden  Entwickelungen  von 

^  7*  ^  7*  ^'^       derselben  Zeit  vorkommen  i^aun. 

Dies  an  beweisen»  sei(|3y^l  ftnf)ß'y^^^t''lf 
itie  Reibe  der  Nenner  för  ^  ^>  wo  die  Periode  durch  (  )  an- 
gedeutet worden.  Beinorkt  wird,  dass  kein  Buchstalie  den  Werth 
1  haben  kann  (1).    Fände  sich  aoA  in  der  fintwickelung  von 

^  ^tdet  llitteinenner  1  ebenfalls,  so  wäre  der  mittlere  voUstän- 

ittee  Quotient  =  ^ ^.^  grösste  in  Vf*k'  enthaltene 

imie  Zahl);  nun  ist  f  h'=fh,  also  a'^a,  folglich  waien  die 

Mden  mittleren  vollstSndIgen  Quotienten  fiir  ein« 

amler  gleich«  und  die  Reihenfolge  der  Nenner  fUr  die  letztere 
Warseivom  Nenner  1  an  wirde  somit  diese  sein:  1  t  ^  ri  f  ß  y 

^  \  f  t  V  fy  wobei  das  erste  1  die  iMitte  der  ersten,  das  zweite 

die  Mitte  der  aweiten  Periode  bilden  wird;    beide  Perioden  ho- 

^teh^n  aller  aus  gleich  viel  Gliedern,   dafier  wdrde  die  erste  IN'- 
noiie  offenbar  mit  dein  Nenner  /'  abschliessen.    Nun  ist  nach  ikiu 
Vufhergefienden  der  letzte  Nenner  =/*'f  aUo  wäre  /^=/',  gegen 
Voraussetzung. 


7. 

Zu  dem  »nnf^r  Dn'=~^  kann  ebenfalls  nur  ein  bestimmter 
ÄtWcr  gehören.  Denn  es  ist  (3)  \^A  —  ^l<^Jn<,sA, 
^M— 2<  J„f ,  <V'^  •  daher  ./„  oder  Jn  \  \  entweder  =  «  oder  =« — 1 
tiiiiiier  die  obige  Uedeutuiig).  Es  ist  lerner  ^Dn-^^^A — Jn*, 
^4^4^  =  J — «/^n-i-i»  also  J%  oder  Jn\\  stets  so  besdiaffen,  dass 
i-^/i^  oder  A'-^S^m\\  gerade  ist,  oder  diese  Zahlen  sind  mit 
^  iiM;lei<  fi  (gerade  oder  ungerade.  In  keinem  Falle  wird  es  also 
2«veifeUisft  bleiben,  ob  «/«  oder  «/«Xisaoder         1  ist«  Z*  B.  fttr 

j-»    »-0^  =  75,  «  =  8^  ist  D^z=.2,   «/,  ungerade,  folglich 
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J^=rJ,=7  (=« — 1).  Für  ^  ^  «lageren,  wo  A=:1S,  a^Z,  ist 

jDi  =  2,  Ji  ungerade,  lulgüch      =  J^  =  3(=«). 

Uebrigens  ist  aoch  a»  bestrnmit;  denn  Jn-\-Jn^i=^OmDm'=^'i^ 
JnzizJn-^i »  also  0*=«/««   Nur  findet  hier  die  ünikehrung,  dias 

zu  dem  Quotienten  « — 1  oder  a  der  Nenner  2  j^ehüren  muss,  im 
Allirenieinen  nicht  8tatt,  weshalb  ein  solcher  Quotient  in  der  Pe- 
riode auch  öfter  als  einmal  vorkommen  kann. 

Durcii  SchlOisse,  welche  denen  in  6.  ganz  ihnlicb  sind,  ge- 
langt man  nun  au  folgenden  flesttltatan; 

(1)  Der  Nenner  2  kann,  in  der  Periode  füt 
nicht  Öfter  aU  einmal  aum  Vorschein  kommen. 

(2)  Für  f—2  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stet« 
vor.  Für  ^  nicht  =2  uud  für  eine  ungerade  (> Ii  i> derzabl 
wird  er  niemala  angetroffen;  bei  gerader  OIredersabI 
luuui  er  yorfcomuien,  nnd  a%rar  al«  Mittelnenner. 

(3)  W  enn  A-Pi=if'h',  f  und  Ii  sowohl,  aU  f  und 
h'  prim  zu  einander  sind^  und  weder  f  noeh  /'  =  2»  auch 

h">f*9  no  wird  der  Mitte Ineniier  2  in  den  beideo 

£ntu  ickcluugeu  von  ^  ^  nie  zu  derselben  Zeit 
vorkommen. 

(4)  Ist  f  weder  =1  noch  =2.  ao  werden  In  der  Ent* 

Wickelung  von  ^  ^  die  beiden  Neuner  1  und  2  det^balb 

nicht  au  derselben  Zeit  vorkommen,  weil  der  MiUel- 
nenoer  nicht  augieieh  1  und  2  aein  kann. 


8. 

Ist  />«=/;  ao  hat  man  vA-r<Jn<VA,  ^-l<j  <  y- 
Wenn  nun  y  eine  ganze  Zahl,  ao  wird  -^=0(0  die  grSaateis 

^  ^  enthaltene  ganze  Zahl),  Jn^af,  Daraua  folgt,  dass  zudem 

^eiuier  f  nur  ein  bestimmter  durch  /  theilbarer  Zähler  Jn  gehurfla 
kann.  Wenn  die  Zahl  f  alle  ihre  Primfactoren  nur  in  der  ei4fn 
Potenz  enthält,  d.  b.  dvreb  kein  Quadrat  thellbar  ist,  so  lolst 
aus  /ZJa-isr/Ä  —  dass  nicht  blosa  sondern  auch  Jn 

aalbat,  durch  theilbar  ist,  und  in  diesem  Fnllo  wird  folgM 
J„rrr^/*sem.  Enthält  aber  /*  einen  qoadratiscbcTi  Factor,  so  iit 
nicht  aüthic:,  dass  Jn  diirrh  f  tbeilbar  ist,  wenn  es  auch  Jn*  i»*' 
und  zu  dem  Nenner  f  wird  also  auch  ein  anderer  Zähler  ab  aj 
geh'ircn  dürfen.    Hieraus  folgt: 
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ist  der  Nenner  f  durch  kein  Quadrat  theilbur»  8o 
kommt  er  in  der  Periode  nur  einmal,  nänili<'h  am  Ende 
derselben  vor;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  er 
iber  9fter  vorkommen^  jedoch  nur  mit  einem  solchen 
Zlhler  tnaammentrerfens  dessen  Quadrat  ein  Viel- 
rielies  Ton  /  ist 

Dabei  ist  zu  benieikeii ,  (Inss-  in  der  Fjitu  ickehini,^  von  ^(h 
<fer  Keuuer  /  in  der  Mitte  der  Periode  vorkommen  wird. 

■ 

Beispiel.  Für  ^     s        eiliäit  man  folgende  Elemente : 

Jn  I  On  \  tin 


0 
9 
7 
6 
12 
1*2 
6 

9 


9 
8 
13 


1 

2 
1 


{)  '1 


1 

9 
13 


24 
2 
1 


8  2 

9  2 


Der  N(  FHier  0  kommt  uicht  IjIoss  am  F.iide  der  l*€rio<lc  vor, 
sondern  atisserdeni  noch  zweimat.  an  beiden  Stellen  ./n*  durch  9 
theilkar,  uaiuiicb  Ja^  =  3(>  und  Jn'^^lü,  aber  nicht  Jn  selbst. 


9.  . 

Es  «ei   endlich   Dn—^f-    Es  int  dann  ''lfDn-^'=^A — 
~/Ä — Jb*,  Jf?  Iheilbar  durch  f.    Ist  /  durch  kein  Quadrat  <htil- 
Uai,  HO  wird  es  tolglich  ein  Theiler  von  Jn  sein.  Aun  ieit  aber 

Vi<-S^<J«<V^,  Ü<yi<  Y  '  fo^icb,  wenn  j  eine 
gaue  Zahl  ist,  y  entweder  =a  odersa— 1;  in  jedem  Falle  ist 

Jn 

aber  der  Werth  von  y-  bestimmt;  deuii  für  Jn—f'Jn  wird  'ID„-^ 

^/»^  folglich  J'n  SOS«  nehmen I  dass die Diff;erenz  h^fj'^ 
eiM  gmde  Zahl  ist  üaraas  fliesst: 

Wenn  die  Zahl  f  durch  kein  (Quadrat  theilbar  ist, 
Dttd  die  Gliederzahl  derPeriode  ungerade,  so  ivird  der 
Äsnner  2/  nirgends  angetroffen  werden;  bM' gerader 
Gliederaabl  kann  er  sieb  vorfinden»  nnd  swar  als 
littelneoner.  t 

l^  =  — jy-  erhüU  man  folgende  Werths» 
TOD  denen  der  Mittelnemier  =34  ist: 


I^IL  ^Cl 

Un 

0 

17 

1 

17 

b 

6 

19 

5 

7 

16 

27 

■ 

1 

11 

10 

3 

19 

<> 

12 

17 

o4 

1 

17 

•> 

1*2 

10 

^ 

U 

27 

1 

16 

7 

19 

6 

1  6 

17 

17 

Wir  ziehen  jeUt  tUe  iNäheruugsbrüche  mit  in  Jietra*  ht.  Zwei 
auf  einaoder  folgende  Mäherungabfüche  fiir  ^  ^  seien^  >  ^  >  der 

auf  den  letxtern  folgende  voUatändige  Quotient  — >  daanist 
aaeh  dem  Bildungageaeta  dreier  benachbarter  NftberungsbrflcU: 


A 

T 


AVA  W\ .  , 


Bringt  man  diese  IrrritiofKili^Ieichung  auf  die  Form  m-|-iiv'/i=0, 
und  Hctzt  dann,  wie  ets  lucbt  andere  ^ein  kann,  m==0,  n=0,  so 
koniiat 


daran« 


wo  p^*-|^9==i:l  ist 


Man  kann  also  der  unbestimmten  Cleichun^ /i^  — At/*— db^ 
durch  ganie  Zahlen  <=|>,  tt=^f  genügen,  wenn  iu  der  Entwicke- 

lung  von  ^  j  der  Nenner  D  TorfconiDt,  und  der  PifihemageiMnwk 

£  80  beacfaaffen  bt,  dasa  daa  Voneichea  von  fi^-h^  mit  dev  iv 

obiger  Gleichung  übereinkommt,  p  und  ^  sind  bekaniitlich  wl»' 
tive  Primzahlen. 
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UmMkairt,  wenn  der  CHeichang  /t* — ku^ss±D  durch  zir«i 
gnie  fiblen  <=p»  ti^^,  wefeh«  |iTiin  su  einaiMltr  sind,  gcnfigt 

Verden  kaun,  uud  ausserdem  D<^^\/A  lal,  so  niuss  —  einer  der  cou-  , 

^    l  h  ^ 
lirprenden  Brflche  von  y  y  sein.   Wegen  des  Beweises  dieses 

«irfifiijen  Theorems  sei  es  eriauht  zu  verweisen  auf  Leuen  dro 
Th»(trie  des  nombres,  Tome  1.  §.  XII.  und  anf  M  i  ri  di  n  £i  *» 
Aaiaugägrüude  dar  hüLcrn  Arithmetik.  9.  Ahschuitt 
Ubrsati  6. 


11. 

Leknait,   Die  Gliedersahlea   der  Perioden  für 

y  ^  und  v/A  sind  zugleich  gerade  oder  ungerade.  ' 

Beweie.  Betelcfanet  man  den  vorletzten  NShemncshmcb 

VA  P 
•j  in  der  erateo  Periode  durch  ~ ,  so  hat  man 
f  </ 

fp^^hg^=z-^f  filr  eine  gerade  Gliederzahl, 
fp* — Ä9*=  —  ^  für  eine  angetade  Glledcfzabl. 

Nach  10.  ist  nun  ferner,  da  J~r/f,  2>  — ^ist,  pof^pof—hq 
— 0,  also  h(f  durch/  tbeilbar,  uikI  da  h  und  /  relative  Primzahlen 
MDÜ,  y  ebenfalls.  Statt  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
boa  nun  aleo  die  beiden  folgendeo  setzen: 

s 

(1)  Ist  nna  die  Gllederzabl  der  Perlode  tär  ^  j.  ungerade, 

jMi  existirt  die  letzte  der  beiden  Gleichunfjen ,  d.  h.  die  unbe- 
stimmte Gleichung      —  fhy^=. —  1  ist  durch  «lie  ganzen  Zahlen 

lOsbar,  and  daraus  folgt  mit  Beachtung  von  6.  (1) 

«Bi  (2)  und  Ton  (10)  leicht,  dass  die  Gllederzabl  der  Periode  flir 
Vß  ebealaHa  aagerade  Ist 

(2)  Umgekehrt,  vrenn  die  OliederzabI  für  yfk  ungerade  ist,  so 
iBoit  sie  fiir  y  y  ebenüsdU  ungerade  sein.  Bezeichnet  man  n&m- 
Ub  dea  vorletztea  Niberangsbracb  ia  der  erstea  Periode  Iflr 

Vß  durch       80  ist       /Ä.jy*  =— 1,  folglich  fa:^'-h.(/^)^—f; 

^  X  I  h 

aber  /sv/A,    daher  (10)  J^^^^  Nfiheruüg»hruch  von  ^ 

ivekhen  der  vollständige  Quotient  folgen  mag.  (Der  Ncn- 
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Oer  101  nKmlldi  immer  fikitfet  man  nun  in  10.  P.^'» 

^f=fff»  so  kommt  ^-J^fwpö-^fl^o»  folglich V  durch /ibeilbsr, 

ai»o  nach  S.  J^af,  der  volktäiidige  Quotient  — y — = — -j — 

steht  somit  am  Eode  der  Periode,  oder  der  Bruch  y  ■•t4erTe^ 

letzte  Käheruiigshruch  in  frgeod  einer  Periode  (^t  ^  Danis 

folgt,  dtLBü  die  Güedcrzahl  für  diese  Wurzel  ungerade  ist;  denn 

wftre  "sie  gerade«  so  wOrde  fllr  jeden  solchen  Brach  ~  die  Glei- 
chung fp^-^hq*^-^  f  statt  habeu. 


12. 


X    x'  x" 


Es  seien    «        -i^ ......  die  vorletsteo  NilierangS' 

?/  y  y 

bruche  resp.  in  der  Iteu,  2teu,  ^ten...  Periode  von  \t\ 

I  II 

^/f  —  die  entsprechenden  Näherungsbrflche  fon 

Y      deren  Nenner  nach  11.  sümmtlich  durch  /*theiibtr 

sind.  Setzt  man  nun  q=rf,  q'~r'f,  f/z^r^f^,  ae  werdet 
Je  zwei  libereinanderstehende  Glieder  aer  beiden  fsl> 


genden  Reihen 


X    x'    x"  x^^ 

»       /  >       nf      Jff  $' 


/M  iL       vi  ifL 

W     ^>  ^> •••••• 

vollkommen  identisch  sein. 

P 

Dies  zu  erweisen  ,  sei  irgend  ein  Bruch  der  zweiten 
Beibe,  dann  ist  /i^— Äea=±/,  oder  P^fh^B^l 

folglich  ^  irgend  einem  Gliede  der  ersten  "fleibe  glekh. 

X 

iüi  umgeikchrt  -p  irgend  ein  Glied  der  Ueibe  (a)#  so 

X 

X^-.ß.Y^  —  ±\,  oder  fX^^h.{fY)^-  lf,   daher  nach  11.^ 
dem  vorletzten  ^iäfaerungsbruch  irgend  einer  der  Perioden 
y  Y  gleich»  d.  b.  J[;=dP,  fT^B,  oder  XzsP,  F^B, 

Da  also  jedes  Glied  citior  der  beiden  Reihen  (n) ,  fl»)  irgcod 
einem  Glieds  der  andern  lieihe  gleich  ist,  und  umgekehrt,  dt 
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kmer  ans  der  Ali»  vi'ie  dl»  üilterungsbrOche  gebildet  werden, 
eriieiU.  das«  Zähler  und  Nenner  in  den  beiden  Reiben  (a)  und  (b) 
fyrtwähretul  wachsen,  8o  folgt,  tlasB  Mnr  die  fibeteinandemteheii* 
km  Glieder  gleich  «ein  kfinoee. 

VFiU  man  also  die  Brüche  —  >  -7»  nv,.**.  bereeiineii,  so  bc- 

rechnet  man  nur  -pt  y^,  und  muiti^licirt»  die  Zähler  beibe* 
iMiteod,  jeden  Nenner  nkt  f.  • 

Z.  B.   Es  seien  die  Näherungsbrfiche  ^  iür  ^  ^  zu  bestim- 
V«rwaiidelt  num  vM)  in  einen  Kettenbmeli ,  so  kemmt 

k     3    19    117    721  4443 
if  -i'  6  '  ST'  228'  i4ü5'  *"*  ' 


iülgiich 


w     3    19    117   721  4443 


•••• 


Zu  denselben  Wetthen  von  ^  gelangt  man  direct  dnrcb  Eni- 

V5  ^ 
2  in  einen  Kettenbrack 


13. 

AuftOenng  der  Glelchnngefi 

(b)  fj^^hq*^--f. 

(1)  Ist  /  durch  licin  Quadrat  tbeilbar,  so  mxms  es  offenbar 
in  9  aufgehen;  setzeu  vvir  also  g—frt       verwandelt  t»ich  die  auf- 

TiHiende  Gleicbnng  in  p^—fh.r'^=^l,  d.  h.  ji  und  ^  mdseen 

kf^Mdnmgj^-^fh.y^^iil  genügen.  Umgekehrt,  wenn  p  mä 
r  Werthe  der  letztern  Gleichung  sied,  ee  sind  p  und  fT=q 
Wertiie  der  vorgelegten  Gleichung.  Hieraus  ergiebt  sich  mit  Be- 
lebtn^  der  In  11.  und  12.  erhaltenen  Resnitnte  ( die  liHiedenafal 

dir  Periode  filr  ^  ^  soll  durch  k,  die  fttr  V/A  doreh  K  heieich- 


)  Do«!  man  ans  dem  Näherongtbrucli  der  erttM  Perlode  dfe  In 
Pttioden  anf  eine  eiaft«he  Art  lierloltoo  fcana^  Marf  wohl 
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Ist  A  gerade,   so  ist  die  Gleichung  (b)  eben  m  wie 

,T*—fh.y^—^  1  unmofflicli ;  dapegen  erhält  man  alle  AuflosuuEjcn 
der  (fleicliuiig  (a)  «Inrrh  tWe  Formeln  p=a:,  q  =  fy  ,  wo  x  und  5 
zwei  tielicbige  Werthe  der  Gleichung      — fh,y^z=z,\\  liedeuteu. 

A  Ut  ÜT  ungerade^  so  sind  die  Gleichungen  (n)  und  (b)  beide 

X    x^  x^ 

möglich»  und  ^venn  die  Brüche       -7*  -7,...  die  im  vorig.Paragr. 

9   Sf    3f  . 

X  X 

angegebene  Bedeutung  haben,  so^erdeu  iu  der  Reihe 

x^^ 

jTjT,  j         die  Hruche  ungeraden  Rani;e.s    alle   Auflofsunuen  der 

Gleichuni:;  (b) ,  die  Brüche  geraden  Ranges  alle  Auflöaougeo  dei 
Gleichung  (a)  liei'ern. 

Anmerkung.  Man  kann  die  Torgelegten  Gleichongen  aech  | 

durch  Verwandlung  von  ^  ^  in  einen  Kettenbruch  auilii»en.  Kack 

&  wbd  der  Nenner  f  in  jeder  Periode  nur  einmal»  nämnch  am  ; 

p    p'  p' 

Ende,  vorkommen,  und  wenn  man  also  die  Brflehe  — » 


n   7  V 


(vergl.  den  vor.  Paragr.)  berechnet,  so  u  erden  alle  der  Gieichims  I 
(9)  genügen,  wenn  k  gerade;  dagegen  die  von  ungeradem  Raoge  1 
der  Gleichung  (b),  die  von  geradem  der  Gleichung  (a),  weaD  i  | 
ungerade  ist. 

(2).  Es  sei  /  durcl)  ein  Quadrat  theilbar.  Man  setze  I 
so  dass  f  durch  kein  (Quadrat  mehr  tfaeillKir»  ako  das  grJSeite  * 
in  f  enthaltene  Quadrat  ist,  welches  man  durch  Zerlegung  vod  ^  i 

in  seine  Primlactoren  leicht  bestimmt;  dann  Xiovami  f'p'^—k^J^  | 

q 

r=^/*',  wobei  zu  benieriven,  dai^s  ;^eine  ganze  Zahl  ist  Lüsen  | 
nun  X  und  y  die  Gleichung  s^fh^jf^J^l  auf,  so  ist  nach  (1) ' 
|»s=x,  1^=/"^,  folglich 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  in  diesen  Formeln  alle 
Auflösungen  der  Gleichung,  (a)  oder  (b)  entlialten  sind,  nicht  h\M» 

die,  bei  \a eichen  p  und  q  relative  Primzahlen  sind.  Das  giris-^t»^ 
^enK'inseliattlicbe  Mua.ss  von  p  und  ^  wird  immer  das  von  a  uaii 
^  sein,  wie  leicht  erheilt 

Anmerkung.   Verwandelt  man  ^  ^  in  einen  Kettenbrucb, 

und  berechnet  wieder  die  Näherungsbrüche '^^j  so  wer- 

den Kte  alle  der  Gleichnn;:^  (a)  oder  (b)  genügen;  man  muss  aber 
niciit  glaiihon,  dass  dadurch  alle  Auflü.sniigen  der  Gleirhunsen 
erhalten  würden;  denn  der  Nenner  /  kann,  wenn  er  durch  ein 
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QDMhit  tMHwr       «n  mbieren  Stellen  der  Periode  TorkommeD. 

Überdies  liefern  die  INuheruiigsbrüche  von  ^         wenn  man 

aaeb  alle  dem  Nenner  f  entsprechende  in  Betracht  siebt»  nur 
lolcfae  Zahlen,  welche  prim  zu  einander  sind. 

Er8te8  Bei  spiet.  Es  sei  die  Gleichung  op*— 17j*  ±9 
vorgelegt,  wo  /  =  9,  A=17,  ^=3,  f=sh  Ute  anfnilSeende 
nieichung  ist  also  ^r* — I7§f^il,  K  ungerade,  die  Nftherange- 


Mche: 

-  +    -  + 
4    33    268  2177 

t 

wo  die  Zeichen  uher  den  Brüchen  andeuten,  ob  diese  dem  obern 
oder  untern  Zeichen  der  GI^M^  bnnir  — y'^=lA  eT»tsprcchen. 
Maltijilicirt  liiaif .  <lie  Zähler  beibehaltend,  alle  Nenner  mit  ^f~'i, 
.^o; erhält  man  die  Brüche,  welche  den  vorgelegten  Gleicbuugen 
gi^augen,  nandich 

-  +    -  + 
4    3a  968  3177 


3'  24'  195'  1584  ' 


Die  Zahlen  33  und  24  genügen  wirklich  der  Gleichung  qiP''—\lq^ 
s-f  9,  aber  sie  sind  mcht  priro  2U  einander. 

Zweites  Beispiel.  GIcichnnc?  72/>»— 05^/2=  J. 72,  /==72 
=:ß>.2.  f'  —  'l,  .'>=6,  '&f*=l2.  Die  aufzulösende  Gleichung 
X*— 190y^=:  J:  1  i«t  nur  für  das  obere  Zeichen  löi§bar,  die  klein- 
sten ihr  gentigeudeu  Zahlen  sind  :r:^52021,  ,y=3774  (Legendre 
Thi^orie  des  nombers.  Table  X.),  folgUch  die  vorgelegte 
Gleichang  ebenfalls  nur  (ät  das  obere  Zeichen  ivsbar,  und  olo 


Uciuten  Wertfae  pz=zx-6mi,  ^l2^=4Sm. 

la  der  That  erhält  man  diese  Auflösung  durch  directe  Ver- 

— 72~~  — 72~  KctteebmcD. 


TM  m 


16 


22» 


^  ■ 

l/ini 

lINaherüMpbiiciw 

u 

/  ^ 

1 
i 

/  .' 

"^X 

A 
U 

/  .  o 

uu 

1 

ö  :        /  t 

4/ 

O't  .          (Ml  ' 

oo 

1 
1 

Ol  :  £i 

Ott 

OO 

1 
1 

D4  »  ' 

J/ 

y/ 

1 

1 

Ort  .         7i  • 

iu 

'7 

i 

1)41'  :  ufx> 

1 
1 

7*t/i  .  fiilU 

/  04   .  UOi» 

1 

1383  :  1204 

1 

2117  :  184:^ 

2 

5017  :  4890 

1 

7734  :  6733 

6 

5202t  :  46288 

14. 

AuflSanng  der  Gleichangee 

(a)  /3p*-A^a=i  +  i:  ^ 

(b) 

Älil  e Ii ori'^er  Beachtung  alles  dessen,  was  in  6.  gesagt  nor- 
den, und  8ich  an  den  in  11.  bewiesenen  Lehrsatz  erinnernd,  er- 
hält mau  sogleich  foli^ende  llesultate: 

(1)  Ist  die  (ilrli  liiint;  t^/X».  —  I  möglich,  so  ist  weder 
die  Gleicbiing  (a)  nocii  die  Gleichung  (b)  ni<'»giich. 

(2)  Ist  diese  Gleicbnnu:  aber  unmöglich,  so  Icnnn  eine  der 
GleicliiniLT*  u  (a)  oder  (b)  in-iLilIeh  sein,  aber  nie  beide  z»/c'loiph,  jene 
näiidicb,  neun  k  (oder  k)  von  der  Form  Am,  diese,  wenn  k  von 
der  Form  4m-f-2  ist.   Um  in  dieser  Hinsicht  die  etwanigen  Auf* 

VA 
Y  in  etneii  Kettcoliraeh.^verwaft* 

dein,  und  auf  den  Mittelnenner  Aeht  haben;  ist  dieser  okJi^s:!, 
80  giebt  es  keine  Auflusung,  ist  er  wirklich  ^1,  so  beredttet 

man  (He  iinniif feibar  vorhergehenden  Convergenzbrüche  In  den  ter- 
ticbiedenen  i^erioden,  nnd  erhält  <1adurch  ebea  so  viele  AiifluMW- 
gen  der  einen  oder  andern  Gleichung. 

(3)  Es  ist  entweder  qnr  nicht,  oder  nur  anfeino  Art  mög- 
lich, die  Zahl  A  in  zwei  Factoren  /  und  ä.  prini  zu  einander»  so 
zu  zerlegen,  dass  eine  der  Gleichungen  (a),  (b)  möglich  ist 

Irh  werde  nun  aber  zeigen,  wie  säinrnflirbc  Anriüsnngen  der 
Gleichung  (a)  oder  (b)  sich  aus  (lornni  dn  Gleichung  ac'^ — ^^^1 
durch  eine  buchst  eiidache  Reclinung  herleiten  lassen. 

Da  es  nur  bei  gerader  Gliederza!]!  Anffr^siungen  giebt,  so  sei 
a  ß  y....  l  CO  il.,.,  y  ^  2a  die  erste  Periode  des  Kettenbmebs 

n  also  der  Mtttelqaotient,  ferner  eel  ■  ^  -  der  nitt* 
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lere  voiUtändige  Quutient,  — -jy, —  der  nfichst  folgende,  der 
dem  Quotienteo  co  vorhergehende  Käherungsbruch  =  ^  »  der  die- 
sem  vorhergehende  endlich  der  dem  letzten  Quotienten  2a 

p 

Torhergehende  Näherangsbruch  =  q  -  Nun  ist  bekanntlich 


7    X +....+— 2^ 


also 


•^  ^      ;  ...... 


»  I 

i  t 


also 


Ferner  (nach  10.)  f/J  \f/o^—fp=0;  substituirt  man  den  sich  hier- 
aus ergebenden  Werth  von  «/o  in  oa)-f2^Q,  und  beachtet,  dass 
Dtd—ij—J' — J  und  J'z=zJ  ist,  so  Kommt  ^  '    *'  s 


2/b 


4?'V 


Mit  Hülfe  dieses  Werthes  uird  nun  ^ 

Bedeutet  jetzt-  den  dem  letzten  Quotienten  der  ersten  Pe- 
riode von  vorllergehenden  Näherungsbrach ,  so  ist  (nach  12.) 
P^x,  S  =  fy;  folglich  hat  man  statt  der  vorhergehenden  Glei- 
cbuDgco  die  folgenden : 

M.z^  A  ,1..-  \  d>J«>l 

Setzt  man  nun  Z)  =  l,  so  geniigen  die  Zahlen  p  und  ^  der 
Gleichung      — Aiy^^rr+l ,  wo  das  obere  und  untere  Zeichen  resp. 
mit  dem  obern  und  untern  in  dem  vorhergehenden  Werthe  von 
coDgruirt,  und  zu  ihrer  Bestimmung  führen  die  Gleichungen: 

16* 
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Aus  der  ersten  derselbeo  ergiebt  sich       z=i  fp^ ,  leroer 

Man  siebt»  dass  weder  die  Gleichung  (a)  noch  (b)  mSgfieh, 
wofern  nicht  o?  ungerade,  y  gerade  ist* 

Bei  spiel.    Gleichunaj  15o%=4:l.  l>ie  kleinsten  Werthe 

der  Gleichung  ar^  -  30 t/^  =  1  sii.ri  ff--2.  während  die  Glei- 

-  chung a:^— 30^*~ — I  nrinuiglich  iä;t(Th^oric  il.  nombres  Table X), 

>(«+l)=a.  4(x-l)=6,  A=:15,  ^J^^^  keine  gaase  ZafaK 
daher  die  Torgelegte  Gleichung  unmGgiicli.  • 


15. 

Ans  Nro.  (3)  des  vor.  Paragr.  wissen  wir,  dass  es  oar  ein  Paar 
Factoren  von  A  gicbt,  für  welches  die  Gleichung  (a)  oder  (I) 
möglich  ist.  Diese  Factoron  f,  h  lassen  sich  aus  den  bekaniiten 
Werthen  von  x,  y  unmittelbar  herleiten.  nämlich  ?j(x  +  l' 
=  fp^y  \y=pq ^  5 (^'+1)=/*^*  so  ist  offenbar  für  das  obere  Zri 
chen  p  dass  grüsj»te  gem.  Maass  zwischen  .i(ar-f  1)  und  \y ,  da* 
grüsste  gem.  Maass  zwischen  \Uc—\)  und  l^f,  für  das  untere  Zei* 
chen  verhält  es  sich  umgekehrt.  Aus  den  so  bestliwBiteii  Wer- 
then von  p  und  q  ergeben  sich  dann  femer  f  und  Jl. 

Beispiel.  Es  soll  untersuclit  Averdi  n,  oh  .4—124  sich  s" 
in  zwei  Factoren  (dass  sie  prini  zu  einander  sein  sollen ,  brau»  lit 
nicht  immer  wieder  gesagt  zu  werden)  zerlegen  lässt,  dass  Glei- 
chung (a)  oder  (b)  muglicn  sei.  —  Die  Gteicbong  a^-^Vi4if^  1 
ist  unmöslichf  filr  j;^r24«^l  aber  kommt  (Legendre  Table  X.) 
«=46-20790,  ^14900,  ?(a?+l)  =  2310400,  .'.(a:-i)=^»  10399,  'j 
=s207480,  das  gr.ge«.  Maass  iwtschen4(fV'fl)  und  1^=^700,  das 

awisehen  Kar-l)  und  iy=^'=273,  daher  ^^^^=4,  ^^^^=31, 

folglich  /=4,  Ä=ai.  Die  Gleichung 

ist  also  müglich  und  wird  befriedigt  durch  die  kleiostea  Zahk« 
p=760,  ^=273. 
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16. 

Anfldaung  der  Gleichungen 

(a)  j-2, 

(b)  _2. 

Wir  kOnnen  hier  sogleich  den  Fall  ^usscblieesen ,  in  welchem 
eine  da*  Zahlen  f,  h  gerade  ist  Hat  sie  den  Theller  4»  so  sind 

(Meicliungen  offenbar  nicht  l^bar;  ist  .sie  daa  Doppelte  einer 
ongernden  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf  die  im 
ftf.  Paiagr.  behandelten.  Wenn  z.  B.  f^'^'  {f  *  nngerade),  eo 

ksonnt  2Ä.  ^1^^  =dbl»  Man  nehme  also  an,  dass  f  nnd  h 

beide  ungerade  öiod«  Aus  7  un4  11  fliessen  folgende  iiesultate: 

(1)  Wenn  die  Gleichung  /A.^'ss^l  miiglich»  so  Ist 
weder  (a)  noch  (b)  muglich. 

(8)  bt  diese  Gleichung  aber  nnmvglidi»  so  kann  eine  der 
beiden  Gleichungen  mSgllcl  sein »  aber  nie  beide  zugleich.  Um 
in  dieser  HinsIcDt  die  e^anigen  Auflösungen  zn  finden»  wird  man 

Y  ^  in  einen  Kettenbruch  vcruundelD^  und  auf  den  Mittelnenncr 

Acht  haben;  i^t  dieser  nicht  rrr2,  sf»  <rio!>t  es  keine  ATiflffsiinj^; 
ist  er  Hirkilch  =2,  so  b(irechnet  man  die  unmittelbar  vorher- 
g<*bendeTi  (/Otiver^cnzl» räche  in  den  verschiedenen  Perioden,  und 
erbält  dadurch  eben  so  viele  AuHü^ungen  der  einen  oder  andern 
(Mrfchung. 

i%)  Es  i>t  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mog- 
bfb,  die  Zahl  ^  8o  in  zwei  Factoren ,  f  und  h,  zu  zerlegen»  dass 
ebe  der  beiden  Gleichungen  (a),  (b)  uüglich  ist. 

(4)  Sind  AtiflösuTigen  vorhanden,  so  lassen  sie  sieb  aus 
denen  der  Gleichung  x'^  —fh,y^=.\  auf  folgende  Art  herleiten. 

Setzt  mau  in  14.  so  kommt 

Da  /  nnd  h  beide  ungerade  sind,  so  müssen,  soll  die  Glei- 
dbang  fn^^-hg^^^^  moglicb  sein,  p  und  q  beide  ungerade  sein; 
man  sient  also,  dass  diese  Gleichung  nicht  möglich,  wofern  nicht 
X  fmde,  ^  ungerade  Ist« 

Zur  Bestiannung  der  Factoren  f  und  h  gelangt  man  durch  die 
Bemerkung,  dass  fflr  das  obere  Zeichen  p  das  grüsste  gem.  Mnnss 
zwischen  -|- 1  und  q  das  grusste  gem.  Maass  zwischen  a: — 1 
und  ^  ist»  während  es  sich  lüir  das  untere  Zeichen  umgekelurt 
»rrbiit. 
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(5)  Lässt  sich  A  so  in  2  Factoren,  f  und  h,  zerlegen,  da» 
eine  der  Gleichungen  fp^—hq'^  =  ^\j  fp'^~hq^=V^  möglich  ist, 
60  kann  es  nicht  noch  in  zwei  andere  Factoren,  /'  und  k',  M 
Barlegt  werden,  das«  die  andere  Gleichung  möglich  ist 

Dieses  letztere  gilt  aber,  was  wohl  zu  beachten,  nur  noter 
der  Voraussetzung,  dass  A  ungerade  ist.  Daj^egen  i:<t  z.  B.  für 
^=30,  5;>2_^ö2— _i  für  |;  =  f,  9=1,  und  auch  3p*^-10g^+2 
für  jt?=2,  q=z\, 

Beispiel  Die  Gleichung  eel  5p<-(>3f^^l:ä  Die  Glieder- 
zahl  V^l^  gerade,  x—lY^  y~^y  die  Gleichung  also  för  beide 
Zeichen  unniögiich.  Die  Gleicnunij  5;;* _  ^,3^2  4,  j  j^t  ebenfalls 
unmöglich,  da  «(.r+l)  weder  durch  /'noch  durch  /*  theiibar.  Die 
einzige  Art,  der  Gleichung  fp^'—hq'^=-\-l  lür  /yi  =  315  zu  geoä* 
gen,  i«t  f=9,  h=3Sj,  nämlich  durch  p=^2,  g=:h 


J7. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  lassen  es  noch  zweifel- 
haft, ob  es  vielleicht  immer  ein  Paar  Factoren  der  Zahl  A  giebl; 
filr  welche  eine  der  Gleichungen  — fp*^ho*^±i 
möglich  ist,  oder  ob  dies  in  manchen  Italien  nicht  der  Fall  ist 
Die  folgenden  Betrachtungen  werden  jede  Ungewissheit  in  dissar 
Besiehnng  heben. 

In  Bezug  auf  die  kleinsten  Werthe  der  Glei^Aung  x^—Aj/^ 
•Ind  nur  drei  Fälle  mOglich:  entweder  s  ist  ungerade,  p  gfmde; 
oder  X  ist  gerade,  y  ungerade;  oder  ,x  und  y  sind  beide  0gt* 
lade.  In  Betreff  des  ersten  Falles  gilt  folgendes 

Thtorem.  Sind  «  und  y  die  kleinsten  Werthe  der 
Gleichunff  ^4^*= — 1,  und  x  unserade,  1/  gerade, 
(wobei  A  gerade  oder  ungerade  sein  kann),  so  lisflt 
sich  die  Zahl  A  so  in  zwei  Factoren.  /*  und  A,  prim  za 
einander  zerlegen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen 

/^Wi^«=+l....(a),  />2-A72=— l....(b) 

die  eine  in  gansen  Zahlen  auflösbar  ist 

Beweis.    Es  ist  (x  \-l)(x—l)=zAy^,  oder  da  jc  —  l,  ü 

gerade  Zahlen  sind,  U^-\-l).i(a;'-l)=A  .(},yy^ .    Bezeichnet  min 
^  das  gr.  gem.  Maass  zwischen  t(j:+l)  und  iy,  so  wird, 
.  und        1)»  als  nur  um  die  Einheit  verscbiedeni  kebeo 

Sem.  Factor  nahen,  0*  in  1(^+1)  aufgehen,  und  man  kann  ti» 
(a:\l)=zd^Q,  iy=^'  setzen;  dadurch  erhält  man  I) 
T=A&''^;  folglich  muss  d-"^,  zu  g  prim,  in  J  (.r— 1)  aufgehen,  oder 
es  rauss  sein  4(.r— 1)  =  ^V»  lolgüch  Az=zqq'.  Es  verdient  be- 
merkt zu  worden,  da^^s  ^'  das  gr.  gem.  Maa.ss  zwischen  ^{x—h 
und  hii,  wie  leicht  erhellt.  existireu  demnach  folgend 
Gtelcnungen: 


o  iyui^uci  by  Google 
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Man  wird  hier  niemals  ^  =  1  finden,  weil  sonst  die  Gleichung 
x^Ap'^^l  durch  die  Wertlie  d-.  O'  befriedigt  würde,  welche 
retp.  kleiner  alt»  x,  u  sind.  Dagegen  wird  man  bei  unserader 
filledecidil  vAx^^^X  finden,  «o  duw  die  Gleichung  ^^-il^ 
=— I  eoUfeht;  mr  diesen  Fall  ist  also  x^W^\\^  y=s2M', 
wie  e»  schon  anderweitig  hekanni  Ist. 


Theorem.   Ist  x  gerade,  ^  ungerade  (wobei  A  noth- 
»endig  nngerade  sein  muss);  so  liest  sieh  die  Zahi  A  . 
i»o  in  swei  ractonen,  f  und  h,  prim  au  einander«  aer« 
iegen»  dass  von  den  beiden  Gieichnngen 

die  eine  In  ganxen  Zahlen  anffdsbar  tat. 

Beirels.  Es  ist  {.r-\  \){x — 1)=^*.  Bezeichnet  nnn  ^  das 
grCsste  gem.  Maass  zwischen  uncT y,  welches  iniDreridr' Koin 

nm.^s,  so  wird,  da  x-fl  und  :r  —  1  als  nur  um  2  unterschieden, 
ketiieo  ungeraden  Factor  gemein  haben,  in  x-{-X  auigehen,  und 
mm  kann  also  y  =  ^^'  setzen;  dadurch  erhfitt  man 

l)=sA^*,  folgli^' ntnss  an  p  prim.  In  aufgehen, 
fd^r  es  mnss  sein  j?  — Iss^^l^',  folglich  q^'^sA*  Auch  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  ^'  das  pjösste  eera.  Maass  zwischen 
X— i  nnd  ff  ist«  £s  existiren  also  folgende  uleichongen; 

jr+l=^p,  o;— 1=^V,  (f(f'=A,  ^=if 

Der  hier  vorausgesetste  Fall,  dass  op  gerade,  y  ungerade  ist, 

l^ann  nur  einfr<'teri .  Av^rm  die  Gliederzahl  der  Periode  mr  \^A  ge- 
rade ist,  weil  HC  1)0 n  dieser  letzten  Gleichung  die  Gleichung 
p!^—Aqh^ — 1  nicht  bekleben  kanu.    (16.  (5)). 


Sind  endlich  x  und  y  beide  ungerade,  so  ist  Aif^—x'^ — 1  von 
der  Form  8m,  folglich  A  durch  8  theilbar,  die  Gleichung 
=i2,  wo  fh~A,  und  f,  h  prim  zu  einander  sein  sollen,  löt  dann 
sieht  möglich  (versl.  16.) ,  eben  so  ist  die  Gleichung  fp^ — hqh^^irl 
mmXf^v&t  denn  aiese  erfordert,  dass  x  ungerade,  y  gerade  ist. 
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Bel0pl«i.  Au^4ß,  ;rB=19»9s3.  Vod  de»  Glelcliiiiigeo 
Ist  keine  io  h^dmh  Zahleo  lüsbar. 


fietrachtang  besondaier  F&ile. 

Ist  -4  eine  uni^erade  Zahl,  und  x  gerade >  y  uncerade,  so 
kann  die  Gleicliuuj^     — /i^^— 1  nur  bestehei,  wenn  Ä  die  Foim  . 
4fii43  bat»  wie  lächt  erhellt.  Ist  also  il=4m-f  1,  so  mxm  x 
ungerade,  y  gerade  sein,  und  es  werdeo  die  Formeln  in  17.  nr 
Geltung  kommen.  —   Ist  -<i  =  4m+3,   so  kann  jeder  der  beiden 
in  17.  und  18.  betrachteten  Fällo  pintretpn.   Findet  der  erste  die- 
ser Fälle  statt,   d.  h.  i.<t  die  Gleichung  pO^— 9'^'*=!  vorhanden 
80  erkennt  man  leicht,  dasjs  Q^-Xk^-l,  ^'=4/:-f3  sein  muss.  Fiudti  j 
der  zweite  Fall  statt,  d.  h.  i^t  die  Gleichung  2  w  1 

banden«  so  können  nor  folgende  Formen  zasammengehoreo : 

^=8i^-fl  ^=aifc-fd  ^=8ifc+3  «s=8/;-i-7 
^'=8)^+7     ^'=8^+3      f'=8ik-f]  ^^^-¥^ 

il=8m+7      J=8/n  +  7      yl=8m  +  3      ^l=8wi+3.  ! 

Man  findet  dies  Resultat  am  einfachsten,  wenn  man  überlegt,  dass  | 

oder  ^'2^1  (iQ^a.  8),  also  -^'^  folglicb  9-9'^ 

(mod.  8)  Ist 


HL 

^VenI^  nun  A~  n'^,  wo  ff  eine  ungerade  Primzahl,  und  a  un 
gerade  ist,       kann  es  nur  auf  eine  Art  in  zwei  Factoren.  uriia 
zu  einander,  zerlegt  werden»  und  mau  bat  folglich  ^  =  a^,  ^  =1 
oder  umgekehrt 

(1)  Ist  f/=4m-f  1,  80  muss  der  Fall  q=\  ,  Q'z=a^  ansge- 
schlössen  u erden,  weil  die  Gleichung  — ^^'-^  =  1  unstatthaft 
ist*),  folglich  ^=a«,  ^'^1,  und 


*)    ^  !int!  h  kleine  r  als  T  und  y    trnf!  die  Mätf* 

Zahlen  ■oUcn  die  kieintien  der  Gleichung  x^—Aif*z=.l  sein. 


^  kj ai^uo  Google 
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Die  Gliederzahl  der  i^eriode  Ist  demnach  unge* 
rade,  und  — 1  ein  <|  uad  rati seh  er  Rest  von  a". 

CD  Ista=4mf3.  so  kann  die  Gleichung  fe^'^Q'»'^=l 
nieht  statt  haben,  denn  nach  20.  niusste  ^  =  1  und  g'  =  a^  sein, 
was  unrouglich  ist.  Daher  kommt  die  Gleichung  — ^'d'^=2 
or  Geltung,  mithin  eine  der  beiden  folgenden: 

jeoe,  ucfiTi  r7=S^-f7,  diese,  wenn  «=8/.: +  3  ist.  Auch  i^plnngen 
wir  hterniit  zu  Sätzen,  welche  in  der  Theorie  der  Zahlen  bowie- 
MDvrerden,  dass  nämlich  2  quadratischer  Rest  von  einer 
Po te n z  (mit  ungeradem  Exnonenten )  der  Primzahlen  Sk-^-l, 
quadratischer  Reat  von  einer  Pdfenz  der  Prim« 
iahten  Bk+Z  ist. 


22. 

Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  A=^Ia%  wo  a  eine  unge- 
lade  Primzahl  und  a  ungerade,  so  ist  io  der  Gleichung  o:^ — Au^^l 
offcotiar  ungerade«  y  gerade,  alao  nach  17.  (i^^-^^'d^'ssl. 
Da  DUD  in  Rücksicht  auf  die  Zerlegung  von^  bloes  die  viert^älle 

p=l,  p'=2a«;  fl=2a«,  ^'=1;  g—^,  p^=a«;  Q=a«,  9' =  2  mög- 
lich sind,  und  der  erste  derselben  aus  dem  scnum  mehrmals  ange- 
deuteten Grunde  von  seibat  wegläilt,  so  wird  «iue  der  drei  loi- 
gendeo  Gleichungen 

ic)...2^=^  a«^  =  —  1 

t^tt  haben.  Der  erste. Fall  hat  war  oothwendisen  Voraussetzuno, 
oaas     ungerade  und  ii«^=  -rg —  von  der  Form   ^  

=4/  4 1  ist;  es  wird  also  auch  ^  ungerade,  nod  (oder  a)  TOtt 
4er  i*omi  4Bi-f  1  sein.  Wenn  demnaä 

(1)   a^-im-^-Z  ist,  80  wird  nur  eiue  der  beiden  Gleichungen 

2^a<e«==s-l 

MtfOdlang  kommen;  ich  behaupte  ferner,  dass  die  ernte  der* 

Reiben  exi stiren  wird,  wenn  a=:8A-  f  7.  dieandere,  wenn 
a=8A'-f3  ist.  l'ändc  fn'imlirh  im  ersten  Kalle  die  zweite  Glel- 
drang  statt,  so  wäre  die  Congruenz  ~2.^^^1  (rood.  a)  vorhan- 
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den,  d.  h.  das  Produci  -^^.^"^  ein  quadratischer  Rebt  vod  a» 
folglich  auch  —2  ein  Rest  von  a  (weil  das  Prodact  eine«  Nicht 
reetes  in  eben  Rest  bekanntlich  ein  Nichtrest  ist);  in  der  Theorie 
der  Zahlen  wird  aber  bewiesen,  das^  --2  ein  Nichtresl  der  Pftn- 
zahl  Sk-\-7  ist  (|Mindings  Anfangsgründe  der  hvhero 
Arithmetik.   Abschnitt  a  p*  52),  folglich    .  | 

2da-ft"^"^  =  l  für  a=M-\-7,  , 

j 

Fände  ferner  im  zweiton  Falle  die  erste  Gleichung  statt,  so  | 
wäre  die  Coiigrnenz  2#^™1  (mod.  n)  vorhanden,  uwd  2  ein  Rest  ' 
von  d^  r  Prifir/abl  S/.--|-3,  während  nach  der  Theorie  der  Zahlen  "2 
ein  ^ichtreät  dicj^er  Primzahl  ist,  folglich 

a>'»-.a<^=-l  für  a=8*+3. 

(2)  Wenn  a  =  8^-f  5,  so  können  die  Gleichungen  (h)  und  (c) 
nicht  statt  finden,  weil  sonst  2  und  ~2  quadratische  Reifte  (^tr 
Primzahl  8A;-|-5  wären,  was  bekanntlich  nicht  der  FaU  ist»  lulgÜtli 

d*«— 2ii«0»=— 1  ftir  «=8it  +  5. 

Für  die  Formen  a=8^~|~l-  endlich,  die  noch  ubri^  bleiben, 
findet  von  den  drei  Gleichungen  (a),  (b).  (c)  bald  die  eme,  baU 
die  andere  statt.  Hat  z.  B.  A  einen  der  \Vertbe  2.17,  2.73, 
2.89.  2.97,  so  ist  die  Gliederzahl  der  Periode  ffir  gerade, 
folglich  Gleichung  (b)  oder  (c)  vorhanden;  für  die  Werthe  ^=:2.41, 
2.1ia,  2.137  ist  die  GUedersahl  ungerade,  folglicli  CHeiehnng  (a) 
vorbanden.  Weitere  Untersuchungen  hterabcr  gehören  gegeowi^ 
tig  nicht  SU  meinem  Zwecke. 


23. 

Uuterviirtt  man  die  rilcirlninir  .r^  —  Arf^^l  irt  dem  Falle,  wo 
A  durch  4  theilhar  ist,  einer  tioiuiueni  iiiscussioa,  so  gelangt 
man  dahin,  sie  auf  eine  ähnliche  su  reduciren,  in  welcher  der 
Cooflicieiit  von  gleich  \A  ist,  und  durch  Fortsetzung  des  Ver- 
fahrens wird  man  diesen  CoelBctenten  zuletzt  auf  eine  migerade 
Zahl  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  bringen. 

Es  sei  zuerst  A  eine  Potenz  von  2  oder  .r"^  —  2\tf^=zi.  Da  .i 
nothwendig  ungerade  ist,    so   kann   man   diese  Gleichung  in 

TerwMidete.  Die  Faetoren  links  bahn 
keinen  genicinschaftlicnen  Factor;  ist  also  &  das  griSsste  gemein- 
schaftliche Maass  von  U^-fl)  nnd  y,  so  wird  in  i(:r4-I)  auf- 
gehen, oder  es  wird  sein  1(x^1)=^qO^,  i/=:^0'  (gd-  und  f>'  ynm 
zu  einander),  ^.U-^-l)  " ^"'^^'S  «(a^— 1)  durch  tbeilbar ,  also 
4(j:.-l)=ß\^'2  p{>2_p'^/«=:l.  Nach  der  letzten  Glei- 

chung sind  {j,  ^'  relative  Primzahlen,  daher  nach  der  vurictzten 
entweder  ^— J,  ^'=2»-2.  oder  p=2»-*,  p'  =  l.  Für  den  Istetcn 
Fall  warn  d'«-r2»-2^^s—  1,  ^'  ungerade,         toa  der  Fem  9k+^ 


^  kjai^uo  i.y  Google 
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bimI  dordi  9"-^  tbeilbar,  also  n  ^  3.  Nehmen  wir  iiuo  an,  da«i 
i>3  mi,  so  wird  ^=1,  ^'=2"-^  sein*  und  mau  hat 

Stod  nun  So=^,  yo=^       kleinsten  Wertbe  der  Gleichong 

Jo*-2^*ftfc»==:l,  SO  behaupte  ich ,  dass  .rr=  20^—1,  yssW  die 
kleiDsteu  Werth e  der  Gleichung  ar*— 2"iy^*=l  sein  werden.  Dass 
diese  Werthe  der  Gleichiin«;  überhaupt  ii'eiiögen,  findet  man  leicht, 
toetzt  DUO  a;=|«         seien  die  kleinsten  Werthe,  wo  £<2d^— 1» 

»wfirden  «^«vKI+l),  fb=~  ÄcrGWcbmigxo»— 2»->b*=' 

geaii{>eo,  folglich  we.jjen  Vi  (1  +  1)»  ^  und  nicht  die  klein- 
flitt  Gerthe  der  letztem  Gleichung  sein. 

Aus  den  kleinsten  Werthen  der  Gleichung  .Tq*  —  2'^*=;|, 
itamlich  XqZ=:3,  y^"^^  kano  man  also  nach  den  Formeln 

die  klfinsten  Worllio  der  Gleichung  x^ — 2"f/'^— 1  für  jedes  unge- 
rade n  Leretiinen.  i);is>  diese  sMmmtlichen  Wcrthe  ungerade  sind« 
t^rbellt  leicht.   Folgende  lal'el  ist  leicht  berechnet. 


n 

9 

3 

:j 

1 

5 

17 

3 

7 

B77 

51 

9 

065857 

29427 

11 

i  866731068807 

11I694173I>39 

Bb  11=^9  indet  mo  die  Werthe  in  der  Legendr  ersehen  Tafel. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  — 2"^=— 1 
flir  11^3  uimttglicb  ist^  da  a^-^l^^-^^  nicht  durch  4  tbeilbar 

ift;  die  Gliederzahl  der  Periode  des  kettenbruchs  für  V2"  wird 
also  gerade  «ein. 


24. 

Eis  sei  ferner  A  durch  -l  tbeilbar,  oder  die  Gleichung 
jr*--2'»+*^'y^=  1,  wo  A'  ungerade,  aufzulösen.  Durch  ein  dem 
vorbeigehende o  ähnliches  Verfahren  erhält  man 

Kjr+l)=e«**  4(«-l)=^'^*,  w'=2P»il%  d^=y. 
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^4-1 

indeiii  0  das  gvOsste  geraefnscbafUiclie  Maass  swischsn  ^ 
^  das  afrischen    g    und  bedeatot. 

Sind    nun   t^.    i/o    '^'^   kleinsten    Werthe    der  Cleichuni» 
— ^2«i4'//n*^=l,  und,  wie  wir  annehmen  wollen,       ungerade,  so 
ist  nach  14.  die  Gleichimg       — ^'^'^  =  1  unmögnch«  wenn  mcht 
^  —  1,  ^=2"^',  daher  kummt 


Setzt  man  jetzt  ^=drof  ^'—y^^  so  werden  ar=2/,r-l, 
y—^oVo  kleinsten  Werthe  der*  GleichTino;  —  S«*  -.-!'^-  — 1 
sein,  was  eben  so  wie  in  23.  l>cn> lesen  wird.  Nath  diesen  For- 
meln führt  also  die  Kenntniss  der  kleinsten  Wurzeln  von 
2M'yo*=l  uimiittelbar  zu  der  Auflösung  von  j:'^ — 2»*  -^'y-=I 
In  den  kleinsten  Zahlen,  so  oft  i/o  ungerade  Ist. 

Ist  ^0  gerade,  SO' bat  roao  =1,  tmdesiit 

ersichtlich,  da^s  x—Xq^  yz^ly^  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei* 
cbuug  a:*— sein  werden. 

Hiermit  ist  nun  die  Aufgabe:  aus  den  kleinsten  W^irzeln  d'T 
Gleichuni;  j- — At/^=\  ^  wo  A  ungerade,  uder  das  Dojtpelte  rli.er 
ungeraden  Zahl  ist,  die  kleinsten  Wnrzelfi  der  dleic  Innig 
j:^2"J^^1  unmittelbar  herzuleiten,  gelöst.  Kür  alle  durch  4theilba- 
ren  Wertbe  von  A  ist  folglich  die  Verwandlung  von  \/A  in  einen 
Kettenbruch  zur  Auflu^ung  der  Gleichung  x^—Ai/'^  —  i  uoouthigr 
und  das  hier  gelehrte  Verfahren  durfte,  wenn  man  die  Le^endre* 
sehe  Tafel  weitor  als  bis  zfj  .1=1003  fortsetzen  wolUe,  eine  BlcJlt 
unwesentliche  Erleichterung  des  Caiculs  gewähren. 

Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  einige  Beispiele : 

Es  sei  die  Gleichung  j;*--2».3.5^=l  aufzulösen,  wo  ii^SisL 

Für  j:^— 3y2=l  ist  x— 2,  y^ly  daher  Inulet  man  die»Wurzelo  von 
jp's_2«.3.^'2==l^  ;c"2-ii4.3.y"a=l,  a;"'2-26.a.y^*=I  u.  s,  w. 
Bttccessiv 

X  =2, 

=:2a:>_l=7,  ^=xy=2 

y  =y=7,  y'=iy=i 

a?'^=2.T«'a- 1 = 18817,     ^=  af^f=m 
^r=:2^iPi^  1^708168^,  3^'^=«'''^/^=  12770743 

u.  s.  w* 

(Ueber  die  6  ersten  Paaie  s.  Legendre  Table  X.) 
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a:«'=xSir''2— 1=4801 ,  y«'=j;"^"=24Ö 

sei  ienier  x^—'l'KlS)  .  u'^X  aufinltoen.  Hier  i^t  die  liiei- 
chm  — 29ii*s — 1  müglicb,  und  oacb  der  Legendre'scben 
Tafel /=70,  11=13,  daher  bekanntlich  y=z2iu,  d.  L 

i=mh  9=2.910  die  kleioetett  Wertbe  toh  afi^^^h  Man 
cffhiii  mm: 


116 
464 
1866 


9801  *) 
9801 

19211m 


V 


1820 
UIO 
435 
4459455 


Ferner  ist  iur  — 58«^=— 1,  ^=99,  «=13,  daher  ioigeode 


A 

X 

V 

58 

19603 

2574 

m 

111003 

1  '^s7 

m 

708555217 

.^229001 

Bemerkt  xn  werden  verdient,  dass  die  Gleichunsf  <^ — 1 
nomugliclj ,  so  oft  A  durch  4  theÜhar  ist,  uic  loicht  erhellt;  es 
^Mni  also  die  Gliedor/.ahl  der  Periode  dea  KeUeobrucba  lur  ^A 
ia  (lieaem  Falle  gerade  sein. 


25. 

Die  Resultate  lasisen  sich  lux  h  niebr  verallgemeinern.  Jedes- 
mal, wenn  A  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist ,   ist  die  Gleichung 

i4f*=dbl  ^ner  bemerkenawertbeo  Reductioii  Ahlg.  Da  «ich 
ilmlicb  dieaeibe  fär  Ä-^A*  in  d;«-ii'(^)«=Jrl  verwandelt, 

«0  wird  ^  einem  der  vorletzten  Näherungsbriiche  in  den  Perio- 
den des Kettenbnieba  für  VA'  gleich  sein;  bezeichnen  wir  diese  resp. 
dtt  ertten»  zweiten  >  dritten  etc.  Periode  angebdrigen  Brüche  durch 


*)  Bei  liegend  r«  ttoht  al«  Druck  fehler  9M1. 
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>  ~7>  -TS»  etc.,  so  weiden  unter  ihnen  «ich  mizahÜG;  viele  üu- 
S     9  9 

den»  dereD  Neoner  durch  ^  tbeitbar  sindy^da  die  Gieichmig 
x*^K4'.f/'^=-\-l  stets  aoflnsbar  ist.  Es  sei  y.  der  erste  der  nit 
dieser  Eigenschaft  begabten  Brüche  in  der  obigen  Reihe;  da  sicti 

die  Gleichung  J(*-^'F«=±1  in  JP-e«^' =  db  1  vetwao- 

Y 

deltt  so  werden  X,      der  Gleichung  a^—Ajf*=±l  geofigen,  und, 

man  darf  behaupten ,  die  Ideinsten  Wurzeln  derselben  sein.  Dens 
trftbe  es  kleinere  Wnrseln  so  wfire  X*^^^A'T^  oder 

X!^A!i,^l')^=^±l,  ioiglieb  ^  ein  solcher  Näheruugsbruch  in 
der  Reihe  — »       -^y»...,  dessen  iSenner  ein  Vielfaches  voo  ^, 

9  s  y 

mithin  i^i^ht  der  erste  ISahernngsbruch  dieser  Art.  Zu  lueli' 
rerer  Verdeutlichung  werde  noch  Folgendes  bemerkt; 

Ist  die  G I i e <1  e r z a h I  der  Periode  tur  \^A'  gerade,  so 

wird  sie  auch  für  \  &^A'  gerade  sein.  Denn  föude  das  Ge- 
gentheil  statt,  so  wäre  die  Gleichung  — ^'^A'v*^ — 1,  d.  l 
x'^-A'(^)^^'-l  iGsbar,  mithin  hätte  die  Periode  fUr  VAf  sIds 
ungerade  Gltederzahl. 

Ist  aber  die  Gliederzajil  der  Periode  für  VA'  unge- 
rade, so  kann  sie  für  gcr ade  oder  un crerade  sein, 
und  zwar  wird  sie  das  eine,  oder  das  andere  sein,  je 

X 

nachdjem  der  Bruch  -p  resp.  von  gerademt  oder  vos 
ungeradem  Range  ist  Wenn  nfimüch  -pvon  ungeiod.  Rangs» 

so  Ut  X^^A'r^  oder  X^'-d^A' (jY wenn  aber  ^  von 

F  .  . 

geradem  liange,  so  sind  X,  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung x^'^^A'y^ss'^l,  und  wfire  also  die  Periode  fiir  V^J' 

uiigradglicdrig,  so  würde  der  Bruch  X:  ^  der  zweiten  Periode 

'u 

{iSr  V^A'  angeboren,  fiir  den  der  ersten  Perlode  angehSrendea 
NiherongsbruGh  ^  wflrde  X^^^A'f^  oder  X^^Afl^f^* 

zs— 1,  mithin  der  Nenner  deg  Bruches        ein  Tielfadies  von  ^ 

F 

sein«  was  unm5glich  ist»  da  X9<<X,  T^<-^*  oder  ^F»<r ist 


Um  also  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  ^'^A'  .5* 

=±1  anfinden,  berechne  man dieCouTergenzbrüche-i  3' 

•jf  ff  ff 
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fk  VA',  and  0Mlie  den  ersten  unter  Ihnen-,  dessen  Ffenner 

(X\  Y 
■yj  ,  Ä  und  ^  werden  die  verlaogten  Wur», 

Mio  sein.  Die  succ.  Berechnung  dieser  Brüche  kann  nach  den 
kekaonten  Fonnehi 

(Hier  nach  diesen 

1  srW  =saaP.Ä<«-i) 


2. 


eeschehen,  wo  <V.\^  ohere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je 
nachdem  ^'y^^^l,  oder  — A'jfh=z — 1  ist.  Die  Anfangs- 
«rerthe  sind      ff,  ferner 

Bevor  man  aber  die  Rechnung  ausfuhrt,  wird  man  den  ersten 
der  Nenner  y,  y',      ......  welcher  durch  ^  theilbar  ist,  ermitteln. 

2u  dem  EnJe  braucht  man  mir  die  kleinsten  Reste  dieser  Zahlen 
dem  Mi»iluliis  0  zu  berechnen,   l»is  Tiiaii  uuf  den  Kest  iNuil 
kuauut  Eioigiß  Beispiele  werden  das  V  erlühren  erläutern. 

Um  die  Gleichung     — 847 ^^==±1  aufaulSsen»  zerlege  man 

Si7  in  7.1  und  8chiai;e  in  der  Legen dre'schen  Tafel  die 
Zahl  7  auf;' die  nebenstehenden  Zahlen  ^  =  3  genuinen  der 

(ileirbnng  :r*— 7w^zr-|-l  (wahrend  x^—ly*^— — ^1  uninöt:lir}i) ,  die 
Vorgelegte  Gleichung  ist  also  nur  für  das  obere  /t  i(  hen  lüsbar. 
Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Couvergenzbrüchc  sind 

Aus  der  leisten  rorniel  folgt  nun  s  8y(<»-'>  —  3f<«-* 
(md.  II),  daraus  nach  und  nach 

if=3(mod.  11.),  y— 5.3^4,  2/"^.4-3^,  y*=5.^*-4ffi4, 
y'^=5.4— 6=3,  ^^^=5.3-4^0^ 

iW»  m^,  ^  die  UeiMten  Wnraeln  der  Gleichnni  »^^l^-^X 

und  zwar  ist  nach  den  obigen  Formeln 

o;'  =8193151,  ^-j  =281620 
(S.  Legenjdie  Table  m 
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Ferner  «ei  vorgelegt  ^-246«*=J:1»  Mre  24&sÖ.7>. 

Man  erhält  sodann  i 
y=l  (mod.  7),  y =4,  ^^=3,  y^=2,  y^r=4,  y^=4,  | 

Der  Nenner  y''^^'  ist  von  geradem  HaiicfC,  die  vor^elej?te  Glel- 
chaug  mitbüi  nur  für  das  obere  Zeichen  lö«bar,  und  man  erhilt 

am 

atf^^^Smi,  ^  ^3312 

ale  die  kleineten  Wurzeln  dereelben.  (Legen dre  Table  X.)  ! 

Ueberhaupt  icdurirf  sich  die  AnflösunEt  der  (ileicbußi; 
a:^--Af/^~4  l  immer  aui  den  Fall,  in  weichem  A  durch  kein  Qua- 
drat tLciibar  ist 

Wäre  z.  TJ.   ^  =  2.3*.6'^.ll*.  13,    eo   wfirde  man   es  io 
2.a.5.13.(a63.1P)a  zerlegen»  die  Oleidianf?  :r«— 2.3.5. 13.v^:=il 
aiinösen,  und  den  ersten  der  Nenner  y',  y,  y^, ...  ermitteln,  v\cl 
cbcr  durch  '^^3.5^.11^  theilbar  ist*  Das  letztere  geschieht  am 
eiui'achsten  aui'  i'oigeude  Art:  i 

.   Man  bestimme  in  der  Reihe  y',  y^,    den  ersten  durcb 

3  theilbaren  NentK-i  (ij""^),  den  ersten  durch  5'  theilbaren 

den  ersten  durch  11^  theilbaren  {y^>),  und  suche  die  kleinste  Zahl  | 

iVj  welche  den  Congruenzen  I 

iV=0  (mod.  m),  ,  I 

iV=0  (mod.  «),  I 
NsO  (med.  p) 

zu!»1eieh  Genüge  N  istet;  diese  durch  m,  7i,  p  zuiileicb  Ibeilbare 
Zahl  giebt  die  Steile  an,   welche  der  erjjte  durch  3.5^.11'  theil-  , 
bare  Nenner  in  obiger  Reihe  einnimmt.  Diese  Kegel  gründet  sieb 
auf  die  folgende  Betrachtung : 

V  ^ttf 

Da  -7  9  —j/'  "7/7*         die  vorletzten  iSäherungäbiüche  in  der 

1  ten,  2Un/3tea'^...  Periode  Gu  VA  sind,  so  ist  hekaanÜicli  i 
allgemein  i 

folglich  ßir  eine  beliebige  posititre  ganze  Zahl  ki  ' 


■ 
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Wem  nm  9^      Mito  fhndi  ^4hiiMMr6 BiMoor      so  wifd^ 

veoii  mau  ^^'n)=::^2^^^  setzt«,        der  vprietzte  NäheruDgsbracb 

ifl  d«?  erstem  Periode  für  V  aeiu,  den  wir  durch  bezeich- 
»eo  wolleo;  der  ▼orletste  N&beroDgsbnich  io  der  ikten  Periode 

( ^  J  wird  aUo  durch  die  Gleichung 

Nun  ist  X^^y,  tf^^.  folglich 
ielgl; 

iktBsisicfcast  nas  die  Toiiststefi  NSIiemngsbrflelie  ven  Vil  in 

<ie»  rerschiedeoeo  Perlodeu  der  Reibe  nach  durch  y  >  ->m  -iy>  — • 

und  ist  der  erste  dieser  Brüche,  dessen  ^ieuoer  durch  die 
WMigftiteU  «  tbeiliiar  ist,  so  siod  , 


^ie  entspreclienden  Näherungsbrfiche  fiir  V    J ;  andere  Nenner 
ab  diese  3f("»), 
wisleiehi  ecbi 


<|ie6ey»),j||^^)»  y*^»....  Jri^neo  dncb  ^  nieht  tbeilbnr  sein» 


In  dem  obij'eo  Beispiel  muss  aUo  der  Stelietizei^er  dcb  durch 
ie  CiUen  3,  o*^  11*  zugleich  tbeilbares  Nenners»  ein  Vielfaches 
m  ai»  Ii,  p  an  gleicher  Zeit  sein»  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Norb  m?L%  eineK  Vortheil«:  {gedacht  werden«  der  sich  bei  der 
Beiedmung  einer  Tafel  darbietet. 

Um  s.  B.  die  obige  Gleichung  x'^-Ä  wo  il=2.3«  SUl«.  13, 
laWOsen»  l5sa  nao  dieselbe  zuerst  (lir  ^^il'=3»3.5,13  anf» 
vd  Wils  WerauA  nach  and  nach  die  AuflusuDgeo  her  ßli' 


TVa  lU.  17 
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Will  man  die  Aunösangen  der  GIcichuog  ar* — ^^^  =  +  1  von 
A=^  bis  /f=:1003  finden,  so  wird  ul)rii4L'ns  die  Zerlegung  von  A 
immer  von  der  Art  sein,  dass  huiti  es,  wenn  mehrere  FactorcB 
Torkommeu,  unr  mit  oiedrigeu  Putuuzeo  derselben  zu  thun  b&t  , 


9tL 

Es  ist  noch  übrig,  einige  Bemerkuntjen  über  Berechnmig  uü<i 
Gebrauch  der  Tatei  zu  machen ,  weiche  dieser  Abhandlung  btt* 
gefögt  ist. 

Man  gehe  die  Wertbe  von  iV  in  der  Legendre'schen  Tafel 
der  Reihe  nach  durch ,  und  betrachte  die  nebenstehenden  WertW 
▼OB  und  y.  GeDügeti  diese  der  Gleiebung  a:*— jSW*=: — 1,  oder 
sind  sie  beide  ungerade,  so  wird  der  betreffende  Werth  top  5 
ausser  Acht  gelassen;  denn  im  ersten  Falle  ist  einerseits  die 
Ch  ichüng  fp^  —  /tfj'^  =  ±2rnv  fh  =  N  uomöglich,  andrerseits  di«  , 
Gleichung  fft^-^  hq^=  i  nur  iär  f=zN,  Ä=l  lösbar;  im  andero 
Falle  int  keine  der  Gleichungen  /5p*— i5l9*=dkl*  fp^ — A^*=i:2 
mü^licli  (19.). 

Alle  übrigen  Wertbe  von  N,  nänileb  bis  an  1003,  befinden 

sich  in  der  ersten  mit  A  flberschriebenen  Columne.   Die  zugehü-  j 
rigen  Werthe  von  a:  und  y  in  der  Legendre'schen  Tafel  wer- 
den DUO  entweder  so  beschaffen  sein,  dass  j;  uBgerade,  ^  gerade, 
oder  soj  dass  x  gerade,  y  ungerade  ist. 

Im  ersten  Falle  werden  die  Wertbe  q,  ^,  0^,  welche  siek 
in  der  /.weiten  und  dritten  Columne  befinden,  UDud  der  Gleichung 
ffd^^ff'^^=zl  geoagen,  durch  folgende  Relatiimea  Msgediackt: 

indem  ^  gemeinscbaftl.  Maass  von  i(x-^l)  und  iy,  ^  das  tob 

l(x  —  \)  und  ^y  hedetitet.  Sind  die  Wertbe  von  x  und  jf  nur 
klein,  hq  bestimmt  man  eines  dieser  Maasse»  a.  B«  ^  sehr  leicbt, 
und  üudet  daraus 

sind  jene  Werthe  al)er  gross,   so  kann  die  Ermittclnni?  der  ge- 
meinschaftlichen Factoren  von  ^(jr-f-l)  und       eioi|je  L'inständlich 
keit  mit  sich  fuhren,  namentlich,  wenn  mnii  nicht  im  Be^iU  eioer 
Factorentafel  ist,  und  dann  cnipfiehlt  »ich  durch  ihre  Einfachheit, 
folgende  Metbode,  die  ich  bei  der  Anfertigung  der  Tafel  M 
durchgängig  angewandt  habe. 

Man  stelle  die  Zahl  A  als  Product  von  Potenzen  absoluter 
Primxahlen  dar,  auf  diese  Weise:  A^^af'b^c^di^^...  uad  diridire 
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1>  dsrch  das  Prodnct  aller  derFactoren  von  welche  darin 
ü^ehdi;   dieser  Theiler  die  Quadratwurzel  auä  dem 

QMiBBton        ^*  «od  ¥  indtt  man  naeh  d«ii  Familtt 


Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  z.H.  der  Primfactor  a  in 
?Ar-f-l)  aufgeht,  die  Potenz  a«  ebenfalls  darin  aufgeben  wird: 
dcDD  tiaLS  Product  ^  (or-fl) . '  (.r — 1),  dessen  1  cu  toren  keinen  ge- 
tteioschaftiicben  Theiler  haben,  ist  durch  ^i,  al^o  auch  durch 
tMbar.  Die  Kriterien  flir  die  TbeilberlKeit  der  Zablen  durch 
Mmafcleii,  wie  3.  3,  5»  '7,  11,  leisten  hier  vortreffllicbe  Dienste. 


iiurch  die  ge^v  ihlte  Primzahl  nicht  theilbar  ist,  so  ist  diese  Division 
nicht  unnütz  i(eniacht,  indem  dann  die  um  1  kleinere  Zahl  >!) 
lUdiircii  theilbar  sein  wird. 

Ist  d;  fferade»  y  miserade»  so  werden  ^,  o';  wdehe 
dM  der  fileicbioig  ^0*<-^'#'*:=i2  genOgen,  diifch  die  Fenneiii 


teei  Wertbe  verfährt  man  ganz  wie  ira  ersten  Falle. 

Um  nicht  zwei  verediiedene  Hauptrubriken  zu  machen,  habe 
ich  diejenigen  Wertbe  von  A,  für  welche  ('^*=:2  Ist»  mit 
«Mm  ätenicheii  O  feneehee. 

19oeh  sind  folgende  im  Vorhergehendeo  bewiesene  Sätze  bei 
itf  Berechnung  der  Tafel  mit  Nutzen  angewandt  worden: 

L  lel  A^a^,  d.  b,  Potena  eber  Primmhl,  9o  liat  man 


n.  Ist  J=3a«»  d.  h.  das  Deppelte  einer  Peleiii  einer  Prim» 
tahl»  «0  hei  man 

^=c«,  d=4V^l,   ^=:c^  für  a=58m  +  7; 
ISO«,  f'asS,  «^«iV^l»    ^«gl»  ^  «=81114-3. 

Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  sind  Tafeln  der 
QoadratiahIeD  «nd  nedf  TenehMene  andere  Vertheile  hemitil 


^sl,  ^'=A,  #a  V^Tlf,  ^  s§      die  Fem  a=am+7; 


wurden,  die  sich  hier  tn  ^  KMnm  ail€ht  Wdhl  angebi»  htm— . 
Die  Tafel  6m  Primtahlen  Ton  3  bis  2068»  welche  man  in  M Is- 
ding's  Anfan  ^ggrü  nden  der  hohem  Arithmetik fiiidiet^  hat 

ebenfalls  vortrefBiche  Dienste  celeistef.  Merkwürdigerweise  fehlt 
in  dieser  Tafel  die  Primzahl  S31;  fioUta  «ie  in  Vegas,  grös- 
serer Tafel  auch  fehlen? 

Uebrigens  ist  die  hier  hefolgte  Meliiode,  nach  welcher  die 
Zahlen  meiner  Tafel  aus  denen  cfer  Legen dre'scheii  hert;«ileitet 
werden,  die  beste  lievision  der  letztern;  die  Wcrthe  von  ^  oder 

Eiil  Iclilerhaft.   sobald  eine  Division  nicht  aufuebt,  oder  eine 
iratiTurzel  bicli  nicht  ^nau  au^zieheu  lässt.  Auf  diese  Welse 
idi  in  Legendm'«  Tftfel  folgeode  Fehler  «ntdeekls 

M  ir«5  M  &M  9143205  statt  9543M» 

,r  Ä=1I6  lies  9S01  statt  9301. 
ir=U9  yes  0305  atalt  9m, 

„   if=tl71  lies  1:ü  statt  70, 

^  1^^308  ae»  351  statt  261» 
.  „  ir=im  lies  136501  statt  139501, 

\  JVis=  6^7  lies  4147668  statt: 414768, 

iVb^lOOl  Ues  1060905  statt  1050005, 

„  N=m       1151)741183600  statt  115974988600, 

i^=:749  lies  1084616384895  statt  108461638495, 

«  N*it7&l  li€a  7393318466704882424418900  statt 

7:^033184667948834253180611 

„  i^=823  lies  235170474903644006168  statt 

235170190361400016a 

Die  richtigen  Werths  sind  nicht  dmch  dla  bei  den  TlHiifH« 
gen  Zahlen  sehr  mühsame  Entwickelang  von  ViV  in  einen  Ket- 
tenbnich,  sondern  durch  verschiedene  andere  Methoden  enntttplt 
wurden.  Im  Uebrigen  kann  man  sich  auf  die  Werthe  der  Le- 
ge ndre'schen  Tafel,  welche  hier  in  Betracht  gezogen  worden* 
ToUkommen  verlassen. 

Schliesslich  einige  Erläuterungen  Aber  den  Gebrauch  meiner 
Tafel,  die  ich  ohne  frenule  Hülfe  mit  «grosser  iSoigfalt,  nod  unter 
aller  mügiichen  Goatroile  berechnet  habe. 

Es  sei  die  Gleichung  /Z*-nAi^=l  anCuilAsen,  wo  f  und  h  ge- 
gebene, relative  Primzahleo»  sind,  .mi  Pieduet  A^fk  die 
Zahl  1003  nkbt  fiheMtoigt 


uiyiiized  by  Google 


M7 

Für  die  Frille  oder  /4  =  1  findet  man  die  klcinsti  n  Wiir- 

lela  mit  Hülfe  der  L  e  g  e  a  d  r  eschen  Xalel;  weshalb  hier 
ifls^sdiloMea  werdeo. 

Ist  weder  f  noch  Ät=l,  sö  snche  man  das  Product  A=f/i  io 
der  ersten  (.'Olumne  unserer  Tafel.  Findet  man  es  dort  nicht, 
oier  ist,  im  Fall  man  es  wirklich  ündet,  nicht  die  doppelte  Be- 
dingung erfiQllt,  das»  erstens  die  Zahl  A  ohne  das  Zeichen  (*) 
iit,  mweitens  in  der  zweiten  Colurane  sich  Q^f,  Q'=h  vorfindet, 
so  ist  keine  AuflOsnog  mSelicli;  im  «otgegengesetaten  Falle  giebt 
die  dritte  Golumoe  die  kleinsten  Wnrseln  ti=^  an. 

tSodsam  sei  die  Gieichiiug 

'•    .  * 

fregeben,  wo  /  und  h  wieder  relative  Primzatilen  sein  feilen,  auch 
dasP^ttct  A=:fk  nicbt  graeaer  nie  IWi  Ut. 

> 

Ist  eine  der  Zahlen  f,  h  durch  4  theiibar,  (die  andere  misre* 
rade),  so  findet  keine  Auflösung  statt.        Sind   heide  Zahlen 


   ^__w  —  —   ^        ^  -.^  , 

zweitens  in  der  zweiten  Columnc  sich  f,  g'^/i  vorlindet;  ist 
beides  der  Fall,    so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  //  -  in 

d&[  dritten  ('olumne  angezeigt  —  Ist  endlich  eine  der  Zahlen  f, 
h  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  (die  andere  ungerade), 
z.  R.  k=W,  so  wird  man  daa  Product  ß  in  der  Tafel  unter  den 
mit  einem  Sterneben  veraebenen  Werthea  nicht  vorfinden,  da  alle 
diese  Werthc  ungerade  sind,  es  folgt  aber  nicht,  daaa  die  Auf* 
Itttaag  Io  allen  fallen  mOglich  aei,  vielmebr  lat  ao  su  acblleaaen: 

Die  Glelchnng 

erfordert,  dass  t  gerade,  =2^  sei;  es  kommt  also 

4^-24' ai*=3,  oder  Vf^k'u*=h 

Mm  vcrsuehe  also  die  letzte  (ileiehung  mit  Hülle  der  Tafel  auf- 
7.uiot»e(i ;  litidct  man,  dass  sie  nl<i^li(  h  ist,  so  hat  man  unmittel- 
bar M' ,  u=u  als  die  Wurzeln  von  der  Gleichung 
Z.  £a  sei  3/^»94ti*=2  gegeben.  Dieae  Gleichung  re^cirt 
ikb  auf  6l^^47ti*=l,  die  Tafel  glebt  f=^U,  is=s5,  alao  iat 
Is28,  u=5  fUr  die  eiate  Gl^cbmig.  kt  f  gerade,  ao  veraache 
wa  die  Glaicbimg 

ladet  onn  aie  müglicb,  ao  kommt  1=1,  «s^iK'.  INeaer  Einfach- 


Mt  wem  dorfleD  die  AuflSsungen  der  Gleidiirog  /Z* — Ai^sd; 
für  die  FSUe,  dass  /  oder  h  das  Umelie  einer  ungeraden  Zdd ! 
Ist»  in  der  Tafel  ganz  fibergangen  werden. 

Sollten  /  und  h  nicht  relative  PrinuaUen  «etn,  ao  würde  die 
Gleichaog 

efenliar  nnmUglicb»  die  andere 

nur  dann  muglich  aeln»  wenn  der  grHsste  ^emeinschafliiche  Thei« 
1er  von  f  una  A  gkkh  2  wäre ,  und,  falls  die«  ntatt  fibnla»  wMe 
die  Gleicbnng  elä  anf  die  schon  liehandelte 

redociren. 

Die  GieicbvQgen 

Äit*=— 1,  2 

sind  einerlei  mit 

anter  welcher  Form  man  ste,  um  Irrungen  zu  yerroeiden»  Tor  der 
AnfUMning  danteUen  wird. 
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Terzeicliniing  iler  ^eometrisclien  Pro- 
Jectionen  der  Oberfläclien  der  zweiten 
Ordnung,  verinittelst  Anwemlan^  der 
Tlieorie  der  UmlittllunKscurven. 


,ti     .  .      ■  I  •  '  •    ••-•.»'1.1,  . •  . 

Von  1     .  .  .f. 


*  tT,.  Herrn  C.  T.  IVIeyer, 

Bcrgwcrkscanditlatcn   zu    Frciberg.  ^ 

.   "'V  I   I!         1      •         •  '  »  f 

Obgleich  ich  in  der  im  Isten  Hefte  des  9ten  ßandcs  dicsesi 
Journals  befindlichen  Abhandliint{  über  die  AnwtMidun*;  der  Theo- 
rie der  Umhulliinixscurvon  auf  die  ISchattencon.stnictioneii  erwhhnte, 
das«  die  Beschreibung  der  An\vendung  auf  die  geometrischen 
Conntructionen  besser  in  einem  besondern  Werke  liber  Axono- 
metrie erfolgen  würde,  so  hat  sich  doch  gezeigt,  dass  ein  solches 
Werk  enger  in  seinen  Grenzen  gehalten  werden  nuiss,  als  dass 
die  Verzeichnungen  mit  Auf-  und  Grundriss  darin  Platz  (inden 
UoDtcn.  Wenn  nun  auch  die  Zeichmingsmethodc  durch  Unihül- 
lungscurve  namentlich  vereinfachend  auf  nie  axonometrischen  Dar- 
stellungen der  Oberilächen  'iter  Ordnung  ein\^irkt,  welche  ausser- 
dem nur  sehr  mtihsam  durch  einzelne  »Schnitte  oder  mehrfaches 
l^mzeichnen  verschiedener  Projectionen  hergestellt  werden  konn- 
ten, so  ist  der  Nutzen  für  die  Darstelluniren  mit  Auf-  und  Grund- 
ris»  doch  gewiss  auch  nicht  zu  vernachliissigen ,  und  ich  gebe 
daher  (zumal  da  sich  die  Herausgabe  obengonjuinten  Werkes 
durch  verschiedene  eingetretene  Hindernisse  noch  einige  Zeit  ver- 
zugern dürfte)  in  folgender  Abhandlung  eine  Anweisung  über: 

1)  i  e  A  n  w  e  n  d  u  n  g  d  e  r  T  b  e  o  r  i  e  der  U  ni  h  ü  1 1  u  n  g  s  c  u  r  v  e  n 
auf  die  geomctrisclie  Verzeichnung  der  Überflächen 
2ter  Ordnung, 

*  Ich  beschäfligc  mic'i  hier  blos  mit  den  Körpern  oder  Ober- 
flachen  der  2ten  Ordnung,  obgleich,  wie  schon  aus  dem  früheren 
Aufsätze  hervorgebt,  auch  für  Körper  und  namentlich  für  Rotationü- 

19»  . 
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kürper  anderer  OrdnungeD  Anwendung  geniaelii  werden  kann; 
aber  erstens  «rflrde  Ich  blosnocb  einzelne  Fälle  anfahren  k8nnen,dn 
das  Wesentliche  als  theils  schon  bekannt  and  theils  als  aus  dem 
Folgenden  ersichtlich  betrachtet  werden  kann ;  and  zweitens  wür- 
den diese  ^ewis«;  wenig  praktischen  Nutzen  gewähren,  da  sowohl 
deri^leichen  Kürper  »nlt^n  vorkoinroen,  als  auch  am  £od^  die  Ver- 
einfachung nicht  sehr  beiieutend  sein  wird. 

Zu  den  Oberflächen  der  2ten  Orflnnng  gehören  dio  <  lil}>ti- 
schen  (der  Kteis  alt«  zur  Gattung  der  Eilipseii  gehörend  betrach- 
tet) Kegel  und  Cylinder,  die  Eüipsoide,  U3rp«HioloMe  beider  Art 
die  elliptischen  und  hyperbolischen  Paraboloide.  Die  elliptischen 
Keeei  und  Cylinder  flnergehe  ich  wegen  ihrer  schon  jetzt  sehr 
einlachen  Darstelhn^'jr,  so  dass  ich  m'wh  \m  FtylirfMiden  blos  mit 
den  zuletzt  genannten  Oberflächen  zu  he^ehattigeii  habe. 

Ich  gehe  hier  Tiirlit,  \\ie  in  Acm  früheren  Aufsatze,  wo  ee 
mir  nielir  nwr  n\i(  die  lici^i ufdung  des  Princips,  gleichsam  wie 
auf  die  (■rundsteinlegung,  uiikaui,  vou  einfachem  Tällen  aus«  sun* 
dern  nclune  gleich  die  schwierigsten  an.  Was  die  FormefaUrf^ 
tpng»  den  Bewein  des  Verlahrens  betrifft,  welches  ich  einadblage, 
so  werde  ich  micli,  um  Wiederholungen  aus  dem  frühem  Auf- 
sätze möglichst  zu  vennciflfMi ,  I>?os  imf  \Vf'n!'_'(*s  hf^schränken  ,  imd 
zwar  ich  dieses  der  Deutlichkeit  halber  nit  lit  mit  der  Beschrei- 
bung der  Zeichnung  vermengen»  sondern  hinterher  besonders  an- 
'  führen;  namentlich  ist  diess  heim  hyperbolischen  Faraboioid  outhig» 
Uber  welches  frflher  noch  gar  nichts  gesagt  wurde. 

Noeb  habe  ich  endlich  zu  erwSbnen,ehe  ich  zu  den  Aufgaben  seihst 
liheriiphe,  djiss  ich  rÜe  einzelnen  geometrischen  Verfahren  (wie  das 
Verzeichnen  der  i'm jectton  einer  ijerieigten  Ellipse  mfpr  l^arabel etc.) 
nicht  überall  besonders  bet^chrieben  nahe »  so  weit  es  nicht  das 
Verständniss  unbedingt  erfordert;  doch  sind  sie  in  den  Figuren 
Überall  ausgeführt ,  wo  man  sie  leidit  wird  verfolgen  kiMinea. 
Uebrigens  sind  die  Buchstaben  in  Aufrisse  zur  leicntem  Unter* 
Scheidung  der  des  timndnasee  iomer  mit  einem  Indes  antaD 
versebeiu 

Aufgabe  1« 

Vertelcbnung  eines  Ellipsoidn»  dessen  Darck« 
schnitt  dnrdi  die  Mitte  der  Hauptaxe  (natürlich  recht* 
winklig  zu  derselben)  in  Taf.  IV.  Fis.  1.  durch  die 
£llipse  COEF  {im  Ornndriss)  und  die  Hauptaxe  selbst 
durch  Ailiy  (im  AufrisK)  gegeben  ist;  die  NtellnriL,'  des 
Ellij>soids  gegen  die  A ii fri ss ebene  ist  sogieicb  iu  der 
Stellung  der  Ellipse  CZ>£F  bestimmt;  der  Neii^nnge* 
Winkel,  nnter  dem  die  Projection  erfolgen  soll»  sei 
=://i4iV,  die  Richtung  der  Neigung  ^AtL  Um  den  Stand 
des  Üllipsoids  gegen  die  Basisebene  zu  bestimmen, 
m  US s  nocli  einDre  h  u iit; s  p  un  k  t  ode r  ei  u e  Dreh  ii ngsaxe  ge- 
geben sein;  wir  nehmen  derEin  fach  hei  t  halber  den  Punkt 
Ai  als  solchen  an;  ist  ein  anderer  Punkt  gegeben,  so 
erschwert  diess  die  Aufgabe  gar  nicht»  wie  wir  aus  den 
folgenden  Beis])ielen  sehen  werden;  ist  jedoch  die 
Auigabe  so  ur^^strUt,  dass  ein  irewisser  (der  unterste) 
Punkt  des  Eilipsoid«  auftreflen  soll,  so  muss  dieser 
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erfft  nach  der  obigen  Angabe  durch  Zeicboung  oder 
Hechniinii^  irefiinden  werden,  wa«  aber  nicht  ireiter 

blcrlier  gehör  l. 

AiiflOsan|(.  Man  verzeichne  sich,  um  xuerat  die  DarsteU 
lunor  im  Grundnss  zu  erhalten,  die  Axe  in  ihrer  «reneigfen  Stc! 
luiiL^  als  ab  (durch  das  Proül  AB^  und  hierauf  den  durch  den 
Mittelpunkt  rechtivinklig  zur  Axe  gelegten  Schnitt  CDEF  durch 
die  zusammengehörigen  Durchaie^ser  GH  und  JK  sds  g!ük  (in* 
«ofeni  oSmlieh  suaammengehörige  Darchmeaaer  ia  jeder  Pro- 
tection der  Ellipse  wieder  zusammengebSrige  Dorcbmeaaer  gcben)^ 
I>ic  Punkte  i,  k,  q  und  h  erhalt  man,  wie  man  fcinht  ans  der 
Fieur  {»ieht,  ebenlalls  vermittelst  des  Profils,  indem  man  sich 
JK  als  J^^i  u"d  IJG  als  U-iG.^  verzeichnet,  (insofern  man  AW 
s  O^H^,  AK  —  O^K^  etc.  macht).  Sodann  errichte  man  im  Mit- 
telpunkte o  ein  Perpendikel  auf  ik  als  demjenigen  Dnrcllnieeaer 
der  Ellipse,  der  in  der  Richtung  der  Axe  ab  liegt,  wozu  man 
sogleich  O.20  hrnnt/en  kann,  gehe  ihm  die  Grösse  oi  =  of<'  als  0/7 
uiid  trage  die  Grfisse  der  Hypotenuse  bp  auf  die  verläni^ritc  ab 
als  oq  nach  heiilcji  Seiten  von  o  aus  auf.  Beschreibt  man  nun 
aus  ghf  als  dem  zu  ik  zugehörigen  Durchmesser,  und  gq  als  zu- 
aammengefaGrige  Durcbmeaeier  die  Ellipse,  so  iat  die  ceometriache 
Darstellung  im  Grundriss  fertig.  Eh  ist  ofenbar,  £af  man  die 
Ellipse  f//iik  mvht  er^t  aus  den  gefundenen  Durchmessern  fjh  und 
zu  verzeichnen  braucht,  um  die  Conturen  des  projicirtc  ri  Kör- 
pers in  der  Ellipse  ghrjr/  herzustellen;  doch  wird  man  es  immer 
schon  des  Bildes  wegen  thun. 

Um  den  Aufriss  zu  verzeichnen ,  tfn?e  man  vorerst  die  proii- 
rirte  Hauptaxe  06,  sowie  die  Durchmesser  ///i  und  ik  als 
a./i|  und  i|Ax  in  Aufriss  und  verzeichne  sich  um  ^ibi  und  iJc^ 
m  zusammengehurige  Darchmeaaer  die  Ellipse  gihUiki,  welche 
die  Prnjection  von  ghik  im  Gntndriaa  int.  Man  verfahrt  nun  ganz 
Xhnlich  wie  vorher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man,  da  hier 
der  zu  als  dem  auf  der  verringerten  Axe  «i^j  gelej^enen 

Durchmesser,  zugehörige  Durchmesser  UiVi  nicht  gegeben  ist, 
solchen  erst  verzeichnen  rouss,  was  sehr  einfach  durch  Halbi- 
mng  einer  (oder  aichei:er  mehrerer)  Parallellloie  mit  SjA  in  der 
EBipse  geschieht  Mao  trSgt  die  Grösse  rechtwinhllg  au 

ala  a^mi  avf  und  macht  dafinO|fe>|  gleich  der  Hypotenuse  6ifli|, 
wofanf  man  aus  wiWi  und  ir|V|  die  gesuchte  filtipae  zeichnet. 

Will  maa  aleh  nan  Im  Gnmd-  and  Aofriaa  noch  die  Azeoi 

ed,  ff  und  CifJi,  Cifi  angeben,  ao  Ist  diess  sehr  leicht»  aber  ohne 
weaentlichen  Nutzen,  Ha  die  deutliche  Vorstellung  oameBtlioh 
durch  die  Jb^Uipaen  ghik  und  yiAih^i  bewirkt  wird. 

Eine  etiraa  verachledene  Constraotioo  namentlich  hiaaichtlich 

des  Aufrisses  muss  man  anwenden,  wenn  die  Ellipsen  gMk  «wl 
ffi^hh^'i  nicht  verzeichnet  nerden  sollen,  wodurch  aber,  ivie 
bereits  erwähnt,  die  Deutlichkeit  des  Bildes  viei  verliert;  ' auch 
ist  die  Ersparniss  im  Zeichoen  sehr  gering,  namentlich  da,  wenn 
man  frenigatena  die  Axen  CD,  EF  angeben  will,  aNteh  deren 
FUdung  wieder  etwaa  mehr  Conatmction  veruraacht.  Ich  ftliffe 
die««  (änatraetion  blos  ao,  ma  aii  aeiges,  daaa  man,  wwm  ea 
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daraul  ankommt,  zur  i^eometrischeu  Darstelkiiig  eiDes  EUffWoidB 
dickt  eine  elnz/is^e  krantme  Linie  als  Hfl Ifslinle  bedarf.  | 

Die  Verze'u  hmins'  der  finssern  Corituret»  im  (irundriss  ist  ganz  wi€  t 
früberj  nur  dasä  mau  die  Ellipse  nicht  auä  ik  und  .r^A  verzeichnet,  son- 
dern, will  nuui  die  Axen  CD^  EF  lo  der  Projeetioo  angelieftt 
solche  erst  auf  fibnliclK^  Weise  wie  die  Durchmesser  t/h  und 
finden  muss  (wa^  jedoch  in  der  Figur  auf  Taf.  IV.  Fig.  2.  aicbt 
ausgeführt  i^t.  da  sf>nst  zu  viel  Linien  zusanmicnkonimen  vvur- 
den)    Um  nun  aber  den  Aufrii<is  darzustellen,  verfölirt  man  fof 
genilernia.ssen :    Mao  ziehe  im  («ruiidriss  die  Verhindungblinie  iL 
und  verzcUdine  diese  als         in  den  Autrii>6,  deren  Dtircnschirdts- 
punkt  Uli  mit  der  projicirten  Axe  a|6^  man  nieder  als  m  in  dta 
Grundriss  trägt;  zieht  man  nun  mo,  so  ist  offenbar,  dass  die 
Projeetioo  diesfyr  Linie  im  Aufrlas  auf  Oybi  fallt.   Fast  noch  ein- 
facher konn  mau  die  lliclitung  von  am  tliin  h  die  Tracen  bestim- 
men,  indem  man  den  Durchschnitt  einer  rechtwinklig  /um  Auf- 
risfä  durch  UiOi  gelegten  Ebene  mit  der  Fllipsenehene  fjfüA  .>iicht- 
Den  Punkt  vi  trägt  itum  in  die  gegebene  Ellipse  CliLF  als  M 
(indem  M  io  JU  lie^rcn  m«ss)  und  zieht  ST  und  den  zagebSif- 
en  Durchmesser  Vr^  worauf  man  beide  Durchmesser  wieder  in 
ie  Grundrissprojection  überträgt,  wobei  sidi  U  sehr  leicht  durch 
die  Parallelen  77  und  5*  mit  AR  erjiebt,  uv  aber  wie  ufnoho- 
Hch  (d.  i.  wie  gk,  ik  etc.)  duicli  das  l^rolil  gefunden  werden  nju«s 
(in  der  I  igur  liiilt  hierbei       auf  A'2  und  ^'^  aiif/j»  da  der  Fu>:^- 
punkt  eines  PerpendijceU  von    V  oder  U  nur  unmerktich  von  A 
oder  J  diferiren  wird),  tt  und  m  verzeichnet  man  nun  in  den 
Aufrlss  als       und  uit^^  wo  sodann  die  weitere  Losung  mit  der 
ftihern  ansnmmenllillt. 

Der  Beweis  zu  dieser  Zeichnungsmethode  gebt  sogleich  aas 
der  letzten  Aufgabe  des  vorigen  Aufsatzes  herrer,  wo  wir  die 
Gleichung  der  umhfilleDden- durve 

landen,  wenn  £Hipsen  Shnlich  ihjh  (oder  fai  Anfriss  iiki9ihi) 
auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  der  schiefwinkllgeo 

Ordinalen  og  oder  oh  in  einer  ElTipse,  die  man  sich  um  ab  uad 
gh  als  zusammengehörige  Dnr<  Imj^'sser  beschrieben  denken  kann, 
fortschreiten,  und  wenn  a  die  halbe  Axe  na-  ob,  l  den  hnihen 
Durchmesser  og=zoh  und  u/  den  auf  ab  fallenden  halben  Dorcb- 
aiesser  oi^ok  der  EUipse  ahik  bezeichnet.  Dass  hier  aber  in 
der  Pro|ection  eine  EUipse  als  Centur  gesudit  wird,  die  alle  pa- 
rallel mit  ghik  durch  die  Axe  ab  geführten  Schnitte  einschliMSt, 
und  sich  dieste  nach  einer  Ellipae  um  abgh  Sodem  werden  (oder 
um  ir*:end  eine  Ellipse,  die  imn  aus  einem  IhjrchmesJfer  drr  F! 
Ilpse  ikffh  und  ah  zieht,  was  ganz  auf  dasselbe  hinanslLoaunt)  be» 
darf  weiter  keines  Ücwcises. 

Aufgabe  2. 

Darstellung  eines  um  den  Punkt  P  (Taf.  V.  Fig.  2.) 
nnter  einem  Winkel  z^tiPN \u  der  Richtung  geneig- 
ten Hyperboloids  mit  einem  Mantel,  wenn  die  Grasd- 
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fMcbe  und  ihre  Stellung  2ur  Aafrissebene  durdi  die 
Ellipse  CDEF,  die  Hohe  durch  i^i^i  und  die  Projection 
diiü  HalbkreiMCi»  i'ür  eine  gieiche  8teilttug  wie  CDES 
4jircli  A^^i  gegeben  ist 

''''""ferner  wird  noch  die  Grösse  der  imaginären  Axe 
(fvelche  für  alle  Hyperbeischnittc  durch  die  Axe  die- 
selbe bleibt  und  (luber  zugleich  eine  constunte  Axo 
des  Körners  bildet)  als  durch  20^ Q|  gegeben  voraus- 
gesetzt*) 
•  ' 

Auflösurig.  Es  ist  offenbar  durch  den  Punkt  P  nichts  als 
die  Drehungsaxe  Pp  ticgeben ,  wenn  man  P/)  rechtwinklig  zu 
i^l?  /.iebt,  und  man  kann  daher  ebeu  so  gut  sageu,  es  soll  das 
Hypcrbojoid  uro  den  Punkt  p  def  mit  PR  parallel  dnrcli  A  gexo- 
Mies  Linie  JR'  ueneigt  werden,  von  wo  aus  man  rieh  am  pas- 
^odsteo  das  Proül  verzeichnen  wird,  durch  welches  nandieAxe 
tn  ab  und  die  Ellipsenprojectioii  von  CDEf*  §anz  wie  oben  in 
^hiic  erhalt;  um  6  uird  als  obere  EllipsenurojeCtion  eine  mit  ghik 
identische  (d.  i.  gleich  grosse  und  gleicn  gelegene)  Ellipse  ge- 
zogen. Es  ist  nun  die  die  seittSebe  Contur  gebende  Hyperoel  als 
Verbioduni^slioie  dieser  2  Ellipsen  zu  bestimmen.  Hierzu  ist  es 
Erforderlich,  sowohl  die  Projection  der  iniagin.tren  Axe  Qk0^9 
welche  man  leicht  in  qq  erhalt,  als  auch  die  nach  dem  Halslcreis 
verjüngten  Grössen  von  qh  und  ik  zu  kennen.  Die  Verjüngung 
ißt,  wie  man  leicht  einsiebt,  durch  die  Linien  O^JUt  und  At^i 
gegeben,  und  es  wird  sonach,  trS^t  man  auf  eine  (KinelH||e  Linie 
ad^Ai^i  itud  att=:Otilf|,  verbindet  ig  und  ok  und  usbi  die 
Parallelen  ^irj  und  fie:oY=ox=zaii  die  eine  und  ot  =  ox=af  die 
andere  gesuchte  Axe  im  Halskreis.  Es  giebt  nun  für  diese  Werthe 
die  Theorie  der  Cmhüllungscurven  den  Ausspruch:  Die  beiden 
susammengehürigeii  Durchmesser  der  gesuchten  Hyperbel  erbfik 
Mn  in  y%  und  einer  Linie  von  e  ans  nach  beiden  Seiten  auf  mi 
nnfgetrtgen ,  derto  Gf8soe  dnrefa  V" 019*— -  et*  (also  durch  die  Kn- 
theta  eines  rechtwinklisMi  Dreiedis,  von  welchem  die  ÜjfOkm&üB 
se^y  die  andefe  KatCete  =0»  ist)  gegeben  ist.  Ist  aber,  wie 
hto»  ot^oq,  so  decken  die  Ellipsen  die  H>'perlie)  und  wird 
setche  gar  nicht  sichtbar.  Zeichnet  man  das  Hyperboloid  als 
(H»erfläcbe,  so  eruiebt  sich  noch  eine  Ellipse  oder  2  EUtpsea- 
hegen.  in  dism  TMle,  we  sich  beide  Endeilipsen  ibsrsdMeMen. 

*)  Anmerkung,  Man  kann  sie  Iricht  aus  den  frühem  Asaalunai 
faden,  Ihre  lyeeieiie  Angabe  aber  gehört  j«9deafUlt  war  VoUalindigkeit 

der  Aufgabe.  Seilte  sie  nidit  ife^ben  sein  (wie  e«  bei  Aufnahmen  ss- 
weilrn  vorkommen  kann)  nnd  ninn  will  sie  auch  nicht  erst  («.  Anhang 
tu  Schreiber'«  darstellender  Geometrie)  finden,  so  teigt  die  folgend« 
Aofgj^ibe  ein  Verfahren ,  wie  man  «ich  in  dar  Antfahrnng  der  Zeichnung 
selbst  helfen  kann.  Für  den  Fall,  dass  die  imaginäre  Axe,  aber  nieht 
der  llaUkrcix  und  dadurch  die  nach  den  verschiedenen  Verticalschnitten 
tariirenden  reellen  Axen  gegeben  sind,  findet  überall  dos  umgekehrte 
Verhältoiss  statt,  welches  leicht  zu  abstrahirca  ist;  ich  sehe  dühor  gänx- 
Ml  dnten  ab,  laniil  et  selten  iFeilMaiea  wHä^  nngli  elgesHIeli  iiSMM 
AitaBiisag  etwas  enlfHn»  HmC» 
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Man  suche  die  Grösse  von  V~ ot* — o^y*,  indem  man  o.T=oiTOaeH 
und  trage  ox  von  o  ums  nach  beiden  Seiten  aut  aU  als  o|  aaC 
wonutfiDan  mn  y%  2o{  als  xinaiiimengehOriM  Pnrcbniowef 
eine  Ellipse  beschreibt,  die  von  den  Scheitelpunkten  y  imd  7 
weit  hereingeht,  bis  eine  ßeruhmng  mit  den  Endellipeenproiccti* 
onen  strittfinript  Für  den  Fall  oi  —  oq  ist  die  Zpirhnuns  durch 
die  der  beiden  Kndellipsen  soi»leich  beendet  in  cd  und  ef  er* 
liält  man  die  Projectioo  dec  Eilipseoaxeo  VÜ  und  EF* 

FOr  die  Venelcbnuiur  im  Anfries  erbilt  man  ans  dem  Groad- 
flea  durch  Uebertragnng  leicht  die  Ellipae  f i^i^^i »  Körper- 

axenprojection  Oibi  und  die  sich  als  q^qi  darstellende  imaginäre 
Axe,  worauf  man  um  6|  eine  der  flriA./|A']  identische  Ellipse  zeich- 
net. Hierauf  ziehe  man  in  «71^1  ^i^'i  uen  zu  Sity  gchürisen  Durch- 
messer Uity  und  suche  die  Grössen  der  gleichiiegenuen  Durch- 
mesaer  im  llalskreise,  indem  man  ai6i-==AJ,  und  a^^i^=OiMi 
macht  ond  Pafallelen  fi^^^^  nnd  fiiti  mit  ö^si  and  d|tfi  meht»  «t> 
dann  Oii^  und  Oi^i  die  gesuchten  Grössen  sind,  welche  man  als 
0|9>i=ro.i/;i  und  Oi9issoiti  an  die  ihnen  zukommenden  Pl§tze 
träpt.  Constrnirt  inan  nun  aus  OiOi  und  o^ff^~a^o^  ein  recht- 
winklisjcs  Dreieck,  so  giebt  o^p^  die  Grösse,  welche  man  von  Oj  aus 
auf  Oi/ti  und  auf  o^a^  als  Oicci  aufltragen  muss,  um  den  zu 
zugehörigen  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Hypwbel  n  hr 
den.  Aus  den  znsammenffehörigen  Durchmessern  ^i^i  und  t^u^ 
xeichnet  man  die  Hyperbel  am  leichtesten  dadurch,  dass  man  am 
dieses  Kreuz  ein  Parallelogramm  coustruirt  und  durch  des^^en  Eck. 
punkte  die  Asymptoten  zieht,  aus  denen  man  von  ^  und 
oirne  Schwierigkeit  die  Hyperbel  verzeichnet. 

Wir  haben  es  hier,  lilnsichtlich  der  Ableitung  der  Gieicfa«^ 

,för  die  neue  Hyperbel»  mit  Ellipsen  Shnlich  gnik  fim  AufiriM 
9\^ih^i }  A^^^  vvas  TOTO  Grundriss  gilt,  gilt  natürlich  auch  rom 
Aufriss,  daher  hierauf  weiter  keine  Köcksieht  genommen  werdes 
wird)  zu  thun,  die  auf  ab  nach  einer  Uj^perbel  fortschreiten, 
welcne  man  sich  aus  den  zusammengehörigen  Axen  ^r/  und  ji 
▼erzeichnet  denken  kann  (da,  tvie  bereits  envähnt,  zusamiMB- 
gehörige  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  aseh  io  der  PNijediM 
ansammengehörii;  bleiben).  Nennt  man  nun»  wie  fcOher»  die 
neuen  Coordinaten  der  Umhüllungscurve  x  und  y  (wo  aber  aueen- 
ßcheinlicb  x  die  Ordinaten,  1/ die  Abscissen  werden),  die  vari^hK' 
Entfernung  der  Ellipse  vom  Punkte  o  aus  «,  die  ähnlich  n(]  iin<l 
ai  gelegenen  halben  Durdmie^ser  der  Ellipsen  l  und  ni  und  liid 
Axen  oy=^ox  =  a  und  o^=b,  so  wird 

^  .  («-^jr)«  . 

und 

(da  ffir  zn^inmmengehörigc  Durchmesser  der  Regelsehaitte  die* 
selben  Gleichungen  als  &r  die- Uauptaxen  gelten) 
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woraus  liir  die  Umhfillungscurve  die  Gleichung: 

resultirt,  d.  i.  die  einer  Hyperbel,  deren  zusammengehörige  Axen 
a  und       6*— n*a*  sind,  so  dass  also  oy  =  ox  bleibt,  wahrend  oq 

in  \f  nfj^  —  oi^  überseht  (da  offenbar  der  auf  n6  fallende  halbe 
Durchmesser  des  Halbkreises  ist).  Ist  w«>  oder  auch  nur  =6, 
d.  i.  oi^  oder  =oy,  so  zeigt  schon  die  Formel,  dass  keine  Be- 
grenzungs- Hyperbel  entsteht. 

Die  Formel  giebt  für  den  Fall  7ia>6  eine  Ellipse 


und  n-irklich  entsteht  eine  solche  im  Innern  durch  die  Schnitte 
oder  Tangenten  der  von  o  aus  fort^^chreitenden  Ellipsen,  bis  i 


wird,  wo  dann  die  nHchsten  immer  die  vorhergehenden  einschliessen. 
\Venn  man  also  vielleicht  die  obere  und  untere  Fläche  eines  sol- 
chen iModells  aus  Glas  herstellt,  oder  nur  eine  hyperbolische 
Oberfläche  betrachtet ,  so  wird  man  in  der  Mitte  einen  elliptischen 
freien  Kaum  von  der  Form  , 

•  • 

sehen,  während  der  übrige  Inhalt  dieser  Endellipsen  durch  den 
Mantel  verdunkelt  sein  wird.  ^ 

(Es  ist  diess  im  vorigen  Aufsatze  bloss  flüchtig  angedeutet; 
dagegen  sieht  man  hieraus  leicht  ein ,  wie  der  Schatten  eines 
schiefgestellten  hohlen  Hyperboloids  mit  einer  freien  Ellipse  in 
der  Mitte  vorkommen  und  verzeichnet  werden  kann). 

Für  den  Fall,  dass 

•ein  sollte,  sieht  man  nur  einen  Theil  dieser  innem  Ellipse  vom 
Scheitel  hereingehen,  bis  eine  Tangirung  mit  den  Endellipsenein- 
tritt; es  Gndet  dieses  Verhältnisäi  in  der  Figur  statt 

'  *•  «'Iii  < 
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Ist  110=6,  80  gebt  die  Glekhinig  in  3f=:a  Aber,  d.  h.  tMm 

Ellipsen  werden  durch  die  Punicte  f  und  %  feheii;  man  sieht  daoo 
bei  einer  hyperholischcn  Oberfläche  den  Hr\nm  in  der  Mitte  frei» 
10  weichem  die  beiden  £adelli|^o  «ich  decken» 

Aufgabt  3. 

E«  Ist  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Mioteln  (oder  se- 
trennten  Hrihlungen)  durch  die   Hohe  AiBt    (Taf.  V« 

Fig.  4.),  die  Grundfläche  CDEF  in  ihrer  Stellung 
zur  Autri si»ebene  und  die  Axe  zwischen  den  Anfangs- 
punkten  beider  Mäntel  ^JUtMi  gegeben;  ee  soll  das- 
selbe in  einer  um  den  Punkt  P  nach  der  Kiektunir  PR 
nnd  «Bter  einem  Wickel  x^RPN  geneigten  SteXlang 
verseicbnet  werden« 

Aaf'lüsunc?.  Wir  gehen  natürlich  auch  hier  von  der  Ver- 
zeichnung im  Grundriß»  aus,  indem  wir  Pp  rechtwinklig  zu  i^H 
sieben,  ots  es  eine  Parallele  Ab  in  p  trifft,  nnd  von  p  aiu  dee 
ProHl  A^B^J^K^  etc.  verzeichnen,  woraus  man  leicht  die  Pro> 
jectionen  der  Axe  in  ii6,  der  Scheitelpunkte  in  m,  m  und  der  £1* 
lip«e  in  tfliik  erhält;  um  //  lieschreibt  \m\n  eine  der  ffhik  identiscbe 
Klll[»se  .v'/i'.  Um  sich  nun  aus  der  Axe  inia  eiuer  durch  die 
Punkte  y,  h,  g',  h!  so  gehend  gedachteu  Hynerbel,  dass  gh 
{—g'h!)  die  sor  Abedasenaze  mm  oder  ab  zugenOrige  Ordioaten* 
richtung  ungiebt,  die  imaglaSrp  Axe  zu  hestimmee,  wende  mao 
ein  Verfahren  an,  welches  dem  von  Scbreiber  im  Anhang 
ner  dcscriptivcir  Geometrie  nni^gebenen  sehr  ätnlich  ist,  iti «so- 
fern nur  weniiro  IVIodilicatiortrn  dadurch  eintreten,  dass  dort  recht- 
winklige Axeii,  iiier  xuä»ajiiuiengehüri(j^  Uurch iuei»i»er  aoxenooi- 
men  sind.  Man  ztebe  hhf,  acUage  darGber  einen  üiilbkräe  nnd 
ziehe  im  Abstand  ö8=zom  eine  Parallele  mit  AÄ^  welche  des  Rreis 
In  dem  Punkte  v  schneidet,  von  dem  aus  man  das  PerpendikeT 
va  auf  hh'  lallt,  die  dasselbe  in  a  trifft,  durch  welchen  Punkt 
man  nun  die  Linie  ao  zieht,  welche  die  Asymptote  der  Hyperbel 
ghog'h'  gieht.  Aus  der  Asymptote  erhalt  man  leicht  in  yi—'lmk 
die  za  mm  zngehSf^e  imaginäre  Jfü^,  Denkt  man'  aicb  um  die  «o 

Sefnndeoe  imaginäre  Aze  KIlipee  .ftbniioh  ghik  neschrie« 

en,  80  wird  der  zugehörige  Durchmesser  —  (man  erh«H(t  ifin 
in  i'h  durch  die  Parallelen  (f'V  und  y'i') ,  xmd  nun  ist  das  Vor- 
fahren ganz  iihnlich  wie  in  voris^er  Aufgabe:  es  bleibt  nämlich  die 
Axe  yx  unverändert,  während  die  halbe  reelle  Axe  oq  der  gesuch- 
ten Hyperbel  in  der  Katbete  ol  eines  rechtwinkligeu  Dreiecks  ot4 
dessen  Hypotenuse  U=om  und  andere  Katbete  ol=oi  ist,  ge- 
funden wird.  Um  yx  und  q(j/  schlägt  man  Ifierilif  ein  o- 
gramm  und  zieht  die  Asymptofen  ßoß ,  ßoßy  aus  denen  man  von 
ff  -AUS  die  Hyperbel  verzeichnet«  bis  sie  sich  tangential  au  die 
\pseo  anlegt. 

Naciidem  man  fät  die .  Aafrissprojection  die  EUipse  ghik  als 


schrieben  hat,  zietie  man,  ganz  wie  früher,  den  zu  ttfi  zugehö- 
rigen Durchmesser  U|t>|.  Aus  dem  Grundriss  ist  nun  die  Verjfln* 
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g«^  des  iaa^niteo  HaUrtveiaM  s=z  ^  bekannt,  man  wird  aUo 

^  «ton  llaieluDeaaern  und  uiVi  ent^precbenden  Imaginären 
Axen  der  Hyperbelaclinm  dareb  %4  ^'^i  in  <r,r|  nnd  q>t  '^' 
erhalten,  wenn  man  aiöi  =  bg'  und  Oifii^by^  auf  eine  lieliebige 
Linie  autträi^t  und  durch  die  Paralleler»  und  ^jFj  mit  S^u^ 

und  di$i  die  dem  Hnlskreis  ent8preeheuden  Grüsüen  f/j  und  r/,  F| 
für  ^!Cpi  =0|i^j  lind  o^t^  —  o^o^  abschneidet.  Aus  oiTj  und  Oj/Wi 
di«»  Uypoteim^e  stellt  uiuu  auu  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zusam- 
MB  nnd  erhilt  in  der  3 tan  Seite  oiQg  die  GrCaae»  welehe  man 
iU  o^rg  von  O]  aus  naeb  beiden  Seiten  aufträgt,  um  die  Anfangs- 
padite  der  gesuchten  Hyperbel  an  erhalten;  vvel<^  man  selbst 
aus  den  Asymptoten  ßißt,  ßißi  verzeichnet,  die  man  durcb  die 
ibekeu  eines  Paraileiogramms  um  (pi^i  und  r^ri  zieht 

Die  Projectionen  der  Axtn  CD  und  EF  ergeben  aicb  einliich 
ia  cd,  ef  und  Cidgt  ei/i« 

Es  ist  die  Ableitung  und  auch  die  Gleichung  der  die  Piro« 
jection  des  Hyperboloids  mit  2  Mänteln  {gehenden  Umhülluiigs- 
curve  ziemlich  ähnlich  der  für  das  Hv|H'rfioIoid  mit  einem  Mantel, 
Aöcfi  Kchon  im  vorigen  Aufsätze  ohci  fl  ir  lilich  erwähnt.  [\s  s<'hrei- 
teu  hier  oÖenbar  Ellrpson  wie         nach  einer  Hyperbel  wie  yhoyli! 

ProiectioD  eines  Durchschnittes  durcb  die  Axe  AB  naeb  der 
Uaie  GH  auf  ab  fort;  bezeichnet  man  daber.den  halben  Durcb* 
me«8er  om  dureb  a»  oy:=io%  durch  b,  nennt  dt  die  AbaciaMti>  jf 
die  Ordinalen  der  neuen  Hyperbel  und  läaat  die  Bedentmigen  von 
ml  and  m  wie  früber,  ao  wird: 


iUo 

^  onus  durcb  Diffttreotiatiou  nach  a  und  nacbhenge  »Substitution  die 
Uieicbuug 

folirt,  so  daan  al«o  die  A»  S69  d«  i.  f%f  wer&idert bleibt»  wlh< 

i«ad  ouB.in 

tegobt,  da  oienbar  ii^söi  iat.  lat  »6  s  oder  >  «,  «o  läUt 
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d«r  erate  AuMiraek  ^^j^^^^pgaDB  weg  oder  geht  Im  svreileo  Fi 

ui  — -q^ji  fiber,  «o  dam  iiuui  entweder  die  FoniM^^ — 
d.  t  6*  oder 


erbSlt/-^zwei  Anedrflcke,  welche  Dur  le  imaginSreo  AbhSn^ghei- 

ten  zwischen      ond  //  fuhren.  In  einem  solchen  Falle  ist  alse 

keine  Curvc  ausser  den  beiden  EndHlip^en  sichtbar,  da  sich  die 
SchnittelÜpspn  jedes  der  beiden  IMäiUel  immer  timschliessen  und 
so  gar  keine  Umhüilun^scurve  geben  können  (ähnlich  nie  bi  i  riner 
Kegelprojecüon>  wo  die  Scheitelprujectioa  iu  die  ^rojicirte  BuüU 

Olit). 

Aufgabe  4. 

£e  Ict  ein  elliptisches  Parabolnid  von  der  9uhe 

zzzA^B^  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  und  der  Bodenflacbe  r=Kllipsa 
CDEFy  welche  sogleich  in  der  eegebeuen  Stellung  ge- 
gen die  Aul'rii»sebene  verzeichnet  ist,  d arzustelleu, 
wenn  die  Richtung  der  Neigung  ^PR,  der  iNeiguogA- 
Winkel  s=RPN  iet  und  der  DrehuugspnDkt  In  Fang«* 
nommen  wird. 

Auiiösung.   Auch  hier  kann  man  sich  wie  in  den  vorher* 

Sehenden  Aufgäen  statt  um  P  die  Drehnng  um  p  vorgenommen 
enken,  von  wo  aus  man  sich  das  Profil  Ä^B^I^K2  angiebt  und 

die  Axe  ab  und  die  Ellinsenprojection  ^hik  verzeichnet,  und  e« 
kommt  nun  darauf  nn  ,  die  Parabel  anzugeben,  in  welcher  sieh 
das  Paraboioid  im  Grundriss  jMoJicirt.  Man  ziehe  rechtwinklig 
auf  gh  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Ellipse  die  Linie  Im,  Itoache 
al=ab  und  ziehe  gm  rechtwinklig  auf  hierauf  messe  man  mit 
einem  Maasstabe  von  beliebiger  Einheit  (den  man  sich  ohne  jede 
Schwierigkeit  sogleich  angeben  kann)  ai  und  und  dividire  mit 
hg  in  (iL  welchen  llnirh  inrin  ?ti  qnadriren  hat,  um  die  Zahl  zu 
erhalten,  welche  angiebt,  den  wievielsten  Tbeil  (in  der  Figur  den 
Güsten)  man  von  am  nehmen  und  von  ö  aus  aui  die  verlängerte 
ab  als  6ö  auftragen  muss.  Vom  Punkte  o  aus  kann  man  nun  mit 
den  zusammengenorigen  Coordinatenrichtungen  oa  und  gh  opd  einem 
Parameter  =frm  die  gesuchte  Parabel,  die  sieb  natdrÜch  tangen- 
tial an  die  Ellipse  anscbliessen  muss,  verzeichnen;  wie  diess  sehr 
leicht  geschient,  werde  ich  noch  am  ^»cblllsse  aobaogsweise  an- 
geben. 

Die  Zeichnung  für  den  Aufriss  ist  ganz  ähnlich.   Mao  tra^ 

zuerst  die  Axe  ah  als  Ai^j  und  die  Ellipse  g/iik  als  f/i^iii^i  in 
Aufriss,  ziehe  den  zu  Siti  zugehörigen  Durchmesser  t/jr^  und  nun 
rechtwinklig  dagegen  die /^mi,  mache  Oj/i  und  ziehe  recht- 

winklig zu  liVj  dje  r|m|.   Hierauf  messe  mau  a^^^  und  Ui^i,  be- 

lechne  eich        und  nehme  eineo  durch  dieaen  BmehtheU  Qu 
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der  Figur  =  bestimniteD  Theil  von  a^nii  und  trage  diesen  als 
bwi  auf  die  verlfingerte  a^bi  auf.  Verzeichnet  man  sich  nun  noch 
die  Parabel  von  tri  ^us  mit  dem  Parameter  =aiWi  und  den  zu- 
sammengehurigen  Coordinatenrichtungen  WiOi  und  UiVi,  so  ist 
auch  diese  Darstellung  beendet. 

Die  Axen  CD  und  EFy  wenn  man  diese  noch  anzugeben 
beabsichtigt,  ergeben  sich  wie  bei  den  frühern  Aufgaben  einfach 
in  cd,  e/*  und  Ciili  und 

•»♦  <  ♦ 

Wohl  mag  es  sein,  dass  dieser  Construction  von  Vielen  der 
Vorwurf  gemacht  wird,  dass  Rechnung  dabei  nothig  wird  und 
man  nicht  mit  reiner  Linienzeichnung  auskommt,  doch  glaube  ich 
hierin  bei  einem  Falle,  wie  der  gegenwärtige,  eher  einen  Vor- 
theil als  Nachtheil  zu  erblicken;  denn  diese  einfache  Rechnung, 
welche  sogleich  auf  jedem  Orte  ausgeführt  werden  kann,  fuhrt 
sicherlich  zu  einem  genauem  Resultate  als  vieles  Construiren,  und 
sollte  ja  Jemand  ein  so  grosser  Feind  dieser  Vermischung  sein, 
dass  er  seiner  Ansicht  lieber  Zeit  und  Cienauigkeit  opfert,  so 
kann  man  auch  leicht  oben  angezeigte  Rechnung  geometrisch 
ausfuhren.  .  ,    •    '  • 

Was  den  Be^veis  für  dieses  Verfahren  betrifft,  so  kann  Ich 
mich  auch  hier  auf  den  früheren  Aufsatz  berufen  und  daher  ziem- 
lich kurz  fassen.  '"' 

■    •  ■  .....  .  ,  : 

Wir  haben  es  hier  mit  der  Umhullungscorve  von  Ellipsen 
ähnlich  ghik  zu  thun,  welche  auf  der  Linie  ab  nach  dem  verän- 
dernden Gesetze  einer  Parabel  fortschreiten,  die  man  sich  um  ab 
und  yh  als  zusammengehörige  Coordinatenrichtungen  von  b  aus 
beschrieben  denken  kann,  ^iennt  man  nun  ganz  analog  dem  frü- 
hern Aufsatze  ag—ah=ily  und  sonach  ai=ak=znf ,  a  den  variab- 
len Abstand  der  Ellipse  von  b  aus,  p  den  Parameter  der  Parabel 
bffh  für  die  Coordinatenrichtungen  ab  und  n/t ,  und  bezeichnet 
durch  X  und  y  die  neuen  Co(»rdinaten  der  Cmhüilungscurve  von 
6  aus,  so  hat  man 


P  +    n'P    ~'  , : 


und  ,       ,    ,,       ,      .    :  i-,  t\ 

.11       .  t  f  '  •  »4         •  'I.  .. 

/  • 

»      I.  '      .  »     j  1         J       II  w  •••  .  •  ,   .  .  % 

KU.-  ■        •  '»  /'       .  '  l|  M»'    '       .    -  •     •  • '  . ' 

I 


also 


woraus  durch  Differentiation  nach  cc  und  Substitution  ganz  wie  früher 

*  ■ 

folgt,  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Anfangspunkt  um 


•I-  ...         "        ^   •       I  • 
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Ol  at 


Es  bleibt  nun  bliiB  noch  zu  erwShnen,  dass  p  in  der 
am  geruuden  wurde,  worauf  wir  am  finde«  wenn  wir  Einiges  Gber 
c^e  Constniction  der  Parabel  aus  mmmaOTgehlirigea  DumIum»- 
•em  anf&bren,  surückkonimeD.  i 


•  1 


Aufgabe  5.  •  - 

Es  ist  in  Taf.  VI.  Fig.  6.  ein  um  eine  Ecke  C  in  der 
Hicbtung  CU  und  unter  einem  Winkel  =  CUJS  gen«J^* 
fee hyperbellscfies  Paraboloid  %n  veravlcboen;  die  mf' 
meneionen  sind  in  derBasia  CDEHFG  undln  de'rHohe 
in  der  Mitte  A=AiBi  gegeben.  Die  Stellung  ge^-«D  die 
Aufrissebene  Ist  wie  bisher  zugleich  in  der  STteflunj? 
VC nC7>/:.7//^(V' enthalten.  Obuleich  die  Auf'iialie  hierdurch 
schon  bestimmt  ist,  so  haben  wir  in  der  Fi^ur  doch 
noch  die  imaginäre  Axe  QQ  der  Hyperbel  CDEIJFG  der 
Einfachheit  wegen  als  bel^annt  angenoliinieb,'  thl^llll 
weil  sie  sewohl  leicht  gefunden  werifent  el0  apich  ihre 
Finlduag  anf  die  in  ▼eriger  Aufgabe  angexeigt^  Wals« 
umgangen  werden  kann,  theils  %veil  man  sie  blos  zur 
Construction  der  H y|>crbeli)r o j  ection  braucht,  also  die 
Annahme  oder  IS  ich  ta  nnahme  derselben  gar  ,i||;eiQe9 
Eiufluss  dürai^f  l^at,  worauf  es  hier  aukomipt^ 

• 

Auflösung»  Auch  hier  gebe  ich  vorerst  nur  da«  relii  os^ 
structive  Verfahren  an  ;  die  Erklärung  liefert  die  darauf|bl§en||^ 
Abieitimg  der  vorhandenen  UmhfiUungscurve. 

Man  liehe  parallel  CR  die  Ab,  filiie  darauf  das  Perpendikel 

Cp  und  construire  sich  von  p  aus  das  Profil  pl^A^ß^y  wodurch 
man  in  ah  die  Ilori/ontalprojection  von  Aißt,  in  i  einen  Punkt 
der  projicirten  Linie  CF  ernhit,  so  dass  cif  deren  ganze  Projec- 
tion  wird.  Durch  wenige  Paraliellinien  ergeben  sich  nun  die 
übrigen  gesuchten  Punkte  und  Linien,  wie  man  sogleich  aus  der 
Figur  sieht,  worauf  man  die  Asymptoten  aa,  tut  zieht  und  darans 
die  Hyperbel  edehfg  verzeichnet.  Die  Projection  des  durch  dk 
Mitte  EH  und  A^B^  geführten  Schnittes  wurde  man  offenbar^li 
einer  Parabel  erhalten,  die  man  ans  ah  und  ch  als  zusammenee* 
hörige  Coordinatenrichtungen  von  h  aus  con.struirte ,  insofern  der 
Schnitt  nach  der  Eigenschaft  des  hyperbolischen  Parabofoids  eine 
Parab.el  ist  und,  wie  bereits  mehrmals  erwähnt,  zusaramengeburige 
Durchmesser  oder  Coordinateorichtuogeo  der  Kegelschnitte  audi 
in  der  Projection  xusamnien  geböitg  bleüften.  Gans,  dieselbe  Pk* 
rabel  zeigen  nun  aber  me  parallelen  SeiteoflSchen  über  CF  und 
f)G,  ou^  dass,  da  die  Ordinate  grösser  ist^  es  auch  dieAbscisse 
sein  muss;  man  wird  also,  um  imGrundiiss  diese  Ebenen  dans* 
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mteUen,  ^nur  die  Grösse  der  zu  cf  oder  dg  gehörigen  Abscisse  zu 
sqcben  lind  dann  der  aOch  gleiche  Parabem  zu  ooristruiren  haben. 
JU^j) .  bestfpuuc;  pialk  d^mn^cb  ^ue^si  den  P^ameter  ali  der  iiuai^i- 

M9m  VmM  oUe  (Mem  nm  di^  ki^  rtehtwinklig  «vf  A< 

aA:  :^(i«:=3oA  inacbt^  i'  mit  h  verbindet  und  in  h  das  Perpendi- 
kel h/(  errichtet),  ziehe  hierauf  W  r«olitsvinklif<  zu  cf  durch  rn, 
.IMMche  ml^ak  und  ziehe  rechtwinklig  zur  Verbindun&;slinie  If  die 
/T;  at  giebt  sodann  die  gesuchte  Ab8cissenlinie  und  wird  als  ino 
nod  710  narailel  aO  aufgetragen^  worauf  uian  um  cf,  mo  und  dg, 
Q^t  tfoa  Panuneter      die  Parabeln  eof  iind  dag  beschreibt 

^^JMn  tiieber  liegt  ro  der  ganzeq  Constructioq  qicbts  Menen» 
ypmern  es  ist  die  geHöhniiche  geoiaetriädbe  Daratdlnng  einer 

Hypt  rbel-  und  z»^eier  l'arabelnrojectionen ;  es  bleibt  nun  aber  noch 
die  Darstellurji;  dei>  inneren  Fbeils  übrig,  die  Verzeichnung  der 
Höhlung,  du  bekanntlich  diesei»  Parabolold  sattelfiirniig  gestaltet 
i#t,  una  hierbei  verfuhrt  uian  folgendermatf^en.  Man  ziehe  in  der 
Hyperbel  edeltfg  den  lur  Richtune  oA  nigehurige»  Dipgcipqanfr 
rr,  bestimme  sich  durch  riy  painUfl  06  bis  zur  Asymptote  mt  die 
Grösse  des  Durchn^eseers  $$  und  verzeichne  den  den  zusnnimen- 
gchörigen  Cuordinaten  ab ,  rr  eukommendeo  Parameter  einer  ge- 
dachten Parabel  um  ab,rr.  indem  mau  tt  rechtwinklig  zu  rr 
zieht»  ai'^ar  nimmt  und  durch  ei^e  zu  t'r  perpeodiculäre  JUioie 
rf  die  Gr^e  ai  abtdine&4|B^  1  Difranf  inease  maa  mit  ^per  be- 
liebigeo  Einheit  die  Grössen  as  und  ir  und  berechne  sich  hiemach 

»  worauf  man  eine  Parabel  aus  den  zusammengehörigen  Co- 

ofdinatenrichtuDgen  rr  und  ab  zuconstruiren  hat«  deren  Parameter 

dt«2  ist  nnd  deren  Anfiugspunkt  nm  ^  weiter 

herein  aU  ö  liegt.  Diese  Parallel  wird  so  weit  gezeichnet,  bis 
wüe  sich  tangential  an  die  ^  Hyperbel  ciieil/J^  anscnliesst  In  der 
Figur  ist  die  Grösse  bo',  um  welche  der  Anfangspunkt  a'  Yor  6 
mU  ^9i»mM  hier  hiof  einen  Ptaaki  beträgt. 

Bei  der  Zeichnung  des  A\urrisses  hat  man  ebenso,  wie  im 
Grundrisse,  erst  die  Darstellung  der  Hyperbel  und  der  beiden 
Seitenparabeln  zu  vollaüebeu»  wozu  man  die  nöthigen  Länseo 
ans  dem  Grundriss  erbSli  Die  Hyperbel  c.c/,e,Ai/i#jr|  Teneich- 
net  man  aus  den  Asymptoten  a|a|,  0|a|,  indem  man  solche  blos 
aas  dem  Grundrisse  ncraufzutragcn  braucht,  da  es  ein  sehr  loicht 
einzusehender  Satz  ist,  dass  dieiAsymptotcn  in  jeder  Darstellung 


der  Hyperbel  solche  bleiben  müssen.  Für  die  Verzeichnung  der 
Parabeln  Cj/iO^  und  dig^o*  ist  wiio^ ,  Ci/i  und  «|0i ,  diOi  gege- 
ben, wozu  man  sich  den  Parameler  sn  Bestimmen  hat,  den  man 
nnch  in  ajlci  erhalt,  da  eine  Parabel  um  Si^i  beschrieben 

oedl^ti.aothwendig  dieselben  VerbaltoisAe  zeigen  wird.  Hierauf 
Destimme  man  sich  nun  den  zur  Richtung  o^^i  gehörigen  Durch- 
messer tii^iri  der  Hyperbel  und  durch  eine  durch  parallel  a|6| 
bis  zum  IJurcbschnitt  mit  der  /isyroptote  «itti  gezogene  Linie 
vißi  den  Darcbmesser  Witci,  sowie  ferner  den  einer  Parabel  um 
n,6. ,  viVg  ankommende  Aramnter  aJ^  (indem  man  tili  recht- 
winklig an  9ipg  aieht  und  i§pi  sor  Vminaungslinie  sii'i).  Misst 
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iiiuiiuiiiP£«|  ini4%<0k  und  bereclmet  sich  deoAnsdiBok  (j^^y* 

so  erbSit  man  dadorch  in  einem  BmehtMl  von  a«^  die  drOsse. 
tnn  welche  der  Anfangspunkt  %  weiter  herein  als  6.  liegt,  woran» 
man  sich  dann  leicht  mit  dem  Parameter  a|4»dia  Kichtnoeen  a.tti 

und  ViVi  als  zusammengehörig  betrachtet,  von  i/j  aws  die  Faranel 
verzeichnet,  die  man  &o  weit  fortsetzt,  bis  sie  die  UypertMl  tan- 
girt.    In  der  Figur  ist        =  3*3  0^/1 . 

Ueber  din  Onistruction  der  Hyperbel  und  iieitf  nimrabeln  Ist 
natürlich  nichU  weiter  zu  sagen,  sondern  blos  die  Formel  fiir  die 
innere  Purabel  o'rr  abzuleiten.  Diese  Parabel  ist  aber  die  Liu- 
hiitlungscorve  von  Hyperlieln  Ifanlicfa  edehfg,  welche  nach  einer 
Parabel,  die  man  sich  um  ab,  beschrieben  denken  lann,  in 
der  Txirhtung  ab  fortschreiten,  wie  sogleich  aus  der  ideellen  Ent- 
stehuogsvveise  des  hyperbolischen  l^araboloids  durch  die  Fort- 
bewegung einer  varianeln  Hyperbel  ähnlich  CÜEHFG  um  eine 
Parabel  ßiAtEH,  wobei  sich  die  Axen  nach  den  doppelten  Or- 
dinaten  der  Parabel  Indem,  hervorgeht;  Nennt  man  daher  die 
variable  Entfernung '  der  Hyperbel  von  6  aus  (etwa  6a)  =a,  die 
Z11  dipf;er  Entfernung  gehoriirr  Orrlhiate  (gleich  hallten  Durch- 
messer der  Hyperbel)  ae  — r,  den  halben  iiurcbmesser  ar—l  und 
den  dazu  gehörigen,  auf  ab  fallenden  halben  Durchmesser  der  Hy- 
perbel =  so  wird,  lässt  man  wieder  x  und  y  ab  die  Coordi- 
naten  der  nenen  Gnrve  nach  den  Rhshtungen  116  mid  rr  gelten: 


nnd  ' 

wo      das  V' erbältniss  -  ausdrückt  und  p  den  Pmmeter  der  Par 

rabel  abeh  beseichnet.  Substltoirt  man  den  Werth  von  I  in  die 
erste  Gleichaog,  so  erhält  man: 

diffemsliit 

«Äjf  JP*- 

nnd  dorch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  von  a  in  obige  GMehwig: 

3|fef4«p  (a?— ^^^^ , 
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ist 

am 


d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Parameter  p^z=:^k^  \ 
und  deren  Anfangspunkt  (oder  Scheitelpunkt  in  der  Linie  au)  a 

— T— .p  ueiter  herein  Iiej?t.  ,  ,  ,  . 

Man  könnte  nun  hiernach  sehr  leicht  die  Zeichnung  ausfuh- 
ren» indem  man  nur  mit  einem  Maassstabe  av,  ur  und  as  zu  messen  und 

«ich  die  Ausdrücke  —  )    und  - .   •  . 

-  \2aeJ 


^       4ae^  ar^      ^ — ✓  , 

zu  berechnen  braucht,  um  in  Theilen  von  ai  die  Bestimmungen 
för  die  neue  Parabel  zu  erhalten,  und  es  ist  eine  solche  Üon- 
struction  namentlich  in  den  Fällen  zu  empfehlen,  wo  fi  ein  gros- 
ser Bruch  wird,  so  dass  man  dasselbe  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  die  Zeichnung  -1  setzen  kann;  doch  ist  in  der  Figur 
and  Beschreibung  ein  etwas  anderer  Gang  eingeschlagen.  ^ 

Es  ist  niimlicli,  bestimmt  man  sich  für  eine  um  rar  und  ab 
beschrieben    gedachte    Parabel    den    Parameter  ««»  derselbe 

—  =T-  während  p  =  ^  ist,  so  dass 

ab  ab  '  .  i 

/ae \2  1  1 


.St 


a 


ivird,  und  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  pi 
=  ^*y^  und 


«2 


80  erhalt  man  Pi=p2  und    ^,  * 


.  ,  o,b=  ^  P'^  =  {rr) 

•  ►^ 

Die  Parabel  ahrr  ist  wirklich  die  Projection  eines  durch  ab  und 
TT  geführten  ^Schnittes  in  dem  hyperbolischen  Paraboloid ,  und 
man  hätte  die  Ableitung  gleich  so  vornehmon  können .  dnss  man 
sich  die  Hyperbeln  nach  dieser  Parabel  fortlaufend  gedacht  hätte, 
was  zu  demselben  Hesultate  geführt  haben  \^ürde;  doch  glaube 
ich,  dass  die  gegebene  Ableitung  einestheils  deshalb  besser  ist. 
weil  sie  noch  einen  andern  Weg  der  Cohstruction  zeigt,  der  in 
einzelnen  Fällen  sogar  besser  anwendbar  sein  kann,  und  andorn- 
theils  macht  sie  bloss  von  dem  einfachsten  8atze,  von  der  tnt- 
Mehung  des  hyperbolischen  Paraboloids,  (aebrauch.  während  im 
zweiten  Falle  schon  einige  nähere  Kenntnisse  von  dessen  Eigen- 
HchafHen  vorausgesetzt  werden  müssen. 

Theil  20 
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fliermtf  w??ri»n  fite  m  behanddnden  OberflSchea  d*r  2te» 
Ofdnutig  erschiiplt  und  für  jede  (lor«oUien  eine,  wie  mir  Krheint, 
zieniiieli  einfache  ('onstructionKiuethoiie  ihrer  Projeciioueu  ange- 
geben, und  ich  schliesse  daher  diese  Abhandlang  mit  dem  Wim- 
sche,  da«8  sie  auch  In  praktischer  Hinaicbt  (fttr  Zeichner  n.  der^) 
ütmgefi  Nutten  gen-fibrcMi  und  VoriirtheHe;  welche  gewise  dagegea 
aoftreten  werden«  siegreich  aherwinden  nilige. 

Für  die  Annahme,  das^  In  den  vier  erstem  Kuruern  die  Ellifiae 

in  einfii  Kreis  fibpry;elit.  tretfii  noch  niebtnubc  VeroiiifacbnnirPFi 
ein,  wirlie  ich  in  einem  spatereu  Aofttatze  zusaiuDienzu^teHen 
Willens  bin. 

Es  wurde  am  Ent\e  der  4  ton  Aufgabe  auf  eine  zummIIcH  ein- 
fache Parabelconstniction  aus  eiiicm  Dtircbniesser  und  der  dazu- 
gehürigen  Ordinatenrichtung  verwiesen,  und  ich  gebe  daher  zum 
Schlüsse  eb  Verfahren  an ,  vrelches'  |[[ewlss  tot  vielen  andern  te 
der  AnsfOhrung  den  Vorzug  verdient;  eine  sehr  leichte  Constmc- 
tion,  insofern  man  erst  die  Axen  findet,  ist  auch  in  C reife's 
Journal  vonmcinem  HrüHor  ;ini!0<,M'hfn  \w>rdon  —  F.s  nuiss  ausser 
dem  T)iir(  bniesser  und  iler  Uichtung  der  Ordinate»  entweder  noch 
der  Parameter  für  diese  roordinatenricbtungen  oder  ein  beliebi<;er 
l^nrtlct  der  Parabel  gegeben  sein,  woraus  man  erst  den  Patanieter 
findet;  wir  nehmen  den  letztem  Fall  an,  da  er  als  der  allgemel* 
nere  den  erstem  mit  eiuscbliesst. 

Es  sei  in  Taf  VII.  Fig.  7.  der  Durchmesser  der  Pafabel 
z=iABy  die  gegebene  Ordinatenrichtung  C/>  und  D  (ahio  auch  Q 
ein  Punl&t  der  Parabel. 

Um  zuerst  den  zu  diesen  Coordiliatenricbtungen  gehurenden 
Parameter  zu  bestimmen,  ziehe  man  EF  rechtu'mkli«;  zi»  ('D, 
mache  ME-=zAM  und  ziehe  DF  rechtwinklig  zu  /:./>;  es  wird 
sodann  MF  die  gesncbtc  Grösse.  Der  Ueweij»  ersteht  sich  so- 
gleich aus  der  Gleichung  der  Parabel.  Die  nun  folgende  Patabel- 
verzeichnung  ist  nichts  als  das  umgekehrte  Verfahren.  Man  siehe 
durch  beliebig  ani^enommene  i^mkte  Afj,  J^l^'»  ^4  ^^c.  Pa- 
rallelen mit  CD  und  FF  und  von  A  aus  die  AE  beliebig  verlän- 
gert fort,  welelie  die  F^Fi,  E2F2  etc.  in  Fy,  E^,  JK3  etc.  schnei- 
det. Tragt  man  nun  auf  einer  baliebiizeii  dieser  Parallelen,  z.  B. 
E^F.,  iV\f\  =r  dem  Parameter  auf,  balbirt  EF  in  H  und  E^F^ 
in  /f4  und  zieht  die  ffiUf  welche  man  nach  lieiden  Seiten  belie- 
big wlängertt  so  erhalt  man  in  //|,  B^,  U^,  7/4  etc.  Punkte, 
von  denen  aus  mau  mit  einer  ZirkelspaiHfunir  —IIJ]y,  H^J.^  »  tr. 
die  I*unkte  Di,  ,  Th,  (\  efe.  absebtu  idet,  durch  die  die  i-*»- 
rabei  geht.  Eiu  Vortheil  bei  der  Zeichnung  ist,  die  l^nnkte  mehr 
!■  der  Nähe  des  Sdwiteis  8Usamme;nzudrängeo ;  je  entfernter  da- 
von, -dcnte  grosser  hann  man  dia  DistanMm  nelmieii. 


Digitized  by  Google 


2»3 

I 


JLXX 

Heber  eine  tranmeendente  QlelehnngTf 
welcher  keine  complexe  Zahl  genilst. 

Von  dem 

He^Tn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  xii  Jeoa. 


Die  forUchreitentle  Ausbildung  der  Arithmetik  hat  bekannt- 
Bcb  eine  succesmve  Enveiterung  des  Zahlengebietes  nutbig  ge- 
■acht  ond  xirar  in  der  Absicht,  nm  Operationen,  die  unter  Um« 
standen  anansführbar  seinwiirden,  qnter  allen  Umstnudcn  liowcrk- 
«^telli^en  zu  kOnoen.    So  ist  x.  R. ,  tvenn  %vir  die  natürliche  Zah- 

lenrt»ihe  1,  ^.  '?         als  dns  iirs|irun*rlirho  IVIatorial  der  Aritlinietik 

tnsrhcn,  scliim  die  ^Slli)tral'tion  eine  nicht  iauuer  luöirliche  Ope« 
tatiun;  denn  bei  dem  Ver$$uchc  5  von  3  abzuziehen  (vun  3  uns 
6  Schritte  rückwärts  zu  geben)  wfirde  man  auM  der  obigen  Zah- 
ieneHie  herauakenuncn,  und  mitbin  ist  3— 5  eine  relativ  nnrnnir- 
liehe  Zahl,  vieH  eS  eben  unmöglich  iat,  sie  in  jener  Zahlenreihe 
aufzufinden.  Diese  Unmöglichkeit  verschwindet  bei  einer  Erwei* 
ternrTi;  des  Zahlei)2:td)tf*tos  um  die  neirativeii  pranzen  Zahlen.  Aehn- 
in  lio  Betrachtunijeii  tüliren  auf  die  neuen  Erweitenmjren  durch 
Bruche  und  Irrutionalzablen,  welche  zur  Interpolation  der  Reihe 

—3,  —9,  — 1#  0,  +lf  +2f  4*3, .... 

(Uenen.  Ausser  dieser  lon^itudlnalen  Fru  piterunj;  des  Zahlen- 
gebietes ist  aber  auch  eine  laterale  Em eiteriin<;  eiugetreten  und 
zwar  durch  die  Entdeckung  der  imaginären  Zahlen,  welche  in  Be- 
gehung auf  das  Zahlengeniet  ~  oo  bis  -f  oe  relativ  eben  so  un- 
mOf^lich  sind  wie  eine  negative  Zahl  bezüglich  der  Zahlenreihe  0 
bis  -f  Qc.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  oh  sich  mit  dieser  Zahlen- 
Gattung  das  (üehict  der  Zahlen  schliesst,  oder  oh  es  noch  weitere 
Beoe  Zablen^attungeu  ffipf»t.  dnfcb  welche  das  Zahle fiirebiet  fer- 
nere DiincnsinTien  erhalteii  Munle  Es  Ist  nicht  schwer,  den  \Neg 
anzudeuten,  aul  uelcheui  niua  iortgeben  muss,  tveun  man  der* 
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gleichen  neue  Regionen  zu  entdecken  hoflen_w^ill:  erinnert  man 
sich  nämlich,  das»  tlie  Einheiten  -1  und  V  ~1  als  Wurzeln  der 
Gleirhuntrrn  1  f  r— 0,  1  ^  a**— 0  ansrpsehen  werden  diirfe»,  so 
erhellt  auf  der  Sfolle.  diiss  es  i\ur  darauf  anlcommen  wurde,  eine 
Gleichung  von  der  Form  i  ■{  f{a:)—0  xu  findenl,  welche  kei^e 
Wurzel  von  der  l  orui  r^a  +  ^V^  besSsse;  denn  hie«ge  /  die 
Wurzel  jener  GJeichiinc,  so  wäre  eben  diese  durch  die  Gleichung 
/(/)=--l  defioirte  Grösse  nicht  indem  bisherigen  Zahlensehiete 
(dem  der  complexen  Zahlen)  enthalten  und  gehörte  demnach  einer 
neuen  Zahlengattung  an.  Man  weiss  nun  im  Voraus  dass  f (x) 
keine  alirebraische  Funrtion  sein  darf,  weil  schau  Ijpwiesen  ist, 
dass  jede  alirobraische  iileirhunsj  durch  conijdexe  Zahlen  aufge- 
löst werden  kann,  un«l  es  bleibt  daher  nur  übrig  sich  im  Gebiete 
der  tran^scendenten  Functionen  uroxiisehen.  Ich  wiH  nun  seigen, 
dasa  wenn 

III         1  . 

seseUl  wird,  die  Gleichung  l+/'(^)=0  oder  /*(jr)=— 1  kcüoe 
Wurzel  von  der  Form  a  +  öi  (wo  t=  V  —1)  besitzt 

I.  Bescbrlfnken  wir  uns  vorerst  auf  reelle  Werthe  von  x,  so 
sind  drei  Fälle  möglich,  nämlich  x>0,  x=0  und  a?<a  Für  *>0, 
d.  h.  fär  ein  positives  x,  bieibt  nun  aber  immer 

1  • 

wie  man  sogleich  ersieht»  wenn  f(x)  unter  der  Feim 

/'(^)=i(STr)  +  (^+2^+5)  +  

dargestellt  wird,   und  daher  ist  die  Gleichung  — 1  fdr  sie 

uuöitives  X  offenbar  nicht  zu  erfüllen.  Eben  so  wenig  kann 
eine  Wurzel  derselben  sein,  weil  f{0)=oo  also  nicht  —    1  wird. 
So  bleibt  denn  nur  die  Muglichkcit  übrig,  dass  eine  iie|pitiTe  Zahl, 
-^1  etwa,  der  Gieichuog  genägte,  so  dass  liir  zsz^l  die  Be* 
Ziehung 

T:iTf  iw+l        4  + 2m+2  * 

statt  finden  mOsste.  Man  ubersieht  auf  der  Stelle ,  dass  |  hier 
keine  ganze  Zahl  sein  darf,  weil  sonst  ein  Glied  der  RAe  m* 
endlich  werden  wflrd»,  und  dass  folglich. nur  ein  zwischen  swd 
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Zablen  (etvva  m  und  7n-fl)  fallendes  |  der  Gleichung  ge- 
konnte.   SefzPTi  wir  daher  ^— m^-^.  ^vo  p  eineo  positiven 
ächten  Bruch  bezeichoet   Die  Uleicbuug  2)  geht  daiiD  in  die  foi^ 
geode  über: 

1     ■      1  .  (-!)■  .  (-1)»+' 

.  (-!)->'  .  (-1)-+'  .        .  (-!)•- 


Multiplicirt  man  beider.seiU  mit  ( — 1)"»  +  i  und  nininif  darauf  die» 
jenis^n  Glieder  zusammen  ,  deren  ISenner  nur  in  dem  Vorzeicbeil 
%on  ^  differireo,  so  ergiebt  sieb  auf  der  Stelle 

Hier  mdeaen  wir  imterBclieid«D>  ol^  m  gerade  oder  ungerade  ist; 

] 

in  «rsteren  Falle  transpofilren  wir—  auf  die  rechte  Seite  und 

♦  ^ 

idireibea  felgeodermaj^ben: 

9  Q 

l>ie*.e  ()ilei<  liurin;  enthält  ahor  einen  offenbaren  Widerspruch  in 
Uc\ti  «äiuuitiiche  auf  der  liukeii  6cite  iu  Klammern  eiugei»cbiusi- . 
ieae  Dlierensen  sind  nlmlieh  pe^tlve  GrOeeen,  und  mitbin  ist 
Hieb  der  Geeanimt«verth^der  linken  Seite  positiv;  dagegen  ist  die 
rechts  voricomniende  Differenz  ^—1  negativ,  weil  ^  einen  ächten 
Bmcb  beseichnete.  Daher  kann  die  Zahl  m  keine  gerode  Zahl 
•eia. 

» 

F&r  ein  ungerades  m  stellen  wir  die  Gleichung  3)  io  folgender 
Ftfnn 
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Hier  sind  wieder  alle  auf  der  linken  Sote  vorkommenden  Difle» 
roiizen  positiv  und  überhaupt  dpr  Gesamnif^vprth  Mpr  Itnkpn  Seite 
positiv,  ivährend  recht«  eine  negative  Zahl  8teht.  Ua  steh  dies» 
widerspricht,  so  folgt,  dass  m  auch  keine  ungerade  Zahl  sein 
kann.  —  Fassen  wir  nun  alles  bisherige  zusammen,  so  ergiebl 
sich,  4uB  die  GMtthung  /'(a:)=3— 1  keine  reefle  AaflOstmg 
besitst 

n.  Wir  hahen  nun  noch  zu  untersuchen .  oh  (Up  romplexp 
Zahl  x  =  a^bi  eii^e  Wurzel  nnsei'er  Gleichung  &>ein  kunnle.  Da 
fiberbanpt 

ist,  so  hat  raau  uumiUelbar 


"•"*LaH6«~"(a  +  l)«+6*"^  (a  +  2)«  +  6«"^-J 

und  wenn  diese  =—1  sein  eoll,  so  likOtoen  gleichseitig  die  Glei* 
chmigen 

statt  flndcn.  Die  zweite  Keihe  couvergirt  niin  immer  und  ihre 
Summe  ist 


dagegen 


b  b 


also  im  AHuf^tucInen  eine  von  Null  ^  erschn^flpnc  fiKisse.  Nur  in 
iwei  Fällen  Üesse  sich  die  Gleichung  5)  eriüiieu,  wenn  nämlich 
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fil»«4er  IcsO  od«?  ««so»  wSre;  uker  in  beito  Fitteft  Iwtolit 
die  GiMcbung  4)  nicht  FCr  6=0  IdUne  van  iiioiiek  tof 

M^a-^l^  Ä  +  a"  ^* 

zurück,  Wim  iür  reeüe  a  (und  nur  solche  werden  betrachtet)  ein 
Widerspruch  ist,  wie  wir  aus  I.  wissen;  im  svreiteo  Falle  a=:oc 
diKegen  wfirde  die  Gleichung  4)  in  0=s— 1  ilhergeheo»  was  sich 
ahenuals  widerspricht  Die  Gleichungen  4)  und  5)  kOoneo  daher 
mcbt  zukammen  bestehen,  d.  h.  es  giebt  l^eioe  reellen  a  und  6, 
liir  welche  /Y'^/ f - 1  werden  könnte.  Hiermit  isjt  denn  der 
r^achweis  geiielert,  duö6  die  transscendente  Gleichung 

1    »  +J_^  1 


keiue  Wurzel  von  complexer  Form  besltst   Es  lassen  sich  an  " 

diese  Tbatsa<he  Tjoeb  mancherlei  Consequenzen  anknt'lpfeii,  die, 
nio  es  sdu  int,  nicht  ohne  Interesse  und  Brauchbarkeit  sind«  J4a- 

%uu  eiu  ander  Mal. 


Vel»»  Sie  liSlieren  DifferMwial- 

quotlenten  der  Tangente. 

Von  dem 

Heim  Frofawor  Dr.  O.' SehlSmilch 

an  der  UniTertit^  zu  Jena. 


Obgleicb  man  die  höheren  DifferenzialquotientMi  der  Tangente 
•chon  auf  mehrere  versdiiedene  Weisen  entwickelt  hat,  so  ist 

doch  vielleicht  die  nachstehende  Ableitung  derselben  nicht  flber- 
flüKsip,  weil  sie  auf  einem  sehr  einfachen  Verfahren  beruht,  wel- 
ches de»  Resultaten  eine  besondere  Elegana  verleibt  Bezeichnen 
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wir  ifbcrhaupt  den  mteo  Diffeienzlal^aotleoteD  einer  FanetiMi 
fp(x)  mit  D^^{x),  00  iet 


ferner: 

Ä2tanjc(tan«jr+1) 
SS  2  tan'^f    2  tao . 

Welter  bat  nan 

l>*taD«s=9  .dtan^i»  /Dtan  ^  -|-  91>taiix 

=(2.atan2a?  +  2)  ^  taoa; , 

und  wenn  dir  Dtana:  wieder  isui!^a-i-l  gesetzt  wird: 

■ 

* 

Eine  ooclimalige  Differenziation  giebt 

tsiux  =  6.4tari3^.  Diana;  +  SMt&nx.DisMX 
r=  (6.4tan3;i;4.&2tanar)(tan»a;  + 

■ 

d.  i. 

/Htan^r  s  24tao*x-f  40taa*j;-f- 16taiu7. 

Man  sieht  auf  der  Stelle  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen 
lässt  und  zwar  mit  einer  Leicbtit^keit,  die  wohl  bei  keiner  ande- 
ren £ntirickeiangeweise  aaxatreten  sein  dOrfte*  Ueberhaupt  ift 

I)  *  D^tanx 

m  mm 


wobei  die  mit  E  bezeichneten  Koeffizienten  blosse  Zahlen  sind. 
Eine  Recursionstormel  liir  dieiselbcn  ergiebt  sich  leicht, 
man  die  Gleichung  1)  noch  einmal  diflferenzirt  und  die  so  ent* 
etan«)eoe  neue  Gleichung  mit  derjenigen  zusammeebfilt,  in  welche 
die  ebice  überseht,  eo&ld  man  m-fl  an  die  Stelle  res  m  tratee 
llist  Man  findet  so  erstlich 
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(m+l)£i,tan«a?+(m--l)£itoii«-«ari^(m-^J)/j4tau«--^aJ+.*J 

aadererseite,  wenn  man  wi-i-l  für  m  setzt»  aus  der  Ivleichuug  1): 

/>"+*tan« 

=£o  tan^+^ar  +  Aji  tau-^t  +  JK^  tan""~*«+  


Bez(  i<  hiiet  man  mit  k  eine  gerade  Zahl,  und  verdeicht  bei- 
derseits die  hkoefüzieDten  yon  i&ii*^"^-^* j: ,  so  ergieut  sich  die 
Recureionsfonnel 

mit  derpn  Htlife  sich  eine  Tafei  der  KoeHizienten  E  leicht  berech- 
nen lasseu  würde. 

Ehie  iodependente  Bestimniune  der  fraglichen  Koeffizienten 
or [liebt  sich  auf  folgendem  Wege.  In  meiner  Differensialreehmnig 
iid  &  las.  Formel  (1)  wid  (2)  geaei^,  das«  för  ein  ungerade«  m 

(-l)l("-*)l>-tan* 
,  coKwfl)^      "  ceanu;       "  coa(m->l)^ 

liir  ein  gerades  m 

(  — l)4«/>»taDj; 

7      gin(fii  -j-  l)x  sinwu:  ^  sin(m  — 

coe"+*a?  +  ^  •^«-i  €4W^-»j: 

iet,         die  mit  /  beaeicbneten  Gruaeen  mitteilt  der  Formel 
3)  J,=(|»-.l)D|»^li-«i(p-iy 

berechnet  werden;  verwandelt  man  nun  die  einzelnen  Glieder  der 
eben  citKrten  DifCeieniialformeln  in  Reihen»,  taideni  man  die  behmn« 
,ftm  Fofineln 
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tana: taii3j;-|-9»  tao*  4: 

benutzt,  und  briiiirt  man  endJicb  die  ho  entstehenden  CleicUmieeii 
auf  die  Form  der  Gleichung  1)»  so  ündet  man  ohne  iMuhe 

4)  1*  =  ( - 1 )  i  *  [  ( w  + 1 )  Ji-f  I  -2^1«*- 1  Jm  +  2«(iii-l)ft-  «Zü-C 

wo  da«  Bildungsgesetz  unmittelbar  klar  ist 

So  wie  die  Gleichun^  1)  in  Worte  uberset/t  die  Atifirnbe  ent- 
hSlt,  die  höheren  Differenziabjuotienteii  der  'J'angeiite  liurrb  die 
Potenzen  der  Tani^ente  auszudrücken,  so  kann  man  auch  die  iim- 
eekehrte  Anl!jal>e  .stellen:  die  Poteuzeii  der  Tangente  durch  die 
Differenzialquotienten  der  letzteren  auanidriiekeii.  DtOss  gieM 
folgende  Icleioe  KeckRuag.  ZnnScbat  bat  roa«  wegen  JOUms 
ssUaflx-^l  umgekehrt 

m 

taD*j:=i^t|«J«— 1, 

folglich  durch  Differenziatioo 

^  ton  x(t»ii*^+ l)8=:/^*tanir ; 

«ad  hieraua 

1 

tan'^B  ^ tan  «t;    tau  j- . 

Wiederholte  DiCereikziatioii  giabt  hier 

3tan«j:(taB*jr+l)— 5  ^hm«. 


oder 


tan^^v-f  Uui^a?=^  Z>*  tanu;  —  ^-XManx, 


und  wenn  man  die  fflr  tan*;r  gefundene  Gleichung  daron  alnieht: 

1  4 
tan^jrn:  ^  />'tasdr  -  j  Z)taa«-fl . 

Differmuirl  man  anfa  Neue«  ao  kommt 

1  4 

4tan  U  (tan*j:  f  1)  —  j £>*tan^~  j  0*tatt x 
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% 

I 


tan*  +  tan'arss^X^^tanar—  ^  LlHtM  x , 


und  hieraus  fKesst  durch  SobfavcttMi  dMr  för  tan'd;  fefioKleiiMi 

1  6 
tan^o:—  24  — "J  />*taBa?+fainx, 

Uan  Abenieht  auf  der  Stelle  don  weiteren  Fortgang  dieser  Rech- 
niiDg  und  zugleich  da«  Iseaeta*  welches  sich  dann  ansspricbt; 
mtmtk  hat  D&mUch 

=  Ä,l>"-»tanar— •t»nir+ j5r»l>»-»ta»ar—  

und  diese  Formel  ist  ultt^emein  rirfitr^'-.  wenn  man  y>*tafij:=tanar, 
/^^^tanj-rr: l  ^etzt,  wie  sich  aus  der  Verffleichnng  mit  den  h\s- 
herisieii  speziellen  Fallen  er^ielit.  —  Um  eine  Hecumionstormei 
für  die  mit  U  liezeicbneten  KoelÜ^i etilen  i^u  erhaiieu,  (liffereiwen 
wir  die  Gi^hnng  5);  es  wird  dann 


mta«^-^«(tan%-fl) 

■i  fn  m 

oder 

tan*+ +  tan^ *  « 

1     m  1.    *>  I 

ss-Jigi^  tanx—  -■if.i>"-'«tan«-|--;//^       *  tau 

M  fn  m  " 


Schafft  man  tan"'-^ar  auf  die  rechte  Seite  und  bildet  darauf 
die  Heihcn  für  tan^  +  ^ar  und  t:\n'"~^a:  nach  der  Analof^ie  der 
Gleichung  5),  so  findet  man  durch  KoeflixienteiiTergleichuug  die 
Reeursionsformel 

worin  A-  pitip  imccrride  Zahl  hr vom  linet.  E\nf*  independento  For- 
mel jiir  die  Koetlizienten  /f  1»;i1k:  idi  nnrli  nicht  entdecken  ktio- 
nei»;  die  Aehidichkeit  der  Gleichung  0)  mit  der  Reeursionsformel 
für  die  FakuUatencoeflizienten  *)  lä<»st  übrigens  verniulhcMi ,  dasb 
das  Bttdungsgesetz  jener  Keeflimotea  inaient  ▼erwickelt  ist 


^  8etit  mwa,  aimlich 


m  ]  m 
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vorhin  niisjjefubrte  successive  Berechnung  von  tan*.r, 
tau^x,  tan^^r,...  mit  Hülfe  der  hTiheren  Differenzialquotienten  von 
tanj?  ist  noch  in  so  ff»rn  von  \  ortheil,  al«  man  leicht  dit^  iiuehd- 
lichen  Reihen  für  tiie  Puteuzeu  der  Taiigeufc  dadurch  erhälL  Man 

hu  näntfcb  fiir  ein  swMob«B  ~^i944>^  liegendes  x 

4 

2«(2«-l)  „      .  2^—1)  „    _  .  2«(2«-l)  _   .  . 

1.2       +  L2.3.4  ^     +  -i:2:.6"^«**+ 

eder 

7)  •>»«=*^3^  +xä^^^äl6^^^6  *  +•"» 
folglich  durch  Differenziation  und  nachherige Sabtractioo  der  Einheit: 

8)  tan=*,*.=a:^  + 1  -^^^  +  Iß  +      .  . 

ferner  durch  OifTerenzintion,  DivtsioD  mit  2  uud  nachberige  Sab- 
tractioD  der  Gleichung  7): 

231 

■ 

weiter  durch  Differenisitttion!»  Divielon  mil  3  und  ^Sab^nectioii  dec 
Gleichung  8): 

4 

4 

wae  sieh  leicht  geeeg  forteetcen  Ilset  ■ 


•o  verwiiadeU  «ick  die  GleicbiiAg  6)  iu  die.  folgend« 
All«  der  Gleicbong 


leitet  man  dagegen  eehr  leiclit  die  Recaniooefortiiel - 

mf  1      m  fit  '  '  ■  •         '        .  ' 

«b,  welche  mit  der  vorigen  für  G  die  aufTallendstü  AeliiiHchkeit  hni. 
Die  Koeffisieoten  H  bilden  dulicj  j^ewiMermavten  FakaUäteDcoefifisicBte« 
einer  höheren  (zweiten)  Ordnuog. 
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Wir  wollen  von  diesen  Fonnehi  noch  eine  Anwendung  zeigen. 
Es   sei  f{z)  eifie  Function,  welche  sich  für  alle  innerhalb  citics 

Sewissen  lutervailes  z=0  biaz=:{;  entbalteiieo  x  in  eiueKeibe  von 
er  Form 

▼•fwandeiu  liMt^  so  mi  för  £>tfnar>0: 

'  1  1 

oad  wenn  die  Bedingung  ^flp>#>  — der  o1»igen  Bedingung 

nicht  widerspricht,  so  kann  man  für  tan ^,  taa^^,  taii^or,  etc.  ihre 
Wertfae  ane  den  ftleicbungen  7}«  8),  Ü)  e(c*  enbetitulren  nnd  da* 
dvrch  die  Mge  ^leieliang  in  eine  andere  von  der  Fem 


«MetBen.  HIeiana  folgt  weiter 


1  1 


oder  fär  op^Arctaot: 


s=  j-OoArctanz    ^ajt  Arc^tans-f^otArc'tanz^ 


woTO»  man  5iler  Gebranch  machen  kann    So  ist  x.  B. 

co»(r  tanar)  =  1  1-  ^ —  + 


"I*  2^r''  ^.T"*  -|-  ^  J?^ -j*  j 
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lind  flie^ü  yiih  liir  alle  j:  von  jr= — ^  bi«ar=2  '  weiter 


und  lür  u:=Arctan:: 


/cos  rz 
1+^ 


Diese  Reilieiieiifwicketang  hat  nicht  no^eblieheii  Vor- 
tbeil»  fär  alle  t  von        od  lila  zss-l-ce  xn  gelten,  denn  erst  weao 

2=  00  geivordeii  ist ,  hat  den  grussten  Werth  (nSnlich  uj^^)  er- 
reicht» den  es  überhaupt  anue!imen  darC 

Nicht  mloder  leldbt  wfirde  es  «ein,  ganz  IlmUcbe  Reihen  Ar 
die  Integrale 


I  y^wn  (rtan  ar)  #tc  und ^ 

oder 

/.sinn  ,  '      t  t^' 

zu  entwickeln,  was  nun  keiner  weiteren  Auaeinauderaetzung  mehr 
bedarf. 
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JSotik  ein  Wort  fiber  die  Fuss'sche 

Von  dem 

Hmth  Dr.  Aagast  Wiegand, 

Ob«rlehr«r     der  Reiltdtol«  in  Hall«. 


In  dem  1.  Hefte  des  1'2.  Thcrls  tl  Archivs  env.'ihiit  Hr.  Prof. 
Anlief  S.  41.  nine  Fflip^e,  über  welche  Fus«  eifip  Abhandhing 
uriter  dem  Titel:  „O h^er vationes  circa  ellipMin  nuaiidam 
Dror^ufi  «ingularem'% i^eschrieben  habe.  Es  nar  mir  ttiteresfiant 
oieMit^ElifMe  wl«d«r  safradea,  deren  Untersochnng  ich  xuid  Gegen« 
•tande  de«  Osterprofi;|niiilHie8  liiesiger  Realschule  vom  Jabre  1846» 
mtOrlich  ohne  die  Existen?.  der  Fuss'achen  Abhaiidliini»  jsa  ahnen, 
gemacht  hr\tte  Da  der  Cefienstand  rinni;il  zur  SprnruV.  ji^ebracht 
worden  iist  und  sich  namentlich  recht  wohl  zur  UtliunL^  fiir  An- 
tanger  eignet,  so  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  darüber 
Mab:  finden. 

Die  EntstehunjT  der  Curve  habe  ich  alljfemrinnr  nufj^efasst 
als  FiiKS,  und  i^Ci^ant:  ,.\Venn  man  die  Absciss^Mi  eines  Kreises, 
deji^eii  iileiclinnij;  .r^-^tf'^=r^  ist,  um  da«  ti  lache  der  zuge^ 
bürigea  Ordiaatea  vermehrt ,  j$o  i^t 

die  Gleicliang  eiiMW  Ellipse  etc.,  ffÜhrend  Fns«  «Ich  ndt  der  ein* 
miiigen  Abtragung  begnügt. 

Ut  a  der  Neigungswinkel  der  grossen  Axe  gegen  die  Absciecie, 
M  ist 
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alao  für  ii=l: 

Die  Ordinato  des  Hatiptaxenendpunktes  ist  demnach  das  ^rSs* 
9m  Stfick  der  naeh  d«iii  goldeneo  iScbnitte  getbeiitea  AlMKimt 

Die  allgemaioen  Wertlie  Ittr  die  Halbazoi  elnd 

^  2r 

Betraehtet  man  n  ab  yeränderliciiy  ao  dröckt  die  Gleicsliimg 

eine  voeadlicbe  Ansaht  von  EUijiaen  .ans»  deien  Hanptese^ 

endpunkte  (und  auch,  da  die  Hanptaxe  für  ein  negatives  n  io  die 
Nebenaxe  umschlägt,  ?(ebenaxenendpimkte)  eine  Cum  imn  geo- 
metriachen  Orte  liaben,  deren  Gieicming 

r 

ist  Dieselbe  tbeilt  die  Kretsueripkerie  in.  vier  gleiche  Theiie  md 
hat  die  an  die  Endpunkte  Jes  auf  der  CMIoatenaze  liegenden 

KreisdurchmesMors  i^ezorrenef»  Tan«,'enten  zu  Asymptoten.  Sie 
berührt  und  üchueidet  /.uifteich  (ii<;  Ordinateimxc.  ihr  asymptoti- 
scher Ruuni  Ut  ~i^7t,  also  i^Ieieii  dem  Erseuguu^kreise  und 
gleit  1»  Inhalte  ricr  Ellipse  lür    — 1. 

Der  u<MMiietri«cbe  Ort  der  Brennpunkte  hii^egen  tat  eine  Corve» 
deren  Gleichung 

ist.    Sie  hat  natilffich  dieselljen  Asymptoten.    f>er  Dorrh«ichnitf?5- 

fumkt  dieser  C'urve  mit  (ii  in  Er/.tMiffiin<4skreist»  hrrt  die  mittlere 
^roporfiwale  zwischen  dem  Kreishatbmesser  und  der  Seite  geine« 
eingeschriebeneu  Zcboecks  zur  Abscisse.  Die  Tangehten  im  Ao* 
fangspunkte  der  Coordiaaten  an  beide  Zvreige  der  Corve  bilden 
mit  der  Abaciaaeoaze  Winkel  von  4S^, 

Der  asymptotische  Ranm  dieser  Cnrve  iai  =4r^,  also  gleich 
dem  Quadrate  Gber  dem  Doichmeauer  dea.  Eraeugungakfelaea. 
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II 


/ ... 


> 

^^ 


Veber  die  Oleichsewfclitslase  einer 
Hagrnetnadel ,  die  unter  dem  !E!liiflii§§e 
^es  MagneteM  fitelitf  and  lilier  msktsr 

petteche  C^iirven« 


♦ » 


Ton  dem 


HefffiL  Doctor  J.  Dienger, 

Mmr  der  MsdiMBKlik  waA  FImilc  an  der  Mhoran  Biffertchala  m 

SlaaVeim  M  Haidalbar«. 


Auf  der  Gernden  Ali  (  Taf.  VIT.  Fig.  8.)  nehme  nmo  zwei  Punkte  iV 
and  S  an,  ziehe  um  dicselljeri  mit  dem  beliebigen  Hai  UiDe.sser  a Kreise; 
errichte  in  einem  Punkte  P  der  Linie  eine  ^)eni;recbte,  welche 
dia  beiden  Kreise  in  W  und  V  trifft;  ziehe  sodann  von  den  Mit* 
lllpi«lci«ii.&«ad  iV.nach  de«  Ptinklenl.  IF  nad  .vFfeeade  Liiäen, 
die  aidi  im  Puatkte  K  :acltteidbii.  Mao  atU  m»  dieilja»  des 
Pto%lae  K  keirtuiiiiieD.  ...  i  • 

'  Vdii  halblh»  8N\n  ilf» 'nähme  jlf  'ml8Atifangs{|unkt  der  Coor- 
jEaaten,  jlfiV  als  poaitive  Seite  der  Axe  der  eine  Senkrecht^ 
In  üf ,  die  nach  oben  gerichtet  ist,  al<j  positive  .Seite  der  Axe  der 
y,  and  sei  MN^L»  MP^i^bi  ao  Ut  clie  Gieichoiig  dea  Kreiaea 

^^^^ 


dia  das  Kralaea  um '  8*, 


1 1 


i  I 


«  • 


I  C1- 


.{x  +  L)^ + = . 
Die  Gleichung  der  PV  M 


(1) 


(2) 


(3) 


Di«  Uuie  (3)  trifft  den  Kreis  (1)  im  Punkte  V,  dessen  Coaidi- 
Mtao  idnd:  -r 


TMI  m 
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a 

b.  db  V  o»— (6-/-)*, 

wo  das  untere  Zeichen  für  einen  ähnlichen  Puajrt 
AB  gilt.  Dieselbe  Linie  tritt  den  Ktete  (2)  io  dem  Pankte  W, 
dessen  Coordinateo  sind: 

Die  Gleichung  der  Linie  iVF  ist: 


-r,»t"  ...  '    •  •  ^ 

Diese  zwei  Linien  (4)  und  (5)  treffen  sich  im  Punkte  K,  des- 
sen Coordinaten  aUo  sind: 

LS/ a^^ib\-L)^  .  LW^(b^Lf 

Sf  — —  ■    - 


—  Ä+zr 


.    .  h^l  b^L 

Elihiinlrt  man  z\<-ischftn  diesen  Gleichungen  dfeGrG6se6,  so  erhilt 
man  dVe  Gleichung  der  Corve,  in  der  alle  auf  ähnliche  Weise  gefun- 
dene Punkte  K  liegen,  welche  Curve  magnetische  CurTS  g©« 
napnt  werden  mügc>  ans  einem  Grunde ,  der  bald  angegebep^we^ 
jdien  whrd. 

'  Aas  der  ersten  Gleichung  (6)  fol^t  Eunächst: 


«*•  II  * 

\  ■ 


.  v 


(6  +  L)  V  a»-  (6-1,)«=  (b-L)  Va«-(6+X,)».  -£ j 

setzt  man  diess  in  die  siveite»  so  erhält  nach  eisigen  leich- 
ten Redttctionen:  *  •  <.  ■• 


(7, 

Eben  so  folgt  ans  der  ersten  (Sleichnng  in  (6): 
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and  weno  man  ^äi^ss  wieder  in  die  zweite  setzt  und  reduzirt: 

Zieht  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  von  einander  ab,  so  er- 
hält man  endlich : 

weiches  nun  die  Gleichung  der  gesuchten  magnetischen  Curve  ist 


Diese  Gleichung  kann  man  auch  schreibend*  ♦♦'•♦»  M. 


•  1  •  j  >» 


und  sie  wird  hefriedii^t  durch  **y1=  0*^  lind  :r  =  i  jL  ,  so 
daj»s  die  magnetische  Curve  durch  die  Punkte  N  und  geht. 
Da  mit  dem  \Verthc  von  «  auch  die  Curve  sich  ändert,  so  jjiebt 
es  unendlich  viele  magnetische  Curven,  die  alle  durch  iV  und  *S  ^e- 
hen ,  so  dass  NS  als  eine  Art  gemeinschaftlicher  Axe  auftritt. 
Setzt  mau  a  =  ac,  so  ist  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve: 

 x^-L  x—L 

d.  h. 


{x-\^L)y  =  ±{x  —  L)y,  u 

irelche  Gleichung  für  ^  =  0  allgemein  befriedigt  «vird,  so  dass  die 
magnetischen  Corven  für  ein  unendliches  ti  zur  Axe  der  x  werden. 

'^Da  die  Gleichung  (0)  unverändert  bleibt,  wenn  man  — ♦/  statt 
y,  oder  — x  statt  x  setzt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Curve  durch 
die  Coordinatenaxen  in  vier  congroente  Theile  getheilt  wird.  Für 
X  =  +  X»    erhält    man   übrigens    ausser    y  —       auch    noch  y 

—  ^ST a*— 4L*;  so  dass,  wenn  a>l2Z.,  dem  Werthe  xz=z^L 
zwei  Punkte  (resp.  8)  der  Ciurve  ent«i|>reclien.  Für  j:=0  erhält 
mao  y=i^\f  — JL*,  so  dass  immer  a>L  sein  muss,  was  man 
auch  aus  der  Art  der  Entstehung  der  Curve  begreifen  >»ird. 

Eine  andere  merkwürdige  Eigenschaft  jeder  magnetischen 
Curve  besteht  auch  darin,  dass  di<*  Differenz  der  Cosinus  der 
Winkel,  weiche  zwei  von  einem  Punkte  der  Curre  nach  den 
Polen  N  und  ^>  gezogene  Gerade  mit  der  Axe  der  x  machen, 
constant  ist.        ^i-,  ^    ,  ^  l-»  w  i  .  * 

Heisst  nämlich  der  Winket  KISB^tp,  KSBz=z(p',  so  ist 

21' 


L/iyuizuü  by  GoOglc 


vrorait8,  nach  (0):  -t.\ 

ueUjbe  Gleichuog  den  genannten  8at£  eatliäU.       .  * 

.  WeoQ  die  Liofe  iVS' und  \iiiMerhäfb  ihrMiieend  ein  Punkt  im 

sprechende  niagnctisrne  Curve  ziehen.  Man  le*;e  nämlich  durch 
ISS  und  jenen  Punkt  eine  Ebene,  nehme  die  €oordiflate«a]^*h  wie 
oben,  un(i  »^eieu  c,  d  die  Aböct^seu  des  traulichen  Punktes  in  der 
Ebene,  u eiche  nun  Eb^ne  dei;  lai^  ßi>  jiudet  sich  der  Halb« 
mefiser  a  nach  iler^  FWi*el:     "     «  ,i 

00  dftss  dft^'Gleicbting  der  ttagnetischen  Cum».  Ut: . 

Da  der  Halbmefider-»aii8  (11)  bekankt  lat^cse  hat  die  Veraeiek- 
Duag  avch  keine  Schwierigkeit;  ea  iat  nfttniich:  ^.  , 

(C+X)  V  (C— -  (C^i.)  Vrf»+(C+ 


1 1 , 


•  •  »5  » 


Für.  cZ=0  ^nd  c=  J:L  wird  «  unl>e*stimmt ,  uic  sich  dies<j  von 
seihst  versteht,  da  alle  uiagnetUcheo  Curvea  durch  iV  upd  ^ 

,  Suclit  mau  au»  def  Glekbung  (9)  den  W«th^  von  w^»  stf  DO* 
fletlif-aich:  ;  ' 

"«y"  -  •  fffy+(^+^)'')«-(v''f(x-L)^)i]  ""7";-  ;*• 

Bildet  man  nun  die  Gleirhnn^  der  Tafi^ente  an  dlfe  Curve  im 
Punlkte  (.T,  3f),  und  sucht  <1lmi  i)iir(hschuitt«»ptiiikt  derseUieill  ttii^ 
der  Axü  der      so  bud«U  man  als  Absciase  des  letzteri;n:' 

....  \  .    I.  »• 

(y^  -f  (.r  +  L)')<  +  {y^  +  (  r  -  •  '  "'  '  ' 


t 
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Da,  wie  wir  bald  sehen  werden,  es  von  Wichtigkeit  ist.  die 
Tangente  an  eine  magnetische  Curre  ziehen  zu  können,  deren 
Axe  NS  ist,  so  kann  man  aus  dem  erhaltenen  KeMiitate  leicht 
folgende  Construction  ableiten,  wenn  man,  wi«  kurx-  vorher,  einen 
beliebigen  Punkt  im  Räume  annimmt,  in  dem  die  fragliche  Tan- 
gente gezogen  werden  soll. 

Nachdem  die  Ebene  der  xy  gelegt  und  die  Cuordinatenaxen, 
H^ie  angegeben,  gewählt  worden,  nehme  man  auf  der  Axe  der  a 
einen  Punkt,  dessen  Abscissc:  ^iT 

ziehe  von  diesem  an  den  ersten  eine  Gerade,  so  ist  dicb's  die  ver- 
langte Tangente.  .  .  ,  .  . 

Nach  diesen  vorläufigen  ßetraohtiin^en  wenden  wir  uns  nun 
zur  eigentlichen  Aufgabe,  nändich  der  c^er  Bestimmung  der  Lage 
einer  Magnetnadel,  welche  unter  der  Einwirkung  eines  Magneten 
steht,  vorausgesetzt,  die  Nadel  könne  sich  frei  um  ihren  Schwer- 
punkt bewegen.  ^^j,  „^„u|i.„f,rr)  '>ib  mm  nu.i  ImMJH 
iiuu         t         iit'il^  «loyisi^»^)  y.i\Aitu^\  n'd^jl  kZui  iin'I  naU 


Sei  inTaf.  VlI.Flg.  y.  iVS  ein  fester  Magnet,  dessen  Länge  ^^L,M 
seioe  Milte]  sei  ferner rw  eine  um  ihren  Mittelpunkt  6'bewegliche  Mag- 
netnadel, derei^Länge  =2/;  iV,  n  die  Nord-,  S,  g  die  Südenden. 
Man  lege  durch  JV,  S\  C  eine  Ebene ,  welche  als  Ebene  der  xy 
betrachtet  werde,  Axe  der  x  goho  durch  C,  parallel  mit  NS 
nnd  in  der  Richtung  \S,  die  Axe  dci"  y  »ei  gegen  NS  gerichtet, 
80  dass  C  der  Anfangsiiunkt  der  Coordinatcn  ist.  Nun  ist,  wenn 
ß,  Y  Winkel  sind,  welche  mit  den  Coordinatenaxen 
»weht,  die  Entfemung^b  .liihil  (<.I)  s?njjii-)isi.M»->nrT>  tu»  • 

''^  Ns=:  V  (a— /coso)*-»-(6-/cosi3)H(/cosy)»  =  p, 
'        Nn=z  V  (a— /^/cos a)'^  +  (6 +/ c^ft* + (/cosy)« = r ; 
S*=  V  (a  +  L-'/co8te)*  +  (6-/oos/J)H(^cosy)2:=^, , 
Sn=  V  (a+i.+/cüö tf)*  +  (Tf7cos/3)2-f  (/cosy)«=  ri ; 
'»^enn  o,  6  die  Coordmaten  des  Punkfes       smd.  ,  ,  . 

Ist  nun  A  die  Stärke  der  cegenseitigen  Anziehung  oder  Ab- 

Motisung  in  der  Einheit   der  Entfernung,    so   wirken  folgende 

Kräfte:  .    - 1   .  •  j 

I  .,4     '      ''I '  r»  •  iM  .1  .9  *i  »••.)u««it»Hi 

'  •^».'     doMifa  :.it.*u.i ni^«i<Hi  fUin/i  «tu  .d  b 

:)i»r  jiiitbHl/.    M-uH-  \\h<-'i  ftovil  i<i  »...  I  iii^*»ib 


L/iyuizuü  by  GoOglc 


A '  '  ' 

J)  auf  <  die  Krall  -f-^,  oacbiu/V»,  4erßu  Kidituai^  m\i  deo  Axeo 
Winkel  bildet,  derco  Co» aa V^ffit! , .  izf.^£^ u,»iSSt  g 

aof  t  die  Kmft  s>  tlffen  entmreqhende.Cos.ss«'-^  

II)  auf  fidielkrüfi  ""jj»  dcrcii  entsprecbeüde        =  • 

■  >    9 

auf  it  die  Kraft  H — dereo  entsprechende  Cee  — ■■     ^  > 

.  .  ...  '  •      wt     '  •  rj  • 

Bildet  man  nun  die  drei  Gfpirhun^n  des  Gleichgewichts  (lir 
den  Fall  eines  festen  Punktes  (Poinsot,  £  Immens.  116«)»  und 
reducirt,  so  sind  dieselben:  ^. 

/^cosy(l+I^i-.-l|)=a 

'         (1      1       1       1  )  ' 

Ans  der  ersten  GieichnDg  (15)  folgt,  da  /  «ai«  Jfkhimtk^ 

cosy=0, 

•der  »    ■       •    »    t    'T".  -  ---uY  '* 

Wim  die  letztere  Gleicbnns  richtig,  so  wäre  diet  zweite 

1         J  1  1 

wa^  unmöglich  ist,  da  ^,  r,  ^| ,  r|  positiv  sind.  Also  bat  (16) 
•Statty  d.  Ii.  die  Nadel  hegt  in  der  Ebene  durch  N,  S,  C*  Für 
diesen  Fall  ist  femer  cosjS=:sina.  Alsdann  ist: 


>  <  M  i    i  I 
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welche  Gleichnnir  f^en  Werth  von  a,  und  somit  die  Gleichgewichts- 
lage der  Nadel  bestimmt. 

Nehmen  wir  /  so  klein  an«  .däfis  man  seine  Länge  vernach- 
lässigen kann,  so  folgt  aus  (17): 

.c_  1_   1 


wodurch  a  gegeben  ist. 


(18) 


Man  verlebe  nun  die  CoordinatenaTon  parallel  mit  sich  selli.st 
Xd      nur  ändere  man  die  Richtuim  ihrer  positiven  Theile,  so  sind  a,  b 

i\T\u  die  Coordinaton  von  C,  vvfilirond  cc  dip  Kaije  der  Nadel 
«ngiebt.  Diese  Lage  bildet  nun  die  Tangente  uii  eine  Curve,  die 
durch  C  gebt,  und  deren  Differerizialgleichung  sich  üudet,  wepn 

mau  in  (18)  6=3^,  a=;r,  tgö=^  set^t,  no  das«  die  Differeu- 
zialgleichung  derselben: 

%  _      y{(yH(.r4-XP)»-(3^H(j— L)^n 

welche  Gleichung  genau  mit  (14)  übereinstimmt.  Die  Gleichung 
der  fragliclien  Curve  ist  also  (<J),  wenn  n  darin  eine  willkührÜche 
Constante  bedeutet.  Die  Curve  ist  also  die  durch  C  gehende  n» ag- 
il «tische  Curve,  deren  Axe  DfS  ist.  Construirt  man  also  auf 
die  in  §.  I.  angegebene  Weise  die  Tangente  im  Punkte  C  an  diese 
Curve,  so  giebt  diese  Tangente  die  Lage  der  Magnetnadel  an, 
immer  vorausgesetzt,  dass  die  LUnge  der  Slagnetnadel  verschwin- 
dend klein  s«i,... ,    .  .    ....  ,  .  .. 

Nimmt  man  also  die  Hypothese  eines  Erdmapneten  an,  »o 
kann  man  die  Ebene  des  magnetischen  Meridians  in  einem  Punkte 
der  Erde  leicht  finden.  Durch  die  beiden  Pole  des  Erdmagneten 
und  den  gegebenen  Punkt  denke  man  sich  eine  Ebene  gelegt, 
zeichne  in  derselben  im  negebeneu  Punkte  (§.  1.)  die  Tangente  an 
die  durch  denselben  Punkt  gehende  magnetische  Curve,  und  löge 
durcb  diese  Tangente  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  euie  Ebene, 
MO  ist  diese  die  Ebene  des  magnetis^.nen  Meridians.  U  .  '$ur>  .-»^tr 


L/iyuizuü  by  Google 


Ueberhaupt  Ist  man  nach  d«n  in  v).  1.  iie::ebf»non  Formeln  tni 
Staude,  die  Lage  einer  Uleuien  Magnetnadel  in  Bexu^aul  eiuen, 
auf  «inwlrkencIeD  Magnet  m.  fiiraao ,  in  weldim  Tookto  des 
Rani9e&'  um  den  Magnetj^n  ilifi  Nadel  aqe^bracbt  werde,  forattf» 
gesetsi«  dui      M  w'  ibten  Mlltelpantt  beweglich  Ist. 


Urel  niateiüelle  Pimlite»  die  Mif  etaMr 

Oeraden  liefen,  ziehen  8ich  an  nach 
den  nmg'ekehrten  dritten  Potenzen 
ihrer  SintfemiiByeD  ¥on  einandw« 

Von 

Herm  H.  Eggers, 

StnAlMBiee  der  Mtdienatilc  Betlia« 


Es  seien  auf  einer  feeten  Geraden  drei'  mit  den  Massen  m» 

m^,  tn^  behaftete  Punkte  gegf  b**n ,  welche  einander  anflehen  naA 
den  umgekehrten  Guben  ihrer  Kiitlei  [uiitixen  von  einander.  .  Maa 
seil  den  Ort  eines  jeden  als  Functiotj  der  Zeit  darstellen. 

Die  drei  roordinaten  dieser  drei  Punkte,  ^on  einem  Punicte 
auf  derselben  Geraden,  dessen  Coordiuate  uir  x  setzen  wollen, 
Bbserecboet«  seien  respect.  a:t,.x*,  Xni  So  dass  ihre  respectiven 
CnlfeniiiQgefi  vom  linfangspuiim  des  Cloordioattfiulyst^iAAl 

«  )  '        '  t.  »Mm* 

M-^Si,  X-^Xt,  S-i^SBk.-  •    ♦    I.   I.  • 

•  I.  ■  .  .  . 

Bestimmt  man  die  Anziehung  eines  jeden  Punktes  auf  die  beiden 
«M^v  se  »lebt  man,  das»  dieselheii  ^dnrch  |i«HI%lle BMtertnlli)- 

quotienten  derselben  Fnnetion  (i/)  rempeet.  Qaeh  JTg»  ds^  teg#- 
s teilt  werden,  we  m  felgenden  Wertb  hat:  • 


uiyiii 


zed  by  Google 


MS 

M---»    \    »iHll  Hlj^  WaWli  ( 

k^i-^a)»  ^  (^«-^.)*  ^  Cr,-^,)^!   ••  f;  j^^,  „ 

Im  miaUiliigig  von  d^r  Coordijiat^,«  ist. 
Die  DiffereDtiaigleichungen   der   Bewegung   sind  ^f}J{^f,9}^ 

.   .....  o'ix^a^i)     Ott  \     ,  -i 

mj  '1 1^  ■ '     ■     A-   )'         •         .  » »i.injiiil'» 

.ImIII*«     y..'  .     W  I     .  •  l  fifki,'   '    ll.'l.    M  .11.1  .«1  /!•  ll'Jl!"» 

0  ..  .—.aar./  i»- 

Von  den  mcIm  lDtegralgleidlhiiDj^*(9lese«)S(vstem  wolltn  wir  io 

4iMB  Coordinaten  nipr  swei  ableiten,  welche  der,  3atz  vo^  der 
H^ln^lg 'd^  ,I^Qbwerpnbkts  g'iebt.  Mit  Hülfe  dieäes  Integrals 
ktthneh  wir  dann  das  Systenr  Gleichungen  (2.)  in  awei  Dlffcrch- 
üaJgleichunc^en  mit  zwei  Variabein  translormiren  uDd  aus  diesen 
die  vier  noch  übrigen  Integrale  bestimmen. 

Wenn  mai  alle  .4ilei,lvlieichu9gcai  (i)  'a(ldirt*  ao  erhält  man 


tM   ^    *.     »,  • '  •    8tt   ,  3ii      Sil  ' . '      !!.•  •,  ::  .'] 

k4  -IM*'»:  «i»  •  •     I-     ST-'  Sii  '  §Ä~'^  '    -    •  •••I   {  .•  ••.i»i 

VI  tii'll  »,  »   1    •.  '.       I  .t ' 

ÜHMb;ilblglich  aiiah?  IMsr  ' »  »  '•«•  •'1 

woraus  durch  zweimalige  Integratfon-  folgende  beiden  Integrale 
«kalten  werden: 

8jr  da:^  „ 

.  •!    .  •  i  •  '.•         t"   '  .«'r' j  / 

mLv.  :i  r(  /  I  '  .  .         .  .s':iM, 

i!  , « j^mg + »1+»%)  -i^  +  »»i^  +  wy»ars  +  ''Jf*!  ^  a(  rf-  ^         4%  , . 

«v  •  imd  ^  die  ConstanteD  der  Integration  beaeiebnen. 

Ueber.  den  bis  jetzt  nocb  willkührlichen  Punkt  ar  wollen  wir 
non  80  verfiigenV  das«  er  der  ^Schwerpunkt  des  Systems  ist.  Das 
giebt  uns  zwischen  den  CoordinÄten  a:i,  ac^,        folgende  Be- 

'IpS^Pp*.  i.,:..;,,n."  «IM,     •      .Ii';  Ii  .'»1  •  y\ 

N^«»l 'Ti'yni  I •••••••••  ^  •  *\*'\ 

'•I    "i'»    •     t'     *  .«'  •il 

•0  dass 
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■ 

wird,  wo  *    '  ' 

bedeutet  .  i  t,.      •    •  , 

Die  Gleichung  (4.)  benutzen  wir  oun,  um  eiue  Variable  jlu 
eliminireo,  waa  daich  die  folcelkle',  Eiiler*«ebe»  SvlwIlliiltaM- 
schehen  kann 9  indem  wir  zvrei  neue  Variable  gi  und  ^  vamittM 
d  nachher  sii  beathmneDdeii  Cooatantett  ebfilhrea: 

«  ■ 

« 

Die  sechs  Constanten  Oi,  bi,  a^^  Im,  (^^  wollen  wir  zuqScbM 
so  ^Shl^n«  dass  di6  GleidhuDg  (4)  identisch  erflil|t  wird^  wasfol* 
gienda  zwä  BedibgODgagieichungen  gleht: 

Femer  wollen  wir  die  HestimiDune[en  treten,   dass  iu  deoi 
Intogrid  der  lebendigen  Kraft  idle.  IToeni^eRten  der  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten   einzeln  =1  werden  und  der  Coeffidaot  du 
Products  der  Gcschwindigkeiteii  veraclMtflndat».  ünAuuk.wkt 
folganda  drei  Bedingungen  erlangen: 


i"iat^-|-ina<ia^s-|*»>ias^=0«.....«....%'  '  "  ' 

Mit  flulfc  füpser  Bedingunpfs^Irichung^en^  lass(^n  sicTi  Ai«»  neuen 
V;ir*iabelri  Ic'n  tit  als  Functioneft  doi  alten  darstrllen ;  man  hat  nur 
nuiiiii^,  (las  8yslt'm  (üleicluni^eu  (0.)  der  Heilie  nach  mit  /niflp 
m^a^,  iihft^  2u  multi|>liciren  und  zu  addiren,  und  es  eben  bo  mit  m,bi, 

wjj^y  ni^b^  SU  iadcben  md  cfcM  nnC  lÜfi'Glelchmig  j^)  Mckf icbt 
IU  nehmen    Man  erhftit: 

j  >  •■•   i  ■ 

Um  nun  die  Differentialgleichung  (2.)  zu  transformiren,  macheu  »ir 
imiSehst  die  Bemerkung,  dass  aus  Gleicburig  (5.)  sich  ergiebt: 

jj|-=0,  folglich  das  System  (2.)  iu  dieses  übergeht; 
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, '  I.*  •  .       •   .  •••  •  ti 


Im 


Mn  hat  mm: 


Maltiplicirt  maW  mit  den  zur  Seite  stehenden  Factoreti  HtkA 
die  d^ei  -GleichoDgeii  ^deeraal,  oo  erhält  man: 


atl  dqi     Bn  dAm 


..  .  M  .  ,1 

!  Ii..    II  I 

•»  «... 


du        Bu         Bu  Bu 

A    ^  J^A   ^   IIA  ^ 


13. 


md 


ÜBNiplicIreii  wir  also  dfe  Gleichung  fll.)  resp.  mit  /ij, 
6p  6s,  6,  ood  addlren,  so  lat  die  Traaeformatlon  vollendet 
wir  erlmkea* 


» •  •  •  ^  I  "\ 


.  '1 


> .  t 


wo  die  AnsdrOcIc^  auf 'der  Itofien  ^He  telfmfe  der  Gleichane 
(10.)  hergeleitet  sind.  ^ 

Da«  Integral  der.  lehepdigea  Kraß  finden  wir  bekanutlich, 
»W^  wir  die  Gleichmi^  (la)  re^pectlTe  ii|lt  «nc^,^  multipll- 
ciwo  uod  addireo.        wVfalg^ndep;  ^   .      •  *  * 


2  V  a/  /     2  V  ö<  / 

Msltiplieireii  wie  .renket  i  von  den  Gleichungen  (13)  die  erste 
■it  «I»  die  aweite  mit  9,  and  addfaree,  eo  ergiebt  eich: 
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 15. 


Der  Ausdruck  r^U»  «i^Vt»  l»«M:*lip|IW»  WuuMitMi  Sitie  Aber 
iMmgene  FimctioiieD.  ^t^ltt^l^aMMw  nun,  daM  illgemeiu 
ist:  1  ^_,T»*^ 

*  xv-x  »..UM  Ir.rJ  |«(t-' 

traflsformiren  darnach  die  Hnk»  Sdte  d«r' GWclwp^  (16.)  «J*^*** 
dm  «uf  der.ffechten  Seite. m  dorcb  scinuBDiana  ^l^cMigCtfO 

•..  •  vT"  »  ^* 

woran«:  \  •  •  >  *     i-^-*"      »^'^  «V^ 


nipd:.        .i.,  ..  .,    :       •..  ....  «      ti"  .wri,!,*!* 

I  »/  Ii.  •  •         .      ••  •  'I'      !  '»Ii  »  f'-    .  t  .  .  »» 

WO  A,  und  A,,  die  IntegrationscUa^^  boiokliMn. 

Das  vierte  noch  febleode  ^litegral^lkjat  ««h.^cWieMlich  diiid^ 
folgende,  auch  «onat  gebrfincblk*^  Substttutlon,  leidit  findia. 
Wbr  aetinn  nlmlich:  '  ^.  ' 

-   •  •:       .  ..I  . .  i' 

ao  wird: 


I*.  * 

»       ■  I 


io  r  und  g>  auK^edrüct't  liöhmen  die  drei  gefundepen  Inte- 
grale (M.)>         und  (17.)  folgende  Form  äni 
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w#  (lie ' ^uAeltom  von      bezeiclHiet»  w^idie  'Slti i : Factor « v^eii 

lot,  wmo  raao  tc  darcb  r  und  9  atisdrfickt;  en  isi: 

r  elimiiiireri  tiiiii  liailurcli .  <li>'  N  arialietu  t  j^o^  (p  6e|>arireu.  Au« 
Gleichung  (10.)  (und  (20.)'  er^kbi         ,    .  . 

i  ' 

MuItipII*  iren  wir  jetzt  Gleichuni;  (2i.)  mit  2r*  jond, setzML  die 


illINi»  ttach^  FoiUaAMo.  der  flleiclien  Tenne  zu  beiden  leiten: 

^  ^    ^  "  .  1  •  f         t  •  f  ^    t  • 


1  Ueliiii  endlich  dl^  letzte  Quadratur: 


wo'dbs-lntegral  MiUni  leieht  abtftnMrrni  int  und  auf  arc.  tangens 
ltdirt»  4fta  rechts  aber  ein  Abelaebea  iat«  denn  die  Function  unter 
4km  VVnrzelK^icben  fUhrt  nMctiteiw  auff tlen^ siebaten  Grad,  wie 
innn  «teh  I^Mcbt  flberzeugti  ireutt  man  atatt  aln^  und  oiial|^  464 

tang(g?)  einführt.  ^ 

Es  ist  jetrt  rmci»  ährt?,  die  spchs  Coo^ifBcieinteniider  Substi- 
tution zu  bestimiuen.  "Fs  sind  d  i/u  fünf  (ilcichunjjen  zwischen 
denselben  gegeben,  man  kann  also  iiber  einen  Cooeilictentcii  uocl^ 
wiükührlicb  bestiaiiuen  und  diese  Freiheit  daui  benutzen,  Elinii* 
natioirsgleichung^ti  '¥ab  ntfigllöUlt  %itettfl|rem<  CMdm  au  erbalfen. 
Die«  bab«  icbi  aait mgan^ayai  Wega.  M^aunUyiip  geauebt: 
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Wegen  derFonp  dir  Bedingungsgletchuiiten  (^)«  die  diese?hf 
ist  wie  die  der  Gleiehuog  eines  drelax'iL'en  Elllpsaids,  anf  seine 
Hauptaxen  bezogen,  wurde  ich  auf  den  Gedanken  geleitet,  für  dt« 
•echs  Coeflicienteii  solche  Winkelfanctionen  eittzufimrea,  da^«  dia 
M^en  Bedingungen  (H,),  nSmlidi;       -  • 

Identisch  erföilt  und  sie  selbst  durch  die  drei  noch  fibrigen  BediU' 
gungsgleichungen  bestfromt  werden  kikinteB,  so  d$M&  tä  alsoinr 
drai  OM  Unbekuinto  eIntaOlifwi  kat$m.  DiM  v^Mhbt  Ich  dnd 
fe%«Mle  Subadtntioo: 

cos  .  cos^i 


Vit' 


U  1 


sindsio«  .     -  «ifc^isin^' 


Diese  Werthe  erfüllen  die  Gleich  im  j*en  2^»ia^  =  l  und  X/w^i-^:! 
identisch  und  <i  werden  dann  bestimmt  dadurch«  daös sie 

den  drei  Gleichun^eo:  y     \         -*/  .  \^ 


genügen  müssen,  die  identisch  mit  den  Gleichungen  (7.)  und  (9.} 
«md^  Map  ^rhS)t:  ^     -  .      -  .  ;  ,  . 

'  •  •  •  •  , 

Vi»!  cos^  -f  (  Vm^  cos  »  —  V»ii  sioo»)  sin^|=0, 

cesft  co84i|i|  «f sip^.c^i«a«BO; 

weiche  Gleichungen  leicht  folgende  l<^orm  annehmen: 

VwH  +  (V  itiiCoscD  -f  ViAg8inu)tang^=0  ..••..^....25. 
^»«l  Cüoö)  —  V m^äiütöjtang^i^O  ^........26. 

Uro  Eunddist  o»  «tu  be^gmag^j  aiedt  wß  ieipbt  l<i4gQR^ 
Gleichung :  . 

1  III 


froraus: 
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1  »«H/n^ 


Diese  Werthe  in        «od  (^)  ekgMM,  ergeben  leicht: 


■  < 


Mftn  sieht»  das«  die  eaeze  Sobstitvtieii  hnroer.  eine  reelle  ist» 
Betwickelt  man  nun  noch  sin  0,  cos^,  8in#*»  eos€S,  so  erhält 
nie  folgende  Wertbe  iür  die  seciui  Suitstitutionscoelilcientee : 


1 


i  > 


1  ,   '  .  I-.' 


*»*Y  ».,(l+T«)(m,4-jtf) 

1  - 


^       ▼  fli|(l+V)(w,4^i/) 


I  • 


i 

•  I 


i.  ■ 


4» 
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Vebuiissaufffabeii  fttr  Behfiler.. 

AH&abeD^us  „The  M^beniaticiao.^ 

HitgeÜieilt  von  dem  Herrn  Di»etor  Ati^nat  Wiefftsd,  OMthlw 

•'  !.:('  as  fi«r  Reabeliule  sa  Halle«       .  ' 


1)  Sind  tt,  b,  e,  i  vier  bann^nisdie  Strahle^,  and  a,  ß,  f 
die  drerWinkel«  weidi^.bes£(glicli  a  widi/«  imd'i^»  6mc 
einncDiieMen,  «o  ut 

Ist  r  der  Rädias  des  in  ein  l)reieck  bcKKchriebenen ' 

ses,  nnd  sind  Ti,  rs»  rs  die  Radier|  dreier  anderer,  von  denea 
jeder  zwei  Dreiet  ksseifen  und  den  ersteren  Kr^ia  berührt,  so  in* 
det  folgende  Relation  statt:       ^  .  [  !  ;  .  /  * 

^  Sind 

9if  Qu*  (h>  P*'  9if  die  Radien  der  Kreise,  weicbe 
in  die  necha  Dreiecke  besäfttehen  sind,  di^  entstehen,  wenn  aaa 
die  Spitzen  eines  DreierlES  mit  den  Miftrffninlvten  ihrer  Gegen- 
seiten vrrhindft;  sind  ferner  rj  ,  r^,  rj  die  Radien  dor  drei  äusse- 
ren Benihrungskreise  und  r^,  r^,  c|ie  Radien  der  Kreis>(\  \M'lrhe 
in  die  Dreiecke  beschrieben  «ind,  <^ie  entsteheVi,  wenn  luau  die 
auf  einander  folgenden  Ecken  "der-  "fibibr  den  Dreiecksseiten  be* 
nchriebenen  Quadrate  verl|^|e^ftA,8e  findet  folgende  Relation  Statt: 

•     ,' '  '/ 

4)  Wenn  ein  Tetraeder,  dessen  ledis  Kanten  «,  b,  e,  d, 
e,  f  sind,  vondr^i  Ebenen  so  eescbuitten  wird,  dass  jeder  Scbnitt 
einen  Rhombne  bildet;  so  indet,  wenn  nvif  m«,  ntj  dIeSeltta 
der  Rhomben  beneichnen,  folgende  Relation  Statt: 

1  +  1 .1-i+L  .1.1.1 .1 

5)  IVeon  jede  Ternion  nicht  anstossender  Seiten  eines  Secbt* 
ocka  einen  {gemeinschaftlichen  Durcbscbnittapunkt  hat,  so  babce 
auch  die  Diagonalen,  welche  swei  gegenüberliegende  Winkel* 
epitsen  verbanden,  einen  geneinschatuiäea  Diirchechnittapnakt' 
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einer  neuen  unter  dem  Titel: 

Beiträge 

cur 

meteorologfliielieii  Optik 

und 

ZU  verwandten  Wisitübcliuften 

in  zwau^Iuseii  IJefteij  erscheiDenileii  Zeitsehrift. 


Wenn  auch  sehen  in  sehr  «Iter  Zeit  die  Uehterseheimagen  In  der 
Alnos|Miire  unseres  Wehoorts  die  Aufhierluaml^eit  nieM  bloss  der  Na- 

tsrforscher,  sondern  der  Menschen  überhaupt,  auf  sich  gezogen  haben, 
uui  wegen  des  durch  diese  Erscheinungen  uns  tfAers  er^feeten  practaU 
Tsilea  Schauspiels  nothwendig  auf  sich  liehen  nasslen:  so  fiMrt  doch 
die  Entstehung  einer  nill  der  Erklfirong  dieser  Erscheinungen  im  wei- 
testen §inne  sich  beschfifligendeu  besonderen  Wissenschaft  unter  dem 
Namen:  „Meteorologische  Optik"  einer  gnns  neoea  iSeit  an. 
Wean  nun  den  Portschritten,  welche  diese  Jedonlalls  das  grtfsste  In- 
teresse darbietende  und  auch  in  allgemein -naturwissenschaftlicher  Be- 
ziehung höchst  wichtige  Wissenschafl  bis  jetzt  gemacht  hat,  eine  unbe- 
Ngeno  Setnchtung  widmet,  so  wird  nm  leider. in  dem  GestMndnisse 
IBlIhit,  dass  noch  keine  der  in  ihren  Kreis  gehörenden  Naturorschei- 
BQBgen  ihre  Tollständige  Krklarnng  gefunden  hat,  und  dass  rUcksicht- 
bch  der  weiteren  Ausbildung  der  Theorie,  ferner  rüciuiichiich  der  Aa- 
«lelluogy  aamenUich  »ii  scharfen  Messungen  yerhundennr  Beoi»achlan- 
l«B, -an  denen  es  noch  fast  ginzlich  Dthlt,  so  wie  der  sorgfllttigen 

Durchführung  auf  die  Beobachtungen ,  Behufs  der  aus  düuä>elben  zu  Zie- 
rden Aesttitate,  gegründeter  Rechnungen,  endlich  auch  rUcksichUic^ 
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der  Auffinduug  allgemeiner  Gesichtspunkte  über  die  nahe  Verbinduiig, 
in  «reicher  die  LichtertolieiBiiigea  ii  der  Atmosplilre  mi  den  ttbiigei 
in  derselben  vorgehenden  Erscheinungen  noüiwendig  stehen  nlisseB, 
noch  sehr  Vieles  zu  Ihun  übrig  ist,  wenn  die  meteorologische  Optik  nach 
und  nach  ihrer  so  sehr  zu  wünschenden  Voilkumnienhcit  naher  getuhrt 
werden  soll*  Für  die  schneilere -Förderung  solcher  Wissenschaften,  wel- 
che noch  nf  einer  niedrigeren  Stnfe  der  Ausbildung  stehen ,  gani  be- 
sonders aber  solcher,  die  dt  r  Anstellung  verdienstlicher  Beubachlungea 
und  der  genauen  Durchführung  auf  dieselben  zu  gründender  Rechnun- 
gen noch  ein  weites  Feld  der  Wirksamkeit  darbieten,  sind  aber  Ton 
Jeher  die  ionmale  ein  sehr  wichtiges  und  krSftiges  Hlilfsmittel  gewesen, 
und  ich  bin  daher  —  im  reinen  Interesse  für  die  betreffende  Wissen- 
schaft und  nach  mehrjähriger  eifriger  Beschafligung  mit  derselben  — 
dnich  die  obigen  Betrachtungen  ta  den  Entschlüsse  gefUhrt  worden, 
den  Versuch  zu  wagen ,  ein  eigenes  der  meteorologischen  Optik  ge- 
widmetes, in  zwanglosen  licrtcn  herauszugebendes  Journal  /u  gründen, 
durch  welches  ich,  .naph  der  mir  selbst  gestellten  Aufgabe,  den  folgenden 
Anforderangen  nn  genitgen  Sachen  werde. 

1)  Durch  streng  wissenschaftliche,  die  Httlfe  der  Geometrie  und 
Analysis,  wo  es  nüthig  ist,  im  weitesten  Sinne  in  Anspruch  nehmende 
Abhandlungen  soll  die  Theorie  der  Lichterscheinungen  in  der  Atmo- 
iphire  immer  mehr  gefördert  werden. 

2)  Dnrch  mehr  populMr  und  ttberbaupt  möglichst  elementar  ge- 
haltene Aufsätze  soll  der  Versuch  gemacht  werden,  die  Theorie  der 
Yerschiedenen  Lichterscheinnngen  in  der  Atmosphire  einem  grösseren 
Kreise  von  Lesern  nXher  m  ftthren,  was  ich  im  Torliegenden  Falls 
bei  so  wichtigen,  fast  alltäglich  nnseren  Augen  sich  darbietenden 
prachl\ ollen  Naturerscheinungen,  namentlich  in  der  gegenwärtigen 
Zeit,  wo  die  Kenntniss  der  Naturwissenschaften  einen  Maapttheil  der  all- 
gameinen  Bildung  mit  Recht  schon  ausmacht  und  femeihln  gewiss 
immer  mehr  ansmaehen  wird ,  mit  zn  den  Hauptaufgaben  der  neu  zu  be- 
gründenden Zeitschrift  rechne;  auch  werde  ich  deshalb  durch  Mittheilang 
in  dieser  Weise  gebalteber  AnfsäUe  von  dazu  irerzngtweise  geeigneiea 
Gelehrten  mich  denselben  Jederzeit  nu  gans  besonderem  Danke  Ter« 
pdiehtet  fühlen,  und  in  dieser  Beziehung  auch  beslimmle  Verbindoogeo 
aQZUlknupien  suchen. 
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3)  Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Nuiumern  nüher  bezeichne- 
ten Abhandlungen  sollen  theils  Originalabhandlungen  sein,  theils  in  Ue- 
bersetzungeii  oder  BearbeUungen  von  im  Aoslande  enohieneneA  Ab- 
handlungen bestehen,  und  ich  werde  es  mir  zu  einer  ganz  besonderen 
Aufgabe  macheni  in  letzlerer  Beziehung  absolute  Vollstän- 
digkeit xn  erreichen,  so  dass  die  Zellsohrilt  ihren  Be- 
sitzern sogleich  ein  yoHstSndiges  Repertorinm  alles 
Wichtigen  darbi  et  et,  w  as  im  Auslände  auf  dem  Gebiete 
der  meteorologischen  Optik  erscheint  oder  schon  erschie- 
nen ist 

4)  Femer  soll  die  Zeitschrift  AnfsStze  lierem,  welche  sich  mit 

der  genauen  Beschreibung  wichtiger  Phänomene  der  meteorologischen 
Optik  beschäftigen  und  daher  schon  von  selbst  in  die  Klasse  der  mehr 
populären  Aufsätze  gehören,  weshalb  denselben  auch  jederzeit  treve 
Abbildungen  der  betreffenden  Erscheinungen  beigegeben  werden  sollen. 
Dabei  werde  ich  nicht  bloss  neuere  Phänomene  berücksichtigen,  son-  * 
dorn  Tiehnehr  bis  auf  die  ältesten  Zeiten  und  immer  auf  die  nr- 
springliehen  Quellen,  in  denen  sich  ältere  wichtige  Phänomene 
beschrieben  finden,  zurückgehen,  weil  ich  die  Bemerkung  gemacht  zu 
habeu  glaube,  dass  die  neinren  Beschreiber  solcher  alleren  Phäno- 
mene, denen  deshalb  die  höchste  Wichtigkeit  fUr  alle  Zeiten  stets  ge- 
sichert bleibt,  weil  dergleichen  Phänomene  nicht,  wie  s.  B.  die  mei- 
sten ailrüaoinisülieii  Erscheinungen  ,  periodisch  wiederkehren  ,  sondern 
ein  ganz  besonderes  ZusammentrefTen  günstiger  Umstände  erfordern, 
wenn  sie  sich  in  gleich  prachtvoller  Weise  wieder  zeigen  sollen,  sich 
kinllg  bloss  abgeleiteter  Quellen  bei  ihren  Beschreibungen  bedient  ha- 
ben, was  gewiss  in  keiner  Weise  gebilligt  >^rden  kann.  Dalicr  nullen, 
wie  gesagt,  genaue  aus  den  ursprünglichen  Quellen  geschimpfte, 
dabei  aber  zugleich  möglichst  populär  gehaltene  Beschreibungen  älterer 
wichtiger  Phänomene  mit  zu  den  Hauptaurgaben  der  Zeilschrift  gehOren, 
was  freilich  die  Herbcischailung  eines  grossen  literarischen  Apparates 
nölhig  machen  wird.  üeberhaupt  soll  auch  die  in  vielen  Beziehungen 
höchst  interessante  Geschichte  der  meteorologischen  Optik  ganz  beson- 
ders mit  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift  gezogen  werden. 

5)  Leider  enthalten  aber  die  bis  jetzt  bekannt  gemachten  Be- 
schreibungen wichtiger  Phänomene  der  meteorologischen  Optik  an  den- 
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selben  angestellte  genave  Messnngen  fat  gar  siebt  Oesbatt 

hört  es  zu  den  dringendsten  Bedürfnissen ,  dass  solclie  Messuiigun  künf- 
tig in  möglichst  reichem  Maasse  angestellt  werden  i  und  üass  sich  mii 
den  nöthigen  lokalen  nnd  instramentalea  Httlfsmitteln  «n^geristete  ge- 
schiekte  Beobachter  finden,  welche  sich  diesen  Beobachtangen  nnd  Mes- 
sungen vorzugsweise  widmen.  Ja  ich  halle  es  selbst  für  sehr  wün* 
achenswerth,  das8|  wenn  ancb  nicht  eigene  xn  diesen  Zweeke  be* 
stimmte  Observatorien  errichtet ,  doch  die  achos  besteheoden  meteoro- 
logischen Obsenratonen  mit  den  zu  genaaen  Messungen  der  Li<Ater- 
scheinungen  in  der  Atmosphäre  erforderlichen  Instrumenten  ausgerüstet 
und  die  bei  diesen  Anstalten  beschäftigten  Gelehrten  veranlasst  werden, 
diesen  Beobachtungen  neben  den  Übrigen  raeteorologisehes  Beobachtmi* 
gen  künHig  ihre  besondere  Aufmerksamkeit  und  ihren  besondern  Fleiss 
zu  widmen.  Solche  Beobachtungen  werde  ich|  wenn  man  die  Güte 
hat,  sie  mir  mitzutheilen,  gan«  nach  AH  der  vortrelTlichen  „Astro- 
nomischen Nachrichten'*  in  meiner  Zeitschrift  immer  scblssnigst 
abdrucken  lassen  ,  weil  ich  dieselben  für  eins  der  wichligslen  Beför-i 
derungsmiltel  der  melcorologiscben  Optik  halte. 

6)  Dass  nun  auch  ferner  die  Mittheilnng  genauer  Befechnnngss 
solcher  Beobachtungen  mit  zn  den  Hauptaufgaben  der  Zeitschrift  go* 
hdrt,  brauche  ich  wohl  nicht  erst  noch  besonders  zu  bemerken.  Zie- 
hen es  die  Beobachter  nicht  vor,  die  oft  ziemlichen  Zeilaufwand  in 
Anspruch  nehmende  Berechnung  ihrer  Beobachtungen  selbst  annofili- 
ren ,  was  freilich  in  den  mei$ten  Füllen  das  Beste  sein  wird»  so  stehen 
mir  hier  hinreichende  Kräfte  zu  Gebote,  dieselben  unter  meiner  Auf- 
sicht ausfuhren  zu  lassen,  und,  wohl  wissend,  ein  wie  grosser  Schals 
astronomischer  Beobachtangen  x.  B.  gegenwäriig  vorliegt,  die  aof  ihre 
Berechnung  warten,  wer<#  ich  mir  es  zu  einer  besonderen  Aufgabe 
machen,  die  mir  eingesandten,  in  den  Kreis  der  Zeitschrift  fciUenden 
ßeobachtungrri  jederzeit  so  schleunig  als  möglich  einer  genauen  Bear- 
beitung auf  dem  Wege  der  Rechnung  unterwerfen  zu  lassen,  nnd  die 
Resultate  in  dfr  Zeilschrill  bekannt  zu  machen ,  in  welcher  RUckaSoht 
ich  Kein  Opfer  scheupn  werde. 

7)  Hin  besondere^  Interesse  bietet  femer  auch  die  künsUiciiC 
Nachbildung  der  Lichterschoin)ingen  in  der  Atniosphäre  durch  Vorsuche 
dar,  welcher  mit  sehr  nn^rkennongswerthem  Eifer  einige  nenere  Phf- 
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silier,  ¥rie  z.  B.  iiabioel,  üravais,  Brewsler  und  andtire,  deoen 
die  «ie(4orologi«ob§  OpUk  BckQn  90  Yieiei,  wohl  aa«Ji  ibrot  Namei» 
YirtaU»  ihn  BenttbimgeB  gewfdiwl  hähen.  Daber  werden  toeb  die» 
st«  Gegemlaad  betrelTende  Abhaadluogen ,  so  wie  BoAdbreibongen  der 

(iahm  gehörenden  und  anderer  zu  Beobaclitungen  der  Lichterscheiaun- 
gaa  ia  der  Atnosphire  erlorderlicber  Instmmaale  uad  deiigl«,  in  die 
ZaiMirill  boiaUvilligst  anfgeoommen  worden, 

8)  Eben  so  sollen  endlich  aoch  besondere  Abhandlnngen  über  den 
Zasammenhang  der  Lichterscheinongen  in  der  Atmosphäre  mil  den  Ubri- 
gia  ia  derselben  vorgehenden  Erscheinungen,  und  über  die  gewiss  in 
uwbrfaeher  Bexiehung  wiebtige  Bodouinng  der  eitleron  ittr  die  letzte- 
reo,  80  wie  überhaupt  Alles,  was  die  Verbindung  der  meteorologischen 
Optik  mit  der  Meteorologie  üherhaupL  nur  im  Entfern  losten  berührt 
ni  mr  Erweilemng  einer  dieser  Wissensohaden  bellragen  kann,  in  den 
Kfsis  der  Zeitsobtifl,  der  absiobiUch  so  viel  als  möglich  tu  erweitem  ge* 
sacht  worden  l^t,  gezogen  werden,  um  in  derselben  Ailu^  zu  vtireuiigen,  • 
was  für  die  meteorologische  Optik  von  Wichtigkeit  sein  kann,  und  das 
ZarUckgeben  auf  andere  Werke  in  den  meisten  Fillen  gaax  unnbihig  zu 
■sehen,  so  weit  wenigstens  meine  Krüfte  reichen  werden,  um  dieser 
jedenfalls  sehr  schwierigen  Aufgabe  genügend  zu  entsprechen. 

Vielleicht  könnte  es  aulTailend  erscheinen,  dass  diese  in  zwang- 
losen Beilen  erscheinen  seilende  ZeitsohriA  nicht  einen  der  gewiihiili- 
shen  Titel,  wie  Journal,  Archiv,  Anualen  u.  s.  w.,  sondern  den  Titel: 
i,Beilräge  zur  meleoro logischen  Optik  und  zu  v(t wandten 
Wissenschaften"  erhallen  hat.  Dies  ist  aber  abüiditiiclt  viud  loit 
fftten  Vorbedacht  geschehen.  Wie  lange  ntfmlich  dieses  Unternehmen, 
10  lehr  ich  auch  entsehiossen  bin,  Alles  aububieten,  «m  dalselbe  in 
jeder  Beziehung  möglichst  zu  fördern,  Bestand  iiaben  wird,  lassl  hich 
für  jetzt  noch  gar  nicht  voraussehen,  und  ich  selbst  hege  in  dieser 
Bsiiehuig  desto  mehr  einige  Zweifel,  Je  weiiiger  ich  mir  die  mit  der 
Herausgabe  nothwendig  verbundenen  Schwierigkeiten  yerhehlen  darf. 
Deshalb  habe  ich  den  mehr  als  irgend  ein  anderer  jeden  beliebigen 
Abschlass  gesiattenden  Titel:  ,»Bei träge  ^ur  meteorologiicheo 
Optik"  gewihU,  wenn  auch  in  der  Thai  da«  Work  gaay  den  Charak» 
1er  einer  in  swonglosen  Heften  erscheinenden  Zeitschrift  haben  soll« 
DcD  Zusatz:    „und  zu  verwandten  W isseDj>ciiaf te n"  hat  aber 
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(1er  Titei  deshalb  erhallen ,  weil  ich  mir  dadurch  die  Freiheit  sichern 
wollte,  den  Kreis  der  Zeitsohrlfl  im  Interesse  der  Leser  noeh  melff 
SM  erweitern  und  noch  mehr  Gegenstibule ,  wetefae  meistens  nneh  tUei 

vier  Winden  hin  zerstreuet  werden,  an  einem  nnd  demselben  Orte  zb 
concentriren.  Zu  näherer  Erläuterung  des  erwMhnlen  Zusatzes  bemer- 
ke  iehi  dass  ich  in  den  Kreis  der  Zeitschrift,  in  theoretischer  «nd 
pralttischer  Rttcksieht,  auch  Erscheinnngen  wie  s.  B.  das  Nordlicht, 
das  noch  fast  mit  einem  ganz  undurchdringlichen  Dunk'  !  umhuiltc  Zo- 
diacallicht,  selbst  auch,  wenigstens  zum  TheH,  die  Siernschnuppcn  u.  dgl., 
femer  die  für  die  Theorie  der  Höfe  so  hüchst  wichtige  Krystallisatien 
des  Eises  v.  s.  w.  in  ziehen  beabsichtige,  und  daher  ancli  Mitthei- 
lungen  ühcr  alle  diese  Gegen^lämle  gern  einen  Plalz  ui  ihtn  Beilrdge/i 
einräumen  werde.  Mit  KUciksiclit  auf  diese  Erklärung  bitte  ich  nur, . 
den  Zusatz:  „nnd  sn  verwandten  Wissenschaften**  nicht  in  n 
strengem  Sinne  zn  nehmen,  sondern 'mir  im  Interesse  der  Sache  cioe 
müglichst  weite  AuMli  fmuns  desselben  zu  gestalten. 

üriginalabhandlungen,  welche  mir  in  deutscher,  lateinischer,  fraa- 
ziisischer,  englischer  und  italienischer  Sprache  mitgetheilt  werden,  er* 
scheinen  in  der  Regel,  wenn  nicht  besondere  UmslSnde  eine  Ueber- 
Setzung  niilhig  oder  wünschenswerlh  machen,  in  derselben  Sprache, 
in  welcher  sie  mir  mitgetheilt  werden.  Bei  in  andern  Spraclien  mir 
eingesandten  Originalabhandlnngen  werde  ich  für  Irene  Uebersetzm- 
gen,  nach  Beschaffenheit  der  Umstände  in  deutscher,  lateinischer  oder 
französischer  Sprache,  Sorge  tragen,  und  nur  diese  Uebersetzungeo 
den  Beitrügen  einverleiben.  Für  die  scandinavische  Literatur  wird  es 
mir  in  dieser  Beziehung  besonders  am  hiesigen  Orte  nicht  an  hinreichender 
UnterstVIzung  fehlen,  weshalb  ich  auch  namenttich  die  scandlnaviscbea 
Ndlurforscher  zu  Beiträgen  und  zur  Einsendung  betreffender  Schriften 
auftordere. 

Welche  Erscheinungen  in*8  Gebiet  der  eigentlichen  meteorologi* 

sehen  Optik  gehttren,  darf  ich  zwar  als  bekannt  voraussetzen;  ich 
werde  mich  jedoch  bemuhen,  so  bald  als  möglich .  über  dea  Imlang 
dieser  Wissenschaft  nnd  die  Umstände,  auf  welche  die  Aufmerksamkeit 
zu  richten  besonders  wttnschenswerth  sein  mtfcbte,  eine  besondere  Ab- 
handlung zu  liefern ,  wünsche  aber  sehr ,  dass  sich  dieser  in  melho- 
discher  und  aUgemein- wissenschaftlicher  Hücksicbt  hi^ch:>l  wichtig«^ 
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Arbeil  ein  dazu  mehr  als  ich  selbst  geeigneter  Gelehrter  onterziehen 
■liclitej  sollte  der  Zeitsohrifl  dazu  ein  Artgo  oder  Alexander  tob 
Hinboldt  im  Interesse  der  WliseDgchafl  seine  Feder  ta  leihen  geneigt 

seifl,  so  würde  einer  meiner  grossten  \^  uiischc  erfüllt  werden  und  die 
Beiträge  eine  ihrer  grijssten  Zierden  erhalten.  Pa  aus  den  angeführleo 
Gründen  eine  solche  mehr  allgemein -wissenschaftliche  Ahhandlvng  ttber 
den  Umfang  und  die  Bedentong  unserer  Wissenschaft  erst  späterhin  zn 
liefern  möglich  sein  wird*),  so  hat  der  Herausgeher  das  erste  Heft 
mit  einer  ausführlichen  geometrisch -anal}  tischen  Abhandlung  über  den 
Regenhogen  begonnen «  nm  dadi^rch  angleicb  den,  ohne  popolär  gehaU 
leaeAafsätze  auszuschliessen ,  doch  im  Allgemeinen  streng  wlssensehalt- 
lichen  Charakter  der  Beilrage  anzudeulen ,  und  hat  in  dieser  Abhand- 
limg  den  Versuch  gemacht,  die  Theorie  der  genannten  pracblvollen  Er-  ' 
sebeinnfig,  ohne  sich  Jedoch  für  Jetzt  absichllich  viel  anf  die  nenere 
Theorie  des  Lichts,  die  späterhin  weitere  Berücksichtigung  finden  wird, 
einzulassen,  so  weit  zu  luliren,  als  dies  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande der  Wissenschaft  überhaupt  möglich  sein  dürfte;  sehr  fühlbar 
ist  ihm  aber  schon  bei  dieser  Untersnchnng  der  fast  gänzliche  Mangel 
genaner  nnd  mit  der  nöthigen  Vollstiindigkeit  angestellter  Messungen 
gewesen ,  weshalb  er  sich  gleich  hier  erlaubt ,  die  Leser  der  Beiträge 
lu  solchen  Messungen,  und  zu  deren  Einsendung  zur  Behanntmachnng 
hl  deo  Beitrügen  dringend  aufoufordem. 

Die  mir  für  die  Beitrüge  zd  machenden  Mittheilnngen  bitte  idh  in 
ler  Regel  nnter  meiner  Adresse,  mit  der  auf  dem  Convert  ra 

niacliendcn  Bemerkung:  Für  die  Beiträge  zur  meteorologi- 
schen Optik,  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  an  die  löbliche 
Sehwickert'sche  Baohhandlang  in  Leipzig  zu  sohiekeD,  diroh 


*)  Vorläafig  vergieiche  man  in  den  ftepertsire  d'Optiquc  moderne 
on  Analyse  coinplite  des  traTAux  in  od  ernei  relatifs  nnx  pbe- 
aemines  de  la  luini^re;  par  ete,  l*Abb^  Moigno.  Premiere  Per* 
tif.  Paris.  1847.  die  Troinieme  iiectl«n.  R^suin^  d'Opiiqne 
toet^orologi  qiie.  p.  290 — p.  321.  Nur  bemerke  ich  hierzu,  dass  die  astro- 
nomi<(ehe  und  terrestrische  Refraction  natürlich  auch  in*s  (rebiet  der  meteorolo- 
gischen Optik  gehört,  und  daher  in  dieser  Keiuchrifi  auch  gans  beaeadeis  be> 
tuckiichiigt  werden  wird. 
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W6lclie  sie  dum  sckou  su  Mhleuig  und  siolwr  als  mögiich  weiter  «s 
mich  gelaiieB  werden;  Gelehrte,  denen  Gieifiiwald  nSIwr  als  Leipiig  ist, 

können  indess  solche  Mittheilungeii  auch  diiecL  aa  mich  ^ctiiuken, 
entweder  auf  dem  Wege  des  Buchhandels,  oder  iu  dringendeji  FüUea 
anch  dnroh  die  Pest. 

Hiermit  empfehle  ich,  su  reichlichen  Beitragen  die  Gelehrten  süer 
Länder  aufTordernd,  diese  neue  Zeitschrift  der  wolilwolieaden  lad 
nachsichUgen  Aufnahme  von  Seiten  des  i>etreffendea  Puhiiknms;  aar 
erst  nach  dem  Erscheinen  einiger  Helle  wird,  wenn  ich  auch  Alles, 
was  in  meinen  Kiaflen  steht,  thun  werde,  um  deju  vorgesteckten  Ziele 
haldigsi  möglichst  nahe  zu  i^ommen,  sich  über  den  Gehalt  und  die  ei> 
gendlidie  Tendern  der  Zeitschrift  ein  sicheres  Urtheil  füllen  laHCi, 
weshalb  ich  (ttr  die  ersten  Hefte  die  Nachsicht  des  Publihnnu  besondan 
iu  Ansprach  nehmen  muss* 

Greibwald,  im  April  1848. 


Zu  dem  Vorstehenden  erlanbt  sich  der  Verleger  noch  hinmnlügeo, 

dass  diü  Beitrage  zur  meteorologischen  Oplik  in  z:want];los<'H  Helttn 
erscheinen  werden,  von  denen  vier  einen  Band  bilden.  Der  Preis  eiaes 
Bandes  von  dO  Dmchbegen  mfi  den  dasn  gehdr^en  Abblldngen  wkd 
den  Betrag  von  S  Tbir.  nicht  tibersteigett.    Dos  iweite  Heft  hetaM 

sich  anter  der  Presse  und  wird  baldigst  nacbfoigea. 

Leipzig,  im  Mal  1848. 


«F*  A.  GrunerU 


SB.  BehwicherU 
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.'»»••  "1.  • 

•  H  Iii         .  '*  • ,., 

'  »    »1        .  ■» 

lieber  Asymptotenchorden. 

Von 

Herrn  O.  Bermann, 

^  CanHiduten  den  höheren  SchnlaraU  zu  Coblenz. 

•  il  •»    .  ...  ., 


j.  1.    Zieht  man  von  der  allgemeinen  Kegelschnitte-Gleichung 

(2)      yH2ca:^  +  /3a:2=0, 

die  Gleichnng  eines  Systemes  zweier  den  Asymptoten  paralleler 
nod  sich  im  Anfangspunkte  schneidender  Gracfcn,  ab,  so  bleibt 

för  diejenige  Grade,  welche  die  Durchschnittspunkte  dieses  Sv- 
stems  mit  dem  Kegelschnitte  unter  sich  verbindet  und  die  da  die 
Meichung  der  Berübrungschorde  des  Anfangspunktes  (oder  der 
J'olaren,  die  den  Anfangspunkt  zum  Pole  hat)  yy  ^5x-f£=0  ist 

Ok"*?'.      I^L  j:""  P^^^"e'  sein  ulrd! 

Obgleich  daher  im  eigentlichen  JSinne  bloss  bei  der  Hy]»erbel  von 

einer  Asymptotenchorde  die  Rede  sein  könnte,  werden  wir 

dennoch  die  unter  (3)  dargestellte  Grade,   welche  sich  nach  dem 

zuletzt  Gesagten  für  jeden  Kegelschnitt  leicht  construiren  lässt 

unter  diesem  ^amen  allgemein  betrachten.  * 

Eliminirt  man  eine  der  Variabein  zwischen  (1)  nnd  (2) 
ergeben  sich  als  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte: 


Theil  XU. 
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welche  Werthe  (Tir  die  Hyperbel,  wo  o* — ß^O,  reell .  för  die  El« 
lifise,  wo  &^ — ^<0,  imaginär,  für  die  Parabel  eliMlniti'T  sind. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Asymptotenchorde  die  UalbirunesHmf 
des  Tatigentenpann»s  (»ith's  Tk-üpIiI«!*'»»  Poles,  und  daher  beim  Kreise 
mit  der  Chonlalen  drs  letzteren  identisch.  Bei  der  Parabel,  demi 
Asymptoten  in  unendlicher  Entfernung  der  Axe  parallel  f^ind,  iailt 
das  System  (2)  in  einen  einzigen  Durchmesfier  znsainineD,  wie 
auch  die  Gleichune  desselben  iseigt,  indem  aie,  da  u^=^ßt  p 
(y^aa:)^=0  libcrgelit:  die  A^yniptotenciiorde  iat  bei  ihr  also  die 
Tangente  im  Durch^chnitt^punlcte  jenes  Durchmessers*),  woraug. 
da  sie  die  Entfernung  zwischen  Pol  und  Berührungsrhordo .  also 
auch  rlas  zuuehöne:«^  TaTigentenpaar  halbirt,  der  Satz  (in  Hr.  Prol. 
Plückcr's  „  Anal  y  tische  u  l^ut  Wickelungen'*  §.  '2l)VI.)  fulgt; 

„Zieht  man  von  rir»om  Punkte  in  der  Ebene  einer  Parabel 
Tangenten  an  diesellie  und  l«*<;t  durch  denselben  Punkt  eineo 
ÜuichmeiiiMief  7  ^  J^f^V^uuM^^^^  pafaU^i  4<^f  Tangente 

im  Scheitel  des  Durcbmessers  uim  afso  auch  den  stteeordaeleii 
Ordinaten  desselben.  Das  awischen  dem  beliebigen  Funlite  und 
der  Beruhrungschorde  liegende  Stück  des  Dnrchniessers  wird  ns 
Dnrchscbiiitte  mit  der  betbirt**  i- 

» 

2.  Haben  K(?geleJ(  bnitte  dieselben  y  und  f,  ko  52cbneideD 
sie  sich  in  znci  festen  PuTiktcn  der  Or<linatcnaxe  oder  heruhwn 
sie,  \venn  /-  —  £  —  0,  in  einem  festen  Punkte.  Au«  Gleichung  (.3) 
tolgt,  ii;iss  in  diesem  Falle  sich  auch  die  Asymptotenchorden  io 
einem  festen  Pnnkte  derselben  Axe  schneiden,  Je^s^ii  Coevdiit- 

ten  x  —  O,  K=  "  oder  ßr  den  BerfilmyigsfaU  JCf^O,  y=— ij* 
sind.  Mit  andern  Worten: 

„Die  Asymiitotenehofiten  aller  durch  swei  feste  Paakte 

'Clü     gehender   Kegelschnitte  schneid«!n  sich  für  oinen  ,PA 
W  '  i^'elcher  auf  (Ler  durch  diese  Punkte  bestiqinib^W'Gradift 
liegt j  in  einem  festen  Punicte  derselben/' 

FSr  y  oder  d^Q  wiid  die  Gleichung  der  Asymptotcnchorde 
jpriE— TT^»  TBsp.  «aa:— f-..'  Deuten  u»li-  diesies'irebmefhisdiV 

^rbalie9  wir^  dfi  föc  3^  die  QrdiAatalHUie«  mt^MmAMn» 

axe  die  Gurve  in  awei  iiach  entgegitaffe^ebteii  Hiclitungen.  glukll 
weit  vom  Aofangspnukte  ubstebende*  Vmiclg»  arltririffit.  ihnftfT 
^erJiieln  angewendQ4,i  dien  :6at%;  <  .  .  i    u\  '      •  .'t  ■ 

„Zieht  laan  zu  l^'unkteo  desselbeu  Punchme^s^^^  zitier  E^ffM' 
als  Polen  die  A^iyuiptotencbwdeii,  sp..ain4.  .dieselben  doni'ir 
geordneten  Durchmesser  paralliBL"  ,„  


*)   Uic  Coordioatea  diese«  Punkte  tlnd: 

•  ■ 
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Schneiden  s&eh  KeirelscbniU  ili  ?ieh  IMeit  PunkCeo»  so  lassen 
sie  sich  dareh  ß-f  |itß,  -0  rlarstellen,  wo  eine  ho!iebi(?e  Con- 
stante,  i^=0,  .Q>|=0  die  Gleichungen  zneier  Kegeisckfiiile  be< 
zeicbaeiu  r^'ebmea  »ir  lür  Sl:=^i)  diu  allgemeine  Gleickang  (1) 
mA  MemMmm  mar  ÖDteiecbeidung  die  Conntante«.  vion  .^=0, 
ea  sind  die  Asymptotenchetdeo  ikim  Kegeleehnltte  ttx  ^  An- 
(aagspttnkt  ale  M  dnarb 

oder 

ausgedrückt,  schneiden  sich  demnach  alle  in  demselben 
Funkte,  dessen  Coordinaten  sich  als  Durchschnitt  der  beiden 
Asy'Tiiptot0iichordea  ron  Asrf)  ttnil  Sli=i)  ergeben: 

(cfr.  ,,£DtwickelttageD'<  $.^80.). 

DMseibe  eilt  BtMIfllch  ▼<«  dflo  n^hOfigm  fi«rlhningscbor* 
to»  dto-C^oMfaMl«!  Hm  DttfehMfanlttapvnms  aind  doppelt  «o 

Siad  y  und  d  oder  /  und  so  werdeo  diese  CoerAna* 

ten  meiidfieb,  d.  b. 

.    >,Liegt  der  Pol  fan  MHCellnnikte  eSoer  der  durch  vier 
(HI)     feste  Paukte  gehenden  Kegelschnitte»  so  sind  die  Asym* 
ptotencborden  einander  parallel/' 

Ist  sz=:i'=zQ,  d.  h.  wfihlt  niSin  zum  Pole  einen  der  vier  festen 
Pimkte  selbst,  so.  redticiren  sieh  obige  Coordinaten  auf  si=iO', 
«sQ^  d.  h.  der  fragliche  Punkt  Ist  selbst  Durehschnitfspunkt  der 
Äsyniptotenchorden  (tin«!  df^r  l?erühruTii;schor^ei») ,  ^^ie  auch  darajis 
erhpllr ,  das«,  wenn  der  l'ol  auf  der  (\irve  selbst  liegt,  diese 
Liuic!)  sich  :uif  die  Tangente  in  demselben  Punkte  reduciren. 
Hieraua  j^ebi  i6u<^leich  her%'or,  dass,  wenn  mau  den  Pol  in  elneip 
der  dorcD  vier  ieste  Puidite  gehenden  Ke&;elsebnitte  verschiebt 
jene  Oorchschnittspuokte  sich  mit  den  zugenOriffen  Tangenten  unq 
ni  einer  gielcbfalis  durch  die  vier  Punkte  gebenaeo  Curve  bewegen. 

Wfiblt  man  zwei  durch  dieselben  vier  Punkte  gehende  Grade, 
ms  auf  dreifache  Weise  gescbeben  kann ,  zu  Axen ,  in  welchem 
Falle  man  also  bloss  mpv^O  zur  Gleichung  (1)  zu  addiren  hat» 
um  alle  möglichen  durcn  diese  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte 
darziii«tellen ,  so  unterscheiden  sich  (etztnre  (cfr.  „Blntwickelun  • 
gen**  bloss  durch  das  veränderliche  a  und  haben  demnach  auch 

eine  und  dieselbe  Asymptoten-  und  Beruh- 
ruugschorde  des  Anfangspanktes,  d.h.  eines  der 
drei  Üurchecboittspitnkte  jener  eeofce  Graden  Poles. 

22* 
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Hierauf  erflodet  sieh  die  feigen^  einfaclie  Coiwtructfon  eioer 

Sein<»!n«chaftrichen  Tane^finte  an  zwei  sirlj  in  vier  Punkten  schnei- 
ende Parabeln :  Vom  Durchschnitts^iunkte  zweier  durch  dieselbeo 
vier  Punkte  gehender  Graden  aus  ziehe  man  für  jede  der  beideo 
Parabeln  einen  Durchmesser.  Die  Verbindungslinie  dcfr  Punkte, 
wo  diese  Dnrclimeeeer  die  sngehOrigen  Pntaiiehi  aehoeiden,  Iit 
so  eoneirairende  gemeineckafUicbe  Tnngento. 


^  Addirt  man  zu  der  allgemeinen  Gieicbuns  (1)  die  eines  Sj* 
Siemes  von  xwel  durch  den  Anfangspunkt  genenden  Greden 

so  bleibt  die  Gleichung  der  Asymptoten-  und  Beriibrungschorden 
ungeSndert  Das  vorhin  Gesagte  ervreitert  sich  also  snm  folgen- 
den Satse: 

„  Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Secantea 
eines  Kegelschnittes,  so  haben  alle  doicb  vier  Dnrck- 
.y.      scbnittsp unkte .   wovon  je  zwei  auf  ^  derselben  Secaite 
^  '      iie&^en,  gehende  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Asyn- 

ittntenchorde  (und  Mrährongschorde)  infieaug  auf  jenen 
*unkt  als  Pol/' 

A (ähnlich (»  und   ähnlich  liei?endo  Kegelschnitte  haben 
diesciljeii  a  und  ß;   zieht  man  die  (iloirfuinson  zweier 
derselben  von  einander  ab,  so  ist  leicht  efsi<  litlich,  dass 
die  resuitireiide  gemeinscbattliche  Chordale  immer  durch 
(VI)     den  Durchschnitt  zweier  Asymptofenchorden  dieser  Kt* 

Pelschnitte  ffir  einen  beliebigen  Pol  gehen  muss.  Zwei 
ole  bestimmen  demnach  die  Chordale.  Sie  ist  fiir 
Folr  he  Paare  ähnlicher  Kegelschnitte  der  j»eometrtsrhp 
Ort  der  D«irchs(  hnittsnunkte  der  Asymptotenchorden 
ganz  Ix^liebiger  Pole.  Für  die  A^arabel  s.  B.  giebt  dies 
den  iSatz: 

,,nat  man  zwei  sich  schnei<lcnde  Parabeln,  deren  Axen  pa- 
rallel Hitui,  ufid  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zu  diesen 
eine  dritte  Parabel,  so  vereinigen  sich  die  in  den  Punkteu,  wo 
sie  die  beiden  Curven  trifft,  an  letztere  gezogenen  Tangenteii  siC 
dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  lieider  Parabeln.'* 

§.  3.  Das  im  vorij^cn  Paragraphen  Gesagte  lässt  sich  auf 
Systeme  zweier  (iradeu,  indem  wir  solche  ebenfalls  als  Kegel- 
schnitte tu  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  einbegriffen  denken  kao- 
nen«  unmittelbar  flbertragen,  was  der  eigentliche  Gegenstand  dle- 
Abhandlung  ist 

Ein  solches  System 
3f^ + («1  +aa)^y  +  oio^^  -  (^^  +^4)^  -  (oi^s  +  o^i)^+Sf,i2/%=^ 


*)  ffi  und  bezeichnen  oflTenbnr  die  Segmente,  welche  diete  Ge- 
B  von  der  OtdHiafienaxe  abschneideo. 
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eine  Grade»  wdcba  aowoli  dnidl  den  Dorcliacliiritt  der  Lisieii 

f -f  3%=0  and  ^-f  Oi-^=0»  als  aueb  der  Linien  y^OiSC^ft 
=  0,  j^-f  3^=0  geht.  Deuten  wir  dies  geometrisch,  so  sehen 
wir  «l.i.ss  sich  die  Asvmptotenehonlf»  eine«  iSysteme«  zweier  Ge- 
raden für  einen  helielMiien  Pol  (Tal.  Vill.  Fi».  1.)  als  die  Vcrhin- 
dingungslinie  derjeiiigeu  Punkte  ergiebt,  wo  die  von  diesem 
Feie  der  lieidlen  €traden  des  Syatemea  parallel  eezogeoen  LinieB 
diese  ael|tat  acboeiden.  8ind  daher  für  die  benen  Graden  ala 
Coordinatenaxen  die  Coordiiiaten  des  Poles  Xq,  ^q,  so  ist  die 
Gleichung  der  Ahv mptoteocborde*  ala  einer  Diagonale  dea  Coor- 
dinateuparallelogcaiiiois , 

die  der  avgebOrigen  ßerübrnngacborde  jf^^^a,  ao  daaa  dleae 
ebM  der  entere»  im  AnfangispaBlcte  parallele  Mnie  ist  — 
x=0  gibt  CUeichong  (4)  y  —  «^»»»c"  *    a  unabhängigen  Werth» 

der  Ar  conatante  ^  und  eoostant  ist.  Hieraus  ergibt  aich  die 
im  folgenden  ParaQ:raphen  weiter  Entwickelte,  dieUebertrai^'ung  von 
(I)  (Ie8  vorigen  Paragraphen.  Sind  die  beiden  Graden  enKuider  [»a- 
raUci,  so  seien  ihre  Gleichungen  y=zy^,  y=y%\  die  Asymitlotea- 

dMrde  dea  Anfangapanktea  bat  dann  die  Gleicbong  y= 

ead  lat  daher  eine  Parallele  zu  denselben.  In  der  Figur  (Tai.Vul. 
Fig.  2.)  »ind  AB,  CD  die  primitiveu  Graden,  des  Systems,  P 
ist  dar  Pol,  ST  die  Aaymptotencborde»  tiad  man  bat  die  Propor- 

(ioB  PmiwH'sz PiqiPi^     lat  f^^nyi,  ao  erbllt  man  ^=^-^^1. 

Vir  fi:=— 1,  in  welchem  Falle  der  Pol  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Parallelen  des  Systeme«  liegt,  existirt  keine  Asymptoten- 
fbatde;  fiir  ii=-ft  ^der  Ui^y%*  wo  also  beide  in  eine  einzige  Linie 
uaammeofallen,  balbirt  die  iEü^^ptoteochorde  die  Entfernong  der- 


$.  4.  Die  Lebertraguog  des  Uaupt^utzes  (1)  in  §.  2.  anf  gerade 
Lmien  gibt  das  Folgende: 

„Schneiden  sich  Systeme  zweier  Graden  in  zwei  testen 
Paakten,  so  schneiden  sich  anch  ihre  Asymptotenchorden  InBeaug 
Inf  einen  beliebigen  Ptanict  derjenigen  Graden ,  welche  durch  Jene 
beiden  Punkte  beatfanmt  Ut«  auf  deraelben  Graden  In  emem 
fcaten  Punirte" 

oder: 

„Errichtet  num  auf  einer  und  deraelben  Baaia  {AB)  (Tat.  VIII. 
Fig,  4.)  beliebige  Dreiecke,  nimmt  In  deraelben  oder  deren  Vcr« 
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IXDgemf^  einen  Punkt  (P)  an ,  tod  den»  ms  man  artl  den  beidea 

übrigen  ^^^iten  der  Dreiecke  Parallelogramnie  bildet,  so  schneiden 
sich  diejcni£;eit  Diagonalen  derselben ,  welche  Dicht  darch gebae, 
in  einem  festen  Punlite  (p)  der  Basis/' 

.  ..jMb  Coordinaten  dieses  Durchschoittspuuktes  efgeben  sich, 
wenn  man  die  gcmeinscbartlicbe  Basis  ala  Ordioatenaze  anninup^ 
nach  dam  vorhergehenden  Paragraphen: 


was  auch  dann  noch  gültig  iat»  wenn  die  beiden  Graden,  statt 
nll  der  Baaia  ein  Dreieck  an  bilden«  einander  parallel  aind. 

'  Bies  gtelit  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Asymptotencbeidt 
svreier  Parallelen  fiir  einen  beliebigen  Pol  x«  cenatrulren: 

Man  lege  (Taf.  VIII.  Fie.  a)  durch  letzteren  eine  die  beite 
ParaHelen  schneidende  Grade,  ziehe  durch  die  beiden  Durch- 
•cbntttapunkte  n  und  q  zwei  beliebige  sich  schneidende  Linien 

und  roristruire  dit?  Asvmptdt  'nchorde  des  Systeinfs  der«Jolbpn  für 
den  L:c  Liel)enen  Pul  /\  Durch  ihren  Durchst  hnitt  m  mit  der  xa- 
erst  üc/o^erieii  Graden  ziehe  man  eine  deu  beiden  gegeheucB 
parallele  Linie,  welche  die  gesuchte  ist. 

Denkt  man  sich  auf  der:»elben  Basis  Paare  von  Dreiecke?)  go, 
dass  eine  Seite  des  einen  die  Verlängerung  einer  2$eite  desaiuieni 
ist,  ao  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Dreiecke  (Taf.  VIH.  Fig.  5.),  die  eine  ge- 
meinschaftiiebe  Winkel  spitze  haben  und  deren  Grundlinien  durch 
einen  featen  Pnsfct  gehen»  ao  werden  die  DiagouaJen  alier  der 
P)Mre  fon  Parallelograninicn,  welche  man  auf  die  Weiae  erh&l^ 

dasa  man  von  einem  Punkte  derjenigen  Linie  aus,  welche  diege* 
meinschaniiche  Wirikelspitze  (/?)  mit  dem  testen  Punkte  (A)  ver- 
bindet, Parallelen  zu  den  Seiten  jener  Dreiecke  zieht,  dtirrh  einen 
fieaten  Puukt  (/>)  gehen,  welcher  auf  derselben  Linie  HAIS)  ÜegL*' 

Fallen  auch  die  Gnindlinien  dieser  Dreiecke  (der  Richtung 
naeb)  in  einander»  ao  reducirt  aicb  dieaer  iSatz  auf  den  folgendea: 

„Zieht  man  durch  den  Scheitel  fB)  (Taf.  VUI.  Fig.  6.)  eSMB 
Dreiecks  (ABC)  beliebige  Linien  und  Ibnen  parallele  durch  einen 

willkfihrlich  angenonimeTien  Punkt  (P) ,  so  werden  die  Diagonalm 
der  von  diesen  Linien  einerseits,  von  der  Basiis  und  einer  itir 
durch  jenen  Punkt  parallel  gezogenen  Linie  andrerseits  gebilde- 
ten Paralleiogramme  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
welcher  nil  P  und  den  SebeM  de»  Dreieekn  In  demlbeo  Ge- 


4t 


Beschränkt  man  diesen,  Satz  aui  die  Seiten  des  craterea 
Dreiecks,  so  folgt:  *  ' 

„Zieht  man  (Tnf.  VI!!.  V\<:.  7.)  von  einem  beliebigen  Punkte 
SLUtf  Parallelen  zu  den  (lr<  i  S(  iten  eines  Dreiecks,  so^  bilden  die 
Diagonalen  der  dadurch  entstellenden  Parallelogranuue  ein  neue^ 
Dreieck,  dessen  Winkelspitzen  aui  denjenigen  Graden  liegen. 
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uel^bV  fHe  drei  Winkels|iitzeii'cleii  |>rimit«?eii  Dreieck«  itiiit 
wiÜ^riidi  augenoiuineDen  Ihuikte  (P)  verbiodea" 

„Zieht  man  aus  einem  Punkte  eini^i'  der  parallelfp  Seiten 
(Hoes  Paralleltrapezes  Parallelen  zu  den  beiden  andern  Seiten»  ae 
liegen  der  DurclischmttBpunkt  Imler  letztem,  der  Diagenalen  der 
eichenden  zwei  ParaUelogreiniiie,  upd  dec  gegebene  Punkt  tu 
Kwader  Linie." 

ji,.tf^o%eades  iat  der  apaiytische  Beweis  desselben  Saties: 
i^'M  CWebiuigie»  der'drel  Seiten  e«ie»: 

imk  mad  die  der  Syslemfs 

^  und  BCi  ipi:—a)(^^mX'^9j^)^Hix^—w^^ujf^(u'-Qm)x-~un^^^ 
Qidiiio  die  ibrer  Aayniptoteu€b4MrdQii; 


»  — 01» 
•••Ii   •  ♦     *.  ♦ 

von 


■b        '-M  A 

PA'.0)  ,-^«=0. 


H  < 


I.  f 
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&Ati^kui  mm  BW  tiloUwDg  (I)  von  (2),  m  mmMH  (IU>, 

M  MW  If  (1)      •»  '   (3)»  M  (II)« 

»     M       »       Ci)  M   (3),        M  (D; 

fvorauä  da£»  zu  Ueweittendc  lolgt. 

Deoltt  man  sich  anf  derselben  Basis  Paare  Ton  eoDgniauten, 
in  entgegengesetstor  Riebtang  liegenden  Dreieckeo,  so  €rgikt 
•ich  der  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Parallelo^ranme,  die  eine  gemelBedwft» 

liehe  Diagonnle  haben  ,  irnd  denkt  sirh  von  otnem  bel'ieoigcn  Paolte 
der  letzteren  i^araileieo  iu  den  JSeiten  jener  gezogen,  so  entste- 
hen Paral!o!o«»ramme,  die  in  vier  kleinere  getheift  sind,  uiul  es 
schneiden  bicii  die  Diagonalen  der  enttit^henden  kleineren  Paraile- 
logramme,  sotvebi  derjenigen,  die  von  swei Seiten mii  iwelTbci- 
iungslinien ,  als  aach  derjenigen ,  die  ¥on  drei  SeHen  und  einer 
Tbeilungslinie  eingeschlossen  sind,  auf  einem  nsA  denieeibtfB 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Diagonale.** 

In  Taf.  VIII.  Fig.  8.  ist  dieser  Satz  filr  ein  einzelnes  Parallelo« 
{(ramm  dargestellt:  im  ersten  Falle  liegt  der  Dorchschnitt^punkt 
in  der  VerfSngeniM  der  Diagonale,  im  zweiten  innerhalb  des  Pa- 
rallelogrammes.  bedetitet  in  beiden  Fällen  den  Pol,  ABCi} 
das  Ten  den  beiden  Syetenen,  von  denen  wir  nrsprfinglicii  nw* 
gingen»  gebildete  PmHelograMi)« 

Die  zweite,  in  §.2.  folgende,  die  Hyperbel  betreffende  Aus- 
sage gibt  in  ihrer  iJebertragung,  da  einer  Hyperbel  ein  System 
nweier  alcb  eebneidenden  Graden  entsprieht,  den  Sats,  dnas  die 
Diagonalen  einen  Parallelogrtfmmea  nicli  gegenaeltlg  balbiren* 

§.  5.  Durch  Tier  Punkte  lassen  sich  drei  Systeme  von  Linien- 
paaren  die  Selten  und  Diagonalen  eines  Viereckt«  (mit  concaven 
Winkeln)  legen.  In  Bezug  auf  einen  beliebigen  Pmibt  (P) 
(Tar.Vlll.  Fig.  9.)  als  Pol  schneiden  alcb  alao  die  drei  Asvm- 
ptotenclMirden  dieser  Systeme  in  einem  einxuKen  Punkte 
Da,  wenn  der  Pol  in  einer  der  GrndiMi  eines  Systems  Hegt,  die 
Asymptotenchorde  de»  letzteren  mit  dieser  Graden  selbst  zu&am- 
menHillt,  wie  auch  aus  Gleichung  (5)  erhellt,  indem  diese  ftlr 
jro=:0  oder  «0=0  in  a;=zO,  resp.  y=rO  übergebt,  ao  mflsaen  in 
unserem  Falle  (Taf.VIll,  Fig.  lOC)»  wenn  der  Pol  in  einer  Seite 
oder  Diagonale  d^s  Vierecks  liegt,  auch  die  beiden  andern  Aa^fn* 
ptotenrhorflen  sich  in  derselben  schneiflon.  Liegt  endlich  der 
Fo  in  einem  der  niirrhschnittspiinkto  der  Diagonalen  oder  der 
gegenüberstehenden  ^Seiten ,  so  halten  die  drei  Systeme  eine  ein- 
zige gemeinschaftliche  AsvmptoteDchorde.  V^Shlt  man  a.  B.  den 
DurcImcbnIfttapQnkt  der  Diagonalen  anm  Pol,  so  Imt 


*")    vier  einantler  in  Tier  Punkten  srhncMfnHe  Grade  l8««"n  «ich 
auf  dreifache  VVcisv  xu  zwei  cumlHnircn,  to  du»*  man  hUo.  wenn 
jcdeamal  die  Diagniailen  slebi^  lüir  ehiMi  nai  JmssHisa  Pol  #rei 
Mhiedoie  DnfcbMhalttspmiitto  im  AsymploteaAeiden  uriiili* 
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IKi^Daien  «faiea  Vierecks  ans  ParaOellioien  Ml  deo  Seiten  der* 
eellMin  Figur,  so  schneiden  sie  die  VerlängeraDgüi  der  Seiten  in 
Tier  PaoClen«  die  in  gerader  Linie  liegen." 

Man  hnt  also  dreimal  vier  In  gerader  Linie  liegende  Punkte. 

lei  da«  Viereck  ein  Paralleltrapez,  so  rouss  jede  dieser  drei  ge* 
Mitttfeballllchen  -Asyroptetenehorden  eine  dritte  Parallele  am. 
Alao  bat  man  den  »ita; 

»»ZIebt  man  (W.  IX.  Fi^.  12.)  Tom  Dnrcheelinittnpnnkte  der 

Diagonalen  eines  Parallettrapezes  ans  zwei  Parallelen  zu  den  bei- 
den einander  nicht  parallelen  Seiten  der  Fl^ur,  so  schneiden  sie 
die  Verlängerungen  dieser  Seiten  itt  zwei  Punkteo,  deren  Verbln- 
dttogialiiiie  eine  dritte  Parallele  zu  den  i  beiden  der  Figur  ist'* 

Es  grfindet  sich  hierauf  auch  eine  zweite  Consfriictinn  rlrr 
Asymptoteo^orde  jMnaa  Symieo»  aweier  Pafallelen  iür  einen  ge* 
gehenen  Pol: 

Seien  nämlich  AB  und  (  J)  <lie  bf'iden  ParallolL-n,  <ler  i^e- 
gebene  Pol,  der  zwischen  deni>eib€n  oder  ausserhalb  iiegen  kuwD, 
«o  ziehe  nuu)  von  ihm  aus  zwei  beliebige  Linien^  verbiiiiie  die 
lenkte,  wenn  sie  das  System  aebneiden,  mit  einander  nndisslebe 
von  dem  Dnrchschnittspunkte  dieser  VerhinduttMlinien  aus  zwei 
Parallelen  zu  den  durch  P  gehenden  (iraden  Ilic  Diagonale  des 
auf  diese  Weise  entstandenen  PacaUeiegraDma  ist  die  geaacfcte 
A^ymptotenchorde. 

Bei  einem  Parallelogramme  L'isst  sich  keine  solche  denken, 
indem  dann  der  DurchschnittKniinkt  der  Diasjonale  in  die  Mitte 
zwischen  zwei  Paraiiellinieu  iäilt,  aläu  der  Ausnahmelall  eintritt. 

'  f .  b  ergibt  aidi  aw  dem  Verheigebenden  folgende  Tati- 
grotenceinetnietlen  am  einen  ^egelacbnht  in  einem  gegebenenC 

Man  nehme  anf  der  Curve  Tief  Punkte  an,  lege  durch  diesal-. 
ben  zwei  Systeme  von  Graden  und  ziehe  zum  gegebenen  Tan« 

sentialpunkte  als  Pol  die  Asymptotenchorden  derselben.  Die  Ver- 
bindungslinie ihres  Darchschnittspunktes  mit  dem  g^ebenen  Punkte 

ist  (Jie  jjesüchte  Tangente. 

Deiikon  wir  uns  einen  von  zwei  Paraliellinien  durchsetzten 
Kegelschnitt,  so  werden  für  den  Punkt,  wo  sich  die  durch  ihre 
bitersectionen  gezogenen  Sehnen  schneiden,  als  Pol  der  Kegel^ 
•elmitt  and  dieeee  System  eine  und  dieselbe  Asymptotenchofde 
haben.  Nähern  sieb  die  beiden  Parallelen  einander»  ao  naher! 
sich  auch  eines  der  crwShütpn  Secanfenpaare  immer  mehr  Tan- 
genten de»  kegelschnit:tes.  Fallen  sie  endlich  zusammen,  so  ;j;eht 
jenes  System  in  eine  einzi«j;e  Grade ,  (iie  Berührun^schorde,  über; 
dann  musa  nach  €.  3.  (Schluss)  die  Asypptotenchurde  eine  der«  * 
Mftan  fai  dar  bniben  Entfernung  vom  Pefe  parallele  Lbde  aeim 
Weil  aber  dieselbe  jetal  auch  A^vmptotonehorde  des  Kegebcbnit« 
tes  ist,  so  folet  hieraus  das  im  Anlange  der  Abhandlung  aus  der 
Gleichung  Geaeutcte,  dass  sie  bei  jedem  Kesrelschnitte  der  Be- 
rübrangacbeide  In  der  baiben  Entfernung  vom  Pole  paraUel  tat. 
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I ..  Aas  dem  Satiei  (Uip  dM^t«  %  «sfU/MV  •  mm  mtf  9m  auf 
eiMn  Kvate  mid  Syoicw  voa  dewiiwi  iawwdaft»   .1 

„Zieht  hian  (f  äf.  IX  Fig.  tS.  L)  vom  Mtttdptinkti^  «inecr  KrieT- 
aea  als  l'ol  die  Asymptotencbord^ti  zu  den  Seiten  und  DIa&toiiaM 

eine«  in  dens^Um  b^fMtfUm—  \m€Kkßi  MO.Mm^uimm  efai- 

aoder  parallel." 

Geht  eine  Diagonale  durch  den  Mittelpunkt,  so  sind  die  bei» 
den  übrigen  Asymptotenchorden  diesem  Üurchniej>Kcr  parallel.  ^ 

Ist  das  Viereclt  (wie  in  Taf.  IX.  Fis:.  13.  II.)  ein  IWalleltra 
pez,  so  »ind  diese  Asymptoteachordeo  den  iMeiden  yAfiüleioo  »Sei 

ten  desselben  parallel. 

Bei  einer  odi-r  zwei  S.  itofi  <|(vs  \'i('rtM  ks  kann  n)an  statf  <U  r 
Schnefi  auch  Tangenten  au  den  ikreit»  uebiuen,  nodurcb  meti  40r 
5atz  inoditicirt. 

§.  7.  Der  Hauptsatz  (V)  des  §.  2.  lässt  sich  ebenfalls  unmit- 
telbar auf  grade  Linien  übertragen  und  lautet  in  dieser  Ueber- 
tragung  folgendermassen: '     •    »         '  :      '       '  , 

Legt  man  (Taf.  IX.  Fig.  14.)  durch  ztirei  Grade  hetiehig 
viele  sich  in  einem  Punkte,  äem  Pole  iP,  acbneldende  Lihieo,  so 
if erden ,  wenn  man  die  Diagomklen  ^«r  entokhewdm  Vierecke  Mt? 

in  Ämi  Durchschnitte  mit  teijenigen  JJnIrtt  verlängert,  weldl^ 
man  vom  Pole  aUvS  den  znsammcngeh«)rii;en  Diagonalen  parallel  geio^ 
gen  hat,  alle  diese  Durclischnittspunkte  auf  einer  und  derselben 
liiraden.  der  gemeinscbalilichen  Asymptotenchötde,  liegen,  die, 
io^.^'aile  ^tt  I^CfiljeUtivt  jener  beiden  Lioieo  eine  (fritl^e  Parallele 
iaib  und  ai«J^  abarbaoiit  in.  jeflemi  Falle  nmnitlelbiir  ii  ffriori  alff 
Aaymptotencborde  des  gegebenen ..  Syal^mes  selbst  coDatniirev 
lässt.  Da  unter  diesen  V^crhältnissen  auch  die  Polare  aller  auf 
Systeme  li^erader  Linien  reducirter  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe 
Grade  und  in  unserer  Figur  nichts  anders  ist,  als  die  durch  dei^ 
Durchschnitt  der  Jieiden  Graden  des  gegebeneu  Systemj^  ..Üßt 
Asyniptotencborde  i»arallei  gezogene  Ltaiie»  welche  naoi  dem Vra- 
her^^lb'  lAirchschnittspunkte  der  Dlligenalen-  «ntCr'Wdx'  Mhal- 
ten  WMü^s'Meo  baben  wir  folgende  alte  i   '  '  ^  '    ^  n  id 

,1V  Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  Secai)ten.,durcli  zWef 
Geraae,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  der 
entstehenden  Vierecke  auf  einer  und  derselben  jGeraden.  Sind 
jene  zwei  parallel«  so  ist  es  auch  dieae.  ^ 

2)  Zieht  man  (Taf.  IX.  Fig.  15.)  von  einem  innerhalb  eines 
Winkels  liegenden  riinkte  {f^  aus  beliebige  Linien,  ^vovou  also 
je  wei  die  ocfienkel  in  vier  Punkten  treffep,  liegen  die  Durch- 
8cbnitt£ipunkte  der  VerbiDdungslinien  dieser  letzteren  auf  einer 

-  i|^d,  jivi^^^  die  W&^elepitze  gehenden  Geradj^n  .(CJw), 

welche  parallel  der  Diagonale  des  von  ocn  Schenkeln  U9a  dedi 
Flankte  JP      viertem  .IJ^fkpankte  gebildeten  Payfa^lg^nypmefi.iail 

3)  Zfebt:  tean  (Täf.  IX.  Fig.  16.)  von  eineih  wlllkührliehea 

Punkte  aus  nach  einer  festen  l/inte  (Ali)  beliebige  Gerade  und 
vervollständigt  die  dadurch  entniebenden  Dreiecke  zu  Paralleln- 
grammen,  so  liegen  die  Werten  Winkelspitzcn  derselben  in  einer 
Geraden  {mn),  welobe  der  gegebenen  (AB)  parallel  tat.     ntxr^  • 
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'•\  Aus  dem  in  (VI)  §.  2.  von  ähnlichen  KegeUcbnitten  betagten 
fSSNft,  da  man  Systeme  rttn  PkiHileHi^ien  ^ntit  Hyperl^hi  und  MtOf' 
mm  wmnwfmmmri$m  lptM».iiro  dm  di^^riige  |>iagonaIe  iles  e«jtr 
8teli»nd«n  Panülefogrammef , .  welclw  ^  &^(W¥  I^urch^ichnUts- 
punkte  des  ersten  Systems  mit  dem  zweiten  unter  sich  verbiii<let, 
die  Stelle  der  Chordaleii  vertritt,  dass»  die  Asymjitotencliorden 
derselben  für  einen  ganz  wilikührlichen  Pol  sich  aaf  dieser  Dia- 
gonale schneiden.  '     -  "J'-^i  .  r, 

Setzt  man  zur  Abkürzung  z.  ü.  1. 1.  für  den  Durchschnittspunkt 

der  Geraden  1  mit  der  Geraden  1,  so  hat  man  in  Taf.  IX.  Fig.  17: 

;    •      •    .1.1.    .  '       .     .  ; 

Die  VerUndniigsUBie  twi  1.3  mit  111.1. 

1.3  mit  11.1 


schneMcfB  sieb  In  eimot  Punkte».'  oder  man  erbllt  aUgemein  deu 
Satz:  .  I 

,,Theilt  man  (Taf.  IX.  Fig.  18.)  ein  Parallelograinm  durch 
zwei  den  Seiten  parallele;  Linien  in  vier  kleinere .  ro  pehen  fVie 
Diagonalen  dieser  letzteren  und  die  daz>visehen  hegende  des  erste- 
reo"  entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt  oder  siptl  ein- 
ander parallel",  eine  Verallg^meiuerung  des  durch-  Tai.  VUl. 
F%.  a  h  vaninAlIrbten  Saties. 


•11 


Es  würde  zu  coroplicirt  sein,  die  allgemeine  Gleichung  der- 
jenigen Curre  m  entwlekeln,  H^elelie  voh  den  Asymptetwicliflrde» 
elM  -Kegelselniitlee  omhtllH:  iifM,  friniy  «ich  mr-Pol  ebenfalls 
aif  c»nem  Kegelschnitte  he^tegt.  Den  ernsteren  Kegelschnitt- wol* 
len  wir  die  Directrlx,  den  letzteren  die  Bahn  des  Poles  nennen. 
Wir  wissen  aus  §.  2.,  dass  die  in  Rede  stehende  Ciirve  iiumer 
durch  die  Punkte  geht,  wo  die  Dahn  die  Directrix  schneidet. 

Ist  die  Directrix  ein  System  zweier  Geraden,  so  bat  man, 
«renn  yi=f{x{)  die  llahn  des  Poles  darstellt,  aus  den  beiden 
Gleichungen  '  •        '    :     •     I .  i.        *    i    i.  •••  .  i-* 


«nd  ihrer  ersten  JDiffereBaialffleichun^  * 


ZU  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden. 

Hai  die  Bahn  die  Gleichung  jrf/  =  a^,  d.  h.  ist  sie  eine  Hy- 
perbel, irelche  das  System  der  beiden  Graden  der  Directrix  zu 
Asymptoten  hat,  so  findet  man  aui  di«««  VVeis<^  £iir.die  gennrhla 
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Curve  die  Gleichung  xy=  -^,  woraus  erhellt,  das«  sie  elue  der 

vorigen  parallele  Hyperbel  mit  densell>erj  Asrn)|^teo  ist  und  ?00 
letztereu  blos«  halb  so  weit  absteht,  ai^  jene. 

Hat  sie  die  Gleichun?^  einer  Parabel  y^-=pxj  so  ist  die  der 
Curve  — Apx ,  verhalt  sich  also,  bei  vierfachem  Parameter, 
im  eiitgc^eugesetzteti  Winkel  ganz  analog  zu  den  beiden  Gera- 
den der  Directrix,  d.  h.  hat  die  eine  zur  Tansente,  die  andere, 
durch  den  Tangentialpunkt  gehende»  cum  Durcnm^wer. 

Für  den  KreU  if^-{-x^=.\  resultlrt  die  Curve 

5  

Für  «ine  Gende  ^  =  cur-f6  ergibt  sich  die  Gleichung  der 
Pftcnbel 

(y  +  aar)''— 26(y— iur)+6*=0, 

welche  das  System  der  Directrix  in  den  beiden  Punkten  tangirt, 
wo  ee  Ten  der  Bahn  de«  Poles  geschnitten  wird« 

Wird  in  dieeieni  Falle  Ä=0,  d.  h.  geht  der  Weg  des  Pole» 
durch  den  Anfangspunkt  (seine  Gleichung  wird  o=aa;)»  so  Ist 
die  Gleichung  der  eingehüllten  Linie  ^=:-^iLr.  in  dleseoi  Falle 
laufen  aber  die  Asymptotenchonlen  parallel  oder  schneiden  stell 

in  unendÜxiher  Entfernung.  Um  also,  wenn  die  Lifue  y^ax  se- 
gehen  ist,  die  (Gerade  «  =  —  ar  \  v  für  einen  beliebigen  Coordi- 
naten winke!  und  ein  beiiebige.s  n  zu  eonstruirea,  hat  man  h\o^ 
die  Asymptotenchorde  eines  ihrer  Punkte  zu  verzeichnen;  is<i  die 
Gerade  ^fri^or -f- gegeben,  so  lege  man  durch  den  Ponktt  wo 
sie  die  eine  Axe  schfieidet,  eine  Parallele  au  der  andern  «od  f«r 
fiihre  sodann  ganz  wie  yorbln  für  diese  neue  Axe,  d.  h.  man  coii* 
stniire  zu  einem  heliehrs^en  Punkte  der  Geraden  dai«  CoordinateO' 
paraUelogramm  und  ziehe  die  andere  Diagonale  desselben. 

Es  ist  demnach  (cfir.  {.  3.)  die  Linie  y^'-ius  die  Polare  eines 
jeden  Punktes  derl>inie  tj—ax,  welche  Beziehung,  wie  sich  durch 
Constnu  tion  des  Coordinatenparallelogrammes  für  eiiken  belieliieen 
Punkt  <ler  ersteren  leicht  lieonietrisch  nachweisen  lässt,  reciprok 
ist,  und  wir  können  iulglich  die  durch  Taf.  IX.  Fig.  iX.  und  Taf.  IX. 
Fig.  15.  Toraestellteo  SStse  In  dnen  allgemdneren  sosammenfassea, 
derin§.64aerM£ntwickelungen"  auigefllhrt  ist.  Doch  auch  dieser 
letsteroliMtaleh noch  erweitern.  Nimmt  man  nimttch die  heiden  Gera- 
den y  —  nx,  y~  —  rr.r  zu  Coordinatenaxen ,  so  werden  die  ur- 
sprünglichen Axcu  sich  jetzt  eben  so  zu  einander  verhalten ,  wie  jene 
früher,  und  daher  auch  durch  die  Gleicbunc^en  yz=:bx,  v=^—t)X 
dargestellt  werdeu,  wo  6  leicht  aus  o  au  oerecboeo  bt  ).  Alles 


•)  Ks  rcdncirt  «irh  (dieses  namlirTi  auf  die  tri^f»nomelri«che  Ln«onf 
der  Aufgabe:  Wenn  dif  lipiHen  Winkel  pfg-oben  «ind,  weiche  die  eine 
DiagonMe  eoie«  ParaUeloframme«  mit  dea  SciUn  bildet,  die  aaalogfft 
d^p  andwn  Shigsnalo  an  hsisehnsn» 
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dieses  lasst  sich  durch  Constnictioii  de«  Coordinatenparalielogram- 
mes  UD(1  seiuer  Diagonalen  obue  Mühe  geometritich  zeigen. 
.Himns  MfMt  sieh  •ehüciettch  iw  Saii: 

,,Dte  Diagonalen  eines  ParaUelograni nies  und  die  durch  ihren 
DurclMclioittspiiiikl  den  Mton  der  rlgur  parallel  ffeso|;eiieB 
raden  bilden  ein  System  von  vier  Linien,  welches  die  Eigenschaft 
bat,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  dersel- 
ben auH  zvvf^i  Gerade  zieht»  weiche  entweder  die  beiden  zu  jeder 
Seite  zunächst  liegenden  oder  die  erete  und  dritte,  nach  dersel- 
ben Richtung  hin  auf  sie  folgenden  Linien  in  vier  Punkten  schnei- 
den, die  DurchecfanUtSfrankte  der  Verbindnnnünlen  der  lelsteren 
Pbilkte  «nf  der  iweitfolgeoden  liegen.^  (Tel.  IX.  Flg.  19.). 

Dieser  Satz  muss  auch  dann  noch  gelten,  wenn  diese  Ver- 
biodQngslinien  parallel  sind.  Betrachten  «nr  In  Taf.  IX.  Fig.  19.  den 
Dreieek  Omn,  dessen  Basis  fnn  offenbar  in    durch  OAkmIUrt  is^ 

so  erhalten  wir.  da,  wenn  m'ri'  dieser  Bnsts  pnrnllfl  gezogen  ist, 
die  Geraden  m'n  und  inn'  sich  in  (mhoim  Punkte  der  Hall)irnnu:8- 
linie  Oq  schneiden,  den  bekannten  ^atz  (Magnus,  ^animlung 
von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie.  §.  8.): 

M  Bewegt  sich  auf  einem  gegebenen  Dreiecke  eine  Gerade  t»o, 
das«  nie  fortirährend  einer  Seite  parallel  ist  nnd  verbindet  man  die 
bdpnnkte  der  letzteren  mit  den  Punkten,   wo  jene  die  beiden 

andern  Seiten  schneidet,  8o  ist  der  Ort  des  Durcnschnittspunktes 
dieser  Verbindungslinien  eine  gerade  Linie,  welche  den  Halhi- 
rungspunkt  jener  Seite  mit  der  gegenüberstehenden  Wiokeispitze 
VCrhiüdet/' 

Ifässt  man  die  bewegliche,  der  Basis  parallele,  Linie  die  bei- 
den andern  Selten  des  Dreiecks  halbiren,  so  bat  man  den  Ele* 
neataiaats«  dass  die  drei  SeKenbaibiningsKnien  des  Dreleeks  sieb 
in  einen  Pwbte  ncbneiden. 
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1,1*  '» 


V   .  ■•MUH 


a    I  t 


Vheorcimes  K^n^riAini  qitf  MinldiifeieHt 
ä  la  r ^Solution  dets  eqoatfons  simiii- 
taneefi^  du  premier  deisrei. 

Par 


MonsieijiE  L[.bbo  iL  Meyari 

de  GfOttingac. 


Lfr«qu;on  aura  un  Domfare  quelcorHjue  d'äii}iiatiQiif  ^eolre  m 
piPfi(  BpnibiK^  d*ij»cQDnues,  OD  fCfiiift  4kmniet.  autant  d'incoDiiiMi 
qu*on  voudra,  et  il  restera  enfiii  uno  equation  dnns  laquelle  il  n*y 
a  quune  seule  incoiinue  (jui  sera  determineo  par  cutto  «quatton. 
La  methode  qu'on  8uit  ordinuirement  pour  resoudre  des  equatioos 
liD^aires  devient  impraticuble  pour  ud  eraod  noinbre  d'inconnues» 

5ui8qa*il  faut  re|)eter  le  mdtne  procäd»  autant  de  fois  qu'il  y  a 
'inconnues.  D'ailleore  eile  ne  condnit  pae  k  ane  expression  sd- 
nöraln  des  iiiroTinucs.  Or  ce  sont  de«  expressions  genernlcs  qn  on 
cherche  dans  laii  ilyse.  C'est  ponr  cela  que  M.  Cauchy  a  ex- 
pose  une  autre  methode  dans  t»an  Cours  d'analyse  Part.  1. 
chap.  UL  La  valeur  des  inconnaes  y  est  represent^e  par  le  rap- 
port  de  deux  produits  donf  les  facteurs  sont  des  binoioes  au  nom- 

bre  egal  ä  — ^ —  *  lorsque  »  est  le  nonibie  des  incoDoiies.  Cette 

expression  est  tres  simple,  niais  il  fant  ohsf^rvpr  qne  ces  pro- 
(hnfs!  iic  sont  pas  pris  dans  Ic  sens  ordinaire:  pour  ijue  re  rap- 
porC  donne  la  valeur  exacte  des  inconnues,  tl  taut  developper  \e» 

Sroduits  et  remplacer  dans  chaque  develoupement  les  exposant 
es  lettres  par  des  iodices.  On  oe  poarra  eonc  gu^re  profiWr  de 
eette  mdtliode ,  k  rooiDS  qa*on  ne  seit  prdalableiiiept  parreeu  &  Tex- 
pression  gdodrale  des  ddveloppenieoui  aeninds« 

A  eaose  de  cet  inconv^nient  j*ai  qaittä  eette  route  poor  eo 
sulvre  une  autre,  qui,  cn  principe,  se  rattache  plus  ä  la  nuuvlie 
traede  par  Beaeat»  et  que  l'oa  reocontre  seuvent  sous  le  nen  de 
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Methode  des  avIHi^lica^evr«*   D'apr^  celte  methofle  on 

nioltiplie  chnquc  eqtiation  par  unc  quantit^  indeternirtH^c .  et,  apres 
avorr  pris  la  snninie  rU*  foutes  leü  cqiiations,  «n  «leterinine  les 
quaiitites  de  iiiaiiiere  qu  ii  iie  reiste  (ju'une  seiile  fies  inroniiues. 
Lea  equatious  proprem  a  deterroiDer  les  quautites  inileteriuiuees 
^lant  da  premier  degr^  par  rajpport  k  ces  fttantitd«,  et  leor  nony 
kn  ätant  nii  de  inoiiis  que  celui  des  (^juatioos  doDodee,  on  i6öm' 
{wi  <|a'en  rep^tant  le  nieme  procede  od  pamendra  k  la  d^ter* 
Biination  des  incoiinuc.«^,  touten  les  fois  que  le  nom])re  des  t'(jiia- 
timiÄ  est  !imit(?.  Mais  eii  lal-JsaiJt  ce  nombre  arbitraire  on  rericontro 
|»lu>«ieiirs  f>l)s(acles,  t>\  Ton  veiit  trouver  par  cetl©  v<iUj  rcxnrcssiori 
generale  des  inconnues.  Eu  tAchaiil  de  ^uraionter  ces  oustacles 
je  Bttia  panrenti  k  quelques  the^rteea  remarquablea  par  lenr  gd- 
■Iralite.  Je  m'occuperai  d'abbrd  de  ces  didoriinea  poor  revenir 
Mtnte  4  la  rdeolutien  de«  dqoBijtiew.  Uftdaiw.  .         - . .  r  > 


Snit  n  en  nombre  eotier  et  positif.  Siipposotis  (juc  cli^eoA 
des  lettres     k,      p^^  repreaeote^juD  dee  nombrea  1,2,^, ».mH. 


FaisoDS,  j^our  abreger, 


■  I    1  • 


Poaooa  V 
ea  aom»  qaelqne  aolt  üm* 

r 

et  \  ' 

■ata  des  dquations  posdes  on  tire 

elooc  la  precedcnle  se  cbangcra  c.o  *  .    *  .  ^ 

£m£pJh,pPp,mÖm=^£kßmPkJi^Hm,kÜm. 

i^eeene  de  plne 

Uh^  =  0  ,    üm,m  =  üi 

.    ■  ^     ■     •  ■ 

k^ik  dtaaf  dea  nombre»  disüncta ,  et  C  dtant  independaot  de 
on  trovTera 
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U  noivEa 

Gr,  etaiit  arbitraire,  1  equaüon  precedente  subsUtera qoel 
que  soit  9pp:  il  faut  done  qu'on  «it 

ce  qui  conduit  au  thöor^me  snivant 
Th^or^me  1.  SoU 

hetk  ^tant  des  nombres  dUtioeU  et  C  dtaot  indtfpei- 
dant  de      on  aiira  de  niAiiie 

Sappoeöos  que        repr^seatent  dee  oombres  entieni  y  ei«i* 
pile  le  sdre,  m-^mß  representera  un  nombre  entier  quelcoomic, 
de  maniere  qu^on  poura  faire  m-i-n^=a.   MalatoBant  ei  lee 
ctkNia  fmp  Fm9  assujetties  i  la  conditioa 

est  eotre  ellee  la  relation 

on  aura  anaai 
im 

DoDC  on  aura 

Th^ortee  IL  Si  «  reprtfsente  uo  nombre  entier  et 
m  an  des  jiombrea  l»2,3,«^ii.  Si  l*on  a 

et 

Ott  aura  piua  g^o^ralemeot 

/a  =  /^o  . 
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i.  II. 


Solent,  pour  tout  ce  qui  suU,  n,  m,  m* ,  hms  fcm*  fm»  qm,  r, 
^»hf  h»  h        nonibres  entiers^  et  positÜs  assujetti^ 

US  COII^tfi#OS 

i+l>A«i>^0,  m+l>i&«.>0,  mH>pm>0,  m+l>^«>0; 
W  \  wNrSO,  n>r'>r— l,  r>ri>0; 

ii^l>i>Ü,  »— l>y>i— 1,  *>*4>0; 
^  2>l>0»  ii-2><'>l-I,  «>4>0. 

Pomus»  pour  abr^ger« 

Getto  fooction  Vf,  liee  aux  conditions 
(4)  5»=  ^»i,  iW+i.. ..»«'+-'.."»*. 

« 

r  H-l 

leiamel^  fonction  disirlbn^e  par  rapport  i  p.  Parell- 
loieat  la  foncfion 


i«a  foDctioD  dlstriba^  par  rapport  &  p»      «i  Toa  a 


m  m 


I  *R 

fi)    t^F.f=5  *^#r+J»rH»  'r+ft»-^»  'r+'rfi,  Vh*-*«- 

D  est  Mdfnt  par  ce  ({ul  nr^t^de  ce  que  «era  aae  föacfion 
diiMMe  par  rapport  k  p,  q,  ä,...  Ges  fencHoBa  distribu^es 
joibaent  Je  plvaieoni  proprietds  doat  oooa  allons  aigaaler  ^oel* 


Ell  vertu  tlu  tbeoremc  il.  leg  equations  (4)  et  (7)  subsistcroot 
^gilcaieBt  toraqa'on  aobstitue  ä 

des  nombres  eotiera  qaelconques.  u  en  sera  de  mime  par  Tip- 
port  k  pr^t,»**pM»  ff+iM-Ya  ^M»  lea  ^aatioaa  (7)  et  (8),  mala 

Theil  XIL  IS 
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\e8  lettrcs  pr.  qr  dans  les  meroes  equations  doivent  rester  a*su- 
jetties  aux  relations  f^),  puisque  pour  elles  les  cooditions  da 
tbäor^me  II.  ne  sont  pas  remplies.  üoe  pareille  «xteii^ii  atia 
applicable  a  plusiears  dee  ^oanootf  auivaotea»  et«  commele  tb^  j 
rime  II.  suffira  pour  Indiquer  dans  quel  ca«  cctte  eKtension  spn 
permise,  il  ne  sera  pas  necessaire  de  le  rappeler  pour  chaque 
tbnoiile. 

m  m' 

L'equatiou  (5)  loiirait  ie  moyen  de  reduire  la  fonctioo  V  k  V 

et,  par  suite,  k  U.  En  effet,  soient  Ow^  et  ««»^des  soMbres 
entie» ,  doot  cu*,»  vi^rifie  la  condition  | 

(9)  m'  +  l>««',«>0; 

alors  «M%M+m'«»',M  poaiTa  fepnMenter  tont  nonhre  entier.  Dose 
il  sera  permia  de  poser 

(10)  Om'-i»»  -|- pm*—am  ,m  i-  Vi'  Om*^  > 

et»  si,  en  particnlier,  on  suppose  ab^wssO,  et  qii*on  fait  Hwi,* 
=0,  on  aura  encore 

A  l'aide  de  ces  relations,  jointes  an  dqaafioiis  (3),  (4),  oo 
ddduit  ais^meot  de  IVqnation  (jS) 

mm'  • 

(11)  U,  =  Ua^,^^  r«.+i,  J»« +4  , ... P,=  ^'m,mi 

et,  Hi  1  on  pose  en  oatre 

bmf.my  ßm',m  etant  <}e.s  nnmitres  eiitiers,  ou  trouvera  egalement,  AU 
oioyeo  des  equations  {ü),  Q),  (b)« 

«Hl'  « 

Suivaut  les  relations  (2)  on  a 

et,  ioisque  B  repr^sente  0  oa  1,  oo  a  de  in^o^e,  ! 

2f+2>A-.+l+ÄÖ>l: 
on  penrtay  par  aoite»  d^terminer     de  mani^re  qu'oii  all 

d'eil  Ton  tire  | 

I 
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De  plitö«  on  a 
daoc  OD  ponrra  fpaiw 
0»  qui  doDuem 

Ein  obsenant  (ju'en  vertu  des  relations  (2)  1  equation  (5)  sub- 
■ttwra  «i  Tod  ebange  r  en  s,  on  eo  dtfdntt 

•tt«  aiüviiil  i'^qitalioa  pr^oMente, 

et,  ayant  ^gard  k  f^qmtioii  (4),  on  iura 

•  »+1 

Bd  se  aemut  de  retour  de  T^quation  (5),  qui 
coro  li  l'eb.cliiuP9e  r  ^  mim 

•  «4-2 

maia  on  a 


dnic'  U  vieiidf«,  «D  4g«rd  ä  l'^iimitioii  (4) 

Nous  a%'on8  deja  remarque  qu'en  vertu  du  tlieoreme  11.  il  sera 
Dermis  de  substituer  mi  iiombre  entier  quelconque  k  pr-^i  daoa 
loqiiation  (5) »  en  y  joi^oaot  que  i  ou  a 

on  dddott  de  la  prMdente 

üf^üf^^^  P^l+f^,  P»^„.,P; 

et,  sttivant  les  mppomfioiin  fidten  d  daaena* 
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En  y  appliqnant  encore  T^uatioD  (Ö)»  on  obtiendra 
Ot,  OD  a  posä 

a*oii 

donc,  ä  i'aide  de  Täquation  (4),  on  arrivera  enfin  a 
De  oette  ^qaation  on  ddduit«  non  «enlemeot 


niais  encore 


Ott»  «uivant  lequatioD  (11)» 

(14) 

■  t 

Möns  ferons  dans  la  suUe  un  frequeiit  Lu»<u;e  de  ceUe  equa* 
tion,  c'cst  puur  cela  que  nous  remarquous  qu'ea  vertu  du  thio' 
rtae  11.,  joiDt  auz  dquafions  (3)  et  (4) ,  eile  subsistera,  lorvqu'on 
soluititae  dos  nombfoa  entiora  quokooqMi  h 

mais  qall  fimt  qao  lo  nonbra  ooHot  /v  -f  t  veile  Vd  ^  Is 
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{.  in. 


Soit 


mm  tu 


imefouctioD  di^tribuäe  par  rapport  a  |i,  ^;  od  auri^  oo»  «euiemeut 


m  m 


■ato  eneora,  «uivaiit  requation  (14),  ' 

DelefminoDS  la  fonctioo 

m  m 

pai  leg  equatioiis 

I>e  ce^  ^quatioDS  on  deduit 

,r4-i  r  r-l    r,  r, 

^^^^  )r+l  r,-,     ,  . 

-I    L  ' 

«      d».  r^tion  (19) 
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rj  l  rj-i 


eqiiations  qui,  conjointement  avec  les  dcux  prucedentes,  sont 
ferweed  dans  les  suivaute«: 

(20)      S^""^'-  P^+^-.l^-'i*»',. «i>  ' 

im  m_ 

d  ou  r.n  conclut,  eo  vertu  du  th^ortoe  »^-JI^l^^I^T^ 

dans  les  dquatioos  (18)  et  (Itt). 

Substitnons    en   consequence   P'  +i ,  ^^^f 

•:         .  ' 

obsemiw  <|iie.  mmwi  les  equations  (17),  P,  P» 'estent 
inalterees  par  cc»  substit^tioMl,.  M  que,  •olTiwt  T^^im  (l® 


OD  a 


Ott  obtiendra 


1     •  t  1 


Ott»  en  combiuaot  ces  equations  avec  les  deui  pr^c^denli«, 

 (21)  .  • 
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Lors4|ue  la  fooction       satiöfait  a  i'^uatioD 
00  T^rifi«ra  aU^meot  la  formtila 

pour  toat  nombre  euüer  a,   En  vertu  de  cette  fornnle  i'^uatioo 

ne  sera  pas  alt^r^e,  si  Ton  sub^titue  |?», —  1,  1 — 

Jans  r^aatioo  pr^Meote,  od  reconoaltra  que  oaiia  le  «scood 

membre  o  se  cbangera  eo  — o  par  la  premiere  Substitution  eu 

vaiki  de«  dqnatioos  (21)»  pnis  — Q  deviendia  de  retour     par  Ja 

•i 

seconde  Substitution ,  de  roani^re  qtie  le  facteur  o  restera  Ic  m^me 

•i 

pnr  la  (!ouMe  Substitution.  Le  facteur  P  ne  changera  non  ploa 
«uivaat  ita  equations  (17).   £n  observant  encore  que  Ton  a 

♦  <  ■ 

el  ayant  egard  an  th^or^me  II.  et  aux  ^quatlena  (16),  onttoavera 
aweeahrenieDt 

•  \  i 

fit 

'•i+i'*'»i+t»  V+i**^*!-***  V*ft»— * 

«loü  il  aoit  que  par  ia  double  Substitution  le  produit  i^^ne 
<^Wgm.paa*  Kofi»»  lea  autrea  faclema  i^/  P,...^^ne  conte- 

Jjnt  pas      .  h,  9.  ,  V'.Ji  >  rcsteront  les  iiiemcs. 

^  Toit  tioiir  qiiu  par  Ie8  su))Mtfttifi(>n.s  indiquec8  ie  sprond  membre 
chaogera  päd«  taodisque  le  preniier  menibre  devieodra 
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on  mira  par  conaöquent 

(23) 

On  d^montra  de  la  mtae  manidre  r^ation 

et,  pnisqii'il  ^uit  des  f»qiia1ions  (19)  ia  foBcUoa    tt  et^l  IB- 

4v|jeiidante  de        011  uura  eocore 

d*oü  Ton  conclut  que  G)  ^era  egaiement  iudependante  de  9^.  Maio- 
ttnaot  il  auit  de  PeqaatioD  (23)  que  8  aera  independante  de  ^«.4^ 

touttis  lea  folb  quelle  est  iudependante  de        et  (/«,4^i«    Or  («> 

eat  inddpendante  de  ,  :  donc  eile  ea  aera  pareUleBient  fiar 
rapport  a  ^  9«>-9«.43  <>n  P*«"  nipport  i  P^i»- 

qu  on  a  £>«|>  1.    En  y  joignaiit  que  d)  est  ind^pendantc  de  qi, 

011  en  conclut  que  o  est  Inddpeodante  de  ^i*  DtBC 

iorsqu'oD  po«e 

■I      m  in 


ou 

p=5, 

ai  Ton  fait  an  eitre  ^ssi. 

II  sait  de  ee  qui  pr^ede,  en  ayant  ^gard  am  dqnatleii« 

(19),  (20),  X2t),  m>  loraque  p  aei»  ddtembii»  par  1« 

dqaatieua 
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«n  nm  de  m^nw 

r+l  r  r 

(26)  P=  P, 


(28) 

t  i 

Ajoutons  uue  uar  6uiie  de  ia  forniule  (22),  ou  deduii  de  Teaua- 
liw  (26)  . 

41      •  t 

t.  en  otiftervant,  que  P  est  indepeudant  de  g^,  on  en  tire 

mm 

PdU,  lorsqo'oii  change  p*^i,  eo  1— p«^,  +Ptf2  daos 
U  |iiciiii4ie  de  ces  «^qaation«,  et  qtfi»  9«+2  en  1  — ^^«i,.  o«4., 
iftf,        Tavtret  il  vieodra,  en piofitael de«  ^qaaüoiis  (17),  (28), 


et,  eontme  dM  lelafioiw  (2)  il  mit 

maui^e  que  p|  =  l,  Oi=l,  on  dödiiira  de  ia  uremiere  de^^ 
^qiriioiis  (26) 

f^=— 1^i-Pj .  Pi  +P4,  P, , ...P«,  «1 ,  «„  • 


346  • 

r  r 

(29)       |P^~'^*"^»',Pr^r+i,Ma»-'*»»'r.  «Hi,-'». 

00  aura  suivant  (26) 

r-fi  r  r 

Em  verta  de  Ti^juatioa  (22)»  cett»  ^tiatioD  ne  sem  |M  att^ 
en  rempla^ant  /?r,  prit       ^^-pr,  pr^Vr^i^   Faisant  ceU  ei 
observaot  qae,  «eloo  Im  öqiiAtioiis  (16),  (29)  jolntes  an  thtoviL, 


OH  aura 


r 

9 


r 

r 

U  vieodra 

r4- 1  •  r  r 

doRC  OD  aura 

d'oü 
ou 

Ajoutoiw  qne»  tofsqn'oii  fiJt 
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SA7 

9  Uni  0  ou  ]  sumnt  qo»   fjr^gr^y  est  infifelMr  ou  6U{i4- 
liaar  4  r -f  1 ,  il  faut  qne  ^r+i  et  i(:rii  soient  des  nombres  distincta, 
'srine  r/r  n'est  ni  0  oi  r-fl-  Sona  cotte  coMiitioo  i'^uation  (90) 


se  rMoira  a 


FoMitt  enfin 
«0  am,  iaivant  r^uation  (20)» 

P*=-2:,^  -^i»»-!         ^P»^  ,P„,        «  Pp«^  ,P, , »«-1 ,  • , 


«n,  iidfaiit  r^tiuilioD  (23), 

H-»  •  n-l 

Mais  dat  äquatioiia  (IC)  on  d^dait 

1  n 

eti  i  Taide  des  equatiuns  (27),  (29),  on  trouvera 


dooc  r^quaÜon  pr^cedente  se  r^duira  ä 

m  n— 1  »-1 

«0*  4  eanae  de  Täquation  (26), 
avona  par  consequeut 

n       n  n  n 

^'«^  ä  aih  qua  la  aomnia 


t 
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indepeodante  de  gu>  et  ai  i  on  pose 

«£1  m  » 


an  aura  auM» 


•4-1  n  n  n  n 

^qiiation  qiü,  jointe  k  l'equation  (26)*  donnera 

Soimt  cette  equatioo  et  l'eqiutioo  (31)  od  aiua>  p»t  «uit«. 


kri^  et  r/r4^|  eUüt  des  nomlires  dUliücU,  ei  p  eimit  iDdepeadant 

^  9Hi '  <loae  M  am  de  m4me,  en  veita  du  tMrtaa 

Ö=^fr+i  ^^+1,  Pr+«,M.''«,  «14-1, 

Ar-fi  et  pr-i-i  etaiit  de^  aombrcs  dmtiucti»,  de  sorte  qu  ou  ^ouiu 
faire  I 

^  ^tant  0  ou     ce  qni  changera  Täqnation  präc^ente  eo  ' 

~~    'r+l     ''r'^^'r+i*  ^rf^»«**^«*  '''41»  *r-f^»»«»'» 

Ajoutons  encore  que,  piiisqne  des  relatiooa  (2)  U  auit  Pi^K 
911=1,  on  aura,  en  vertu  de  requation  (1), 

•t.  p«r  •uit«. 


Digitized  by  Google 


£o  oombliumt  celte-ct  k  T^uatioii 


OB  tronvcm  mfin 


flH'I  W  TO  « 

Ell  resnmant  les  resultats  auxquels  nous  ftommes  parveuus, 
OD  pourra  ^ooncer  le  thäorAme  suivaot 

Th($oröme  ni.  Soit  »  an  nombre  f>nf!Or  et  positif. 
Solent  m,  r,  s,  m'»  s',  des  noiabres  eotiefa  afisujettU 
aux  cuailitioos 

n+l>m>0,  «>r>0,  n^lSs>0, 
fi  +  l>m'>iii— 1,  »-1>*'>#— 1. 

Soit 

n      tn  tn 


<  ■  ■ 


one  fonction  dUtribntfe  par  rapport  k  p»  f*  Ddteraii* 
aona  lea  fonctlona' 

P  et  PäPp,j  =  Pj,^^  i'w-l-l,...!'»,  ««,  Vm-f-ii...fk 

pat  les  dqnatloas 


On  aura 

m  m 

TT» 


<34) 


r 
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(36) 


• 


mm  f»  »• — i    1  1 

=  Pp=Zg^  -ig^  ....  -S,.  P  P..,Pp. 


5-  IV. 


II  suit  da  tb^fM^me  pr^^eat  que»  loraque 


mr^sente  une  fonctfon  distrilni^e  parVapport  kp^  ^,  at  qo*M 
detormine  lea  fonctiona 

p«r  Im  4qiiallMM 

(38) 


OD  ania  paraiilemeBt 


3Sl 


(43) 


m  m  mm— I   i  i 

=^9^  Q  (Ü='^q^  ^^^^ ...  -S,.  Q.Q  ...  Q(a  . 


m  m 


Bi      fn  m 


On  reconnaftra  que  U  sera  une  foTiction  dlstribu^e  par  rap- 

port  k  A,  Pf  eu  Yertu  des  equatioos  (36),  (37).  (43)j  00 
aora 

^*r+*f+i,  ''f+if  J'r+t»'.  ''>i»  «r+i»  «r+*,  ...  Is  ^' 

*  f !                    mm  ' 

Ton  dödait  «ncofe,  eu  aytot  ^ard  i  l'^quatioii  (22)» 


3Si 

üe  plua,  ai  !'«•  Cüt,  poar  abf^gw, 

am'^m»  6m%ni  ^taot  assujettis  ans  cmiditioiw  (9),  (10),  (12),  ob 
tuen  dem  deox  pröc^ftotes 

Ce  n'est  pas  tout:  en  observaot  qae  des  dquatioM        (36),  {40^ 

{41),  (44)  il  äuit 


a  « 


et  ayant  tfgard  ä  r^oAtioo  (22)«  «o  dddidt  abdmeat  de  T^aa- 
tion  (45) 

d'oft  roB  tiie,  nm  eeiilement 
nais  eaeora 

Eosiute  on  tromrera,  au  moyeo  de«  frquatieo«  (1),  (22), 


r'+  i 

doD€  oa  aora,  en  ▼erto  des  ^nalioM  (46),  (46), 

Suis,  eo  observant  que  Ah^^wss^^  «t,-  par  auite,  Sf^nr^Sr^t, 
▼iendra 

Od  aura  par  consc^quent,  oou  seulement 
mais  encore 

et  qoi  conduit  a 

00,  auivant  rdquafioa  (47), 

et,  ea  partiGiitier, 

m 

4*00  eacora 


lyant  po6e,  pour  abreger, 

fii/=l  *2»3*«.ia* 

Rdnarqoona  qua  Ton  a,  auivant  i'^nation 
Thea  III. 


2S4 


[lour  tout  MMobie  «afler  «;  4o«c  o«  poam  dMenriMT  «  *e 
■Mre  f  u'on  ait 

•t,  «i  Tod  d^termlDe  fai  fondion 

«in  m 

p»r  l'^ofttitm 

m  m 

on  aara  en  mtee  temps 

(40)  5=Ä,17*„,...„*,„,; 

d'oü  i  üij  voit  4ue      sera  indepciidaiit  de  Ämt  Äf»4.i,...A»» 
observant  que  Ua,]..«  est  une  foDctioQ  4uifcnl^^  ^ 
Ä,      </,  il  rösulte  quej^en  fera  jpareillei^t  p«r  nppoirt^&|«i f 

MaiDteoaDt  od  tire  de  l'öquation  (40)  *\o:>\v»  ^ 

equatioii  %ui  pur  l  «quatioa  (49)  se  retluit  a 


ou.  A[  nc  cuntenaut  paü  'V  ' 

51  dooc  OD  dctenuioc  Ics  iöuctions        ^  . .  >  - 


par  Im  ^oaHods 
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il  vieadri 


Uodift  que  i'^quation  (47)  doooera 


1  mm 

Tn,m  =  Ä  Ä  > 


1 


V.W — Wij 

t»  qni  eiiange  T^nation  (48)  en 

(51)  ile:27,^ir&. 

Ajonton»  cdüd  qn^  Ton  tiie  de  la  seconde  des  ^qoationa  (44) 

<ff  ao  a 

et  par  aiiite 
d«Dc  OD  aiira 

T 

et  Ton  voit  quo  U  est  independant  de  k^,  Jlc^,..,ku9  d'^ü  U  »uit 
qne  l'i^quation 

donoera 

(52)  K  =  il=p. 

£o  comparaiit  les  dquataoDa  (51),  (62),  jointee  k  robaervaliett 

m 

i^ue  repr^sentc  uuc  fonction  distr'ibuee  par  rapport  ix  p,  q,  aux 
lelatiena  poe^es  dans  le  thderime  III. »  il  rtfanltera  qne  31  dopend 
de  IC  de  1a  m^rae  manlere  que  P  de  oa  que  &  se  dddiiit  de 
P  en  changeant  P  en  K\  eneorte  que  les  dqaations  (3S(),  (34), 
(35)»  (30)»  07)  enbaiateroDt  eo  remplacaot  P  par     et  p  par 

Renarqveos  encore  qae,  loreqne  lea  fenctioiis 


mjim 


356 

seroDt  d^termiuees  par  ies  ^quatioos 

1        1      «»+1  "»  > 

on  aura  aolvant  Ics  tfqnations  (51),  (5*2), 

n-f- 1       m         m      ^  m 

d'oü  il  8uit«  eu  verta  des  equations  (50), 


Oo  condut  (loiic  qae  r^eiproquement  les  equations  (50) 
rant»  loraqu'on  attra  poae  les  ^uationa  (51),  (52). 

Ell  elitninant  U  et  Vi  k  latde  des  equations  (44),  les  formu- 
les  trouvees  conduisent  au  theoremc  feiuivuiil. 

tn  rn 

Tli«4orenie  IV.  Soieiit  Pp,q,  Qp,q  des  fonctions  distri 
buees  [hif  rapport  a «y,  et  iieterminoiiä  la  fonct'^on 

mm  m 

par  röqaation 

*  " 


m 


aiors  K  ne  d^nendra  pas  de  km^  /im-^i  t  —  hn,  et  eile  eera 
une  fonction  atstribuec  par  rapport  ä  p,  q, 

0  etermi  n  o  Ii  s  d  pius  les  lonctions  p,  Pp.*; ,  (D,<D^,f 
par  les  equatioiii»  (^^)>  ('i^^.    FaisoDi»,  poiir  ubreg^r, 

M      ni  fn 

•I  poaaos 
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Ob  aura 

1        I      m  \  i  m  m 

Ä  =  P,  Ä==:-£p„irÄ, 

oa  K  d^duit  de  p  en  cbangeaDt  P  eo  K,  R^cijuro- 
ouemeiit»  lora^ue  Rae  dädait  de  p eBrempla^aiit  Ppar 

en  8orte  quun  aura  les  deux  dernieres  ^quations» 
les  deux  ^qnattona  pröcödentea  aaivront  en  cobsö- 
queoce. 


La  aomme  Multiple  daoa  le  aeeaad  memlire  def^ttattan 

contiendra  plusieurs  ternies  egaux  h.  cause  dea  ^qaatioos 
(35),  (40),  (41).   Le  nombre  de  ces  termes  sera  precisement  ögal 
k  (m— donc  ceftc  eqiiation  n^aura  atteint  la  forme  la  puia 
«mple  que  iorsque  le  diviseur  (n~-m-|-l)!  aura  dUparu. 

DdtmiiiiaBa  i  eet  efet  le  Mibfe  entier  Im  par  lea  dqaa- 


($4)  4=«+l,  ^+,=4+Är+x; 

et,  ayaiit  fait,  pour  abri^ger. 


in  m 


posoo» 


(55)  il,.,,=  <P,^^,  £  1^, 

^«  stallt  vn  aigoe  d*operation  d^termin^  par  l'dquatiea 


Ed  poaant  de  plu» 
(W)  M.,=^  ^ri. 


3W 

Ott,  iaivanl  (M), 

•I  »yiDt  ^gvd  a  Im  fecMle 

flMSsA  yyrj  9dJ 


ou  truuvera 

(58)  if.,r  +  iW«-!^  +  ...  +  iWr,r=  <Pr+i  £      V . 

(90)  2^4„=Z  Z  A^, 

l  ^tjint  un  nombre  entier  et  positif.  AjoutoDS  que,  les  diff^renc^ 
^p^t  etant  egales  ä  i'unite,  1 — p,  g  represeiiteront  des 
nombres  entiers  et  positifs,  et  dans  U  forowle  (i^d)  iU  is^root  lim 
ans  oooditioDS 

Dooc  daiis  1  exprei»i>ion  % 

x      ir  ...  ^  V 


ou»  ce  qid  teviMt  aa  mime, 


0rV 


tm  ^  km  seront  des  nomlms  entim  et  positifii  Ydrttant  let  c«a* 
ditiaiw 

(61)  /«  >  Ar«  > 0,         >  ^r'> 0; 

•(»  CB  vertu  de  la  feriDide  (59)  jointe  k  Idquatiea  (54» 
«loa  prdcddeate  ae  aaia  paa  alMrde,  al  daaa  la  foactlon 

r  r 

r»  r-f-i»...  M 

deox  tarmea  conaaeotlfii  de  la  aalte  * 
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m 

»eronf  jiermutes ;  et  puisqn'oii  poom  repetfir  la  pcrmutatioo  au- 
taut  fle  Uns  qu'on  voodn,  il  aera  permia  de  utnutm  dew  lär- 
me« queicooquea. 

Sl  maiDtenaot,  en  obaervant  que  /r'^lr'+i— iSrr'+i ,  oo  deduit 
de  f  di|iMitfioii  (05) 

(62)    .Vr.^=»;+,^  *'''+'+*r+V-V+,.*r+,.VH-*-. 
00  recoimaltra  ipi1l  aera  pamüa  de  pemmter  dana  reipreaaian 

i —1  •    •   •^TÄ»  »rat««»  • 

du  seeood  nembre  de  rdqnation  prdcddeate  denz  termea  de  la 
saila 

DoBc,  ea  pennvtaat       ti  U^^,  et  ebaenraat  que  pai  cela 

^ +« — ^ = ^«+1  +  ^a + + fc* +a 
ae  aera  paa  altdrd,  II  vieiidra 

PoU,  comme  Arff /« —  /«.^a  se  changera  en  lorsque  k»^ 

•ifa  remplac^  par  /-«-f         od  deduit  de  Ja  pr^cedente,  k  Taiaa 
de  la  forniule  (60)  jointo  k  rdquation  (56), 

*'+i^=<PhiV^*  '^'^•'+*H-V+a.*.'+a.W.*^+iMW.'4e,.>a. 
«a»  auivant  Ica  dquationa  (94),  (96)/ 

Dapres       (jui  a  ete  dit,  cette  equation  oe  «era  pa«  ait^ae  ai 
^aaa  la  fuiiction 


uiyiu^ed  Dy  CjOOgi 


360 

les  t«nMS  'dtr  la  soH» 

1  f       ...  A:«»    » 4«  >  Ali»  ^ , ...  Ab 

seront  permutes  d'une  maniere  quelconque.  8i  donc  od  remplace, 
au  moyeD  de  pernintations  saeeeamwe^,  lern  temc«  da  oetto  mie 
reapecttvemeDt  par  lea  auiraiites 

♦ 

ce  qui  cbangera  , 
+•  -  Äi=*^H +^+a+ + +a 

en 

r^aatloD  präcödaota  ae  r^daira  k 

m 

(63)  Jir^+t.»= ^ ,  -1-1 +V+»,V-Hi,..*.. 

En  particuUer  on  d^ait  eocore  de  l'^quation  (62)  jolnte  k  Töqaa- 
tioa  (54) 

d*oü  I  on  tire»  en  ae  aervant  conjointement  dea  formuiea  (59),  (60)> 

I 


on 


(61)  '         Mr^=  , 


>1 


Avant  d  aller  yius  lotn,  revenons  aux  timites  eatre  leaquelies  I 
ißs  nombres  entiers  /m  et  km  »oni  lescnes, 

On  trouvera  d*abord  que  les  relations  (61)  subststeront  <$ea-  , 
lement  ponr  les  ffquations  (63)  et  ((U).   Or  de  tr\i>lr  on  dMntt 
J^>^;-i-l,  4ft>^+'^>         ^^^^^^^  g^näraiemeot 

fci' > /m + m' — m— 1 ; 
et,  oamM  on  a  Ate>0,  M  a'en  aail 

A»  + /«' >  4»  +  w»' —  m , 


m 

4i'au 


^-w'— Bl>0. 

en  observant  qae  4=11 -1-1» 

OQ»  ce  qiii  revieat  au  mtae» 

iii+2>/». 

Ob  anm  par  soito 
a'M  Ton  tire 

ea  «orte  qa'on  «it 

(65)  m  + 1  >  Ä:«  +  /«'  - /«  - m' — fB> 0. 


Attribuons  maintenaiit  ä  tonctiou  !0  la  propriete  de  satii»- 
fikire  aux  dquations 


(66)  »=V»,,t,^  .*^'.„*„ 

(«7)  »=»>-*,.»rn+,,'r+»....».. 


(68)  ^='^*.Afi-.V+*.'n-V-*^H.*-'+i+V-f„W.*«. 

dang  lesqtwUes       reprtente  no  nombre  eotier  verifiant  la  con* 

ajoutons  cepeuileiit  uue  de  1  equation  ((K))  joiotc  au  (iieoiemc  11. 
OD  coodiit  -qae  iaa  «qnalMnw  (p7)  et  (68)  anbaUtaroDt  egalaman^ 
lofM|Ba  km  represcnte  un  nombre  eatier  qaelcanqaa»  poanrn  qae 
^■a  ia  premidie  kr.  reata  li^-^  la  eaadiliaa 
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m 

r  +  l>Arr>0, 
et  que  danft  l'autre  Jkt^-^i  seit  asiMijetti  k  kt  coii4itioo 

Si  doQc  s"  represeuie  uii  noinbre  entier  vcriiiant  la  condttion 
alors,  eo  observant  que,  suivaut  la  relatiou  (65;,  oo  4 


et  a^ant  e<;ard  a  1  equation  (68),  OD  dtoolitre  ftMMnt  par  ii 
duction  Tezactitude  de  r^quatioii 


et,  eu  pariiculier 

«     •  ♦ 
d*oa  Tod  d^doit»  eafvanf  lee  dqnatioiis  (RO)*  (67), 

taodb  qu  on  tire  imatediatement  des  equatiauä  (66),  (67> 

Lea  equatioua  (63),  (64)  seroot  donc  reduitea  k 
equaüuihs  qui  sunt  renfermeea  dau«  la  »eule 

r 

Ott,  auivant  r^uatioo  (57), 

ce  qui  moatre  que  Mr*^  ne  depend  paa  de  r  de  mani^re  qQ*eB  alt 
Ott»  «etott  l'öqoation  (Ö6>  Johil»  k  l'eqMiHoii  (1). 


uiyiii^ed  by  Google 


Oll  bieo 

Ajoutoos  (jne,  en  eijard  ?i  !  equation  f2"2) ,  equatious  (00), 
(67),  (68)  sub^iäteroat  eocure»  lur^que  le^  iuaciiuna 

m      r  • 

■ 

'^'i  *  ^1  ^  etant  de$  nonibres  entiers  et  pusUU«  respectirement 
ioferieur«  ä  »i,  r,  s.   On  aura  donc  aussi 

ii  aii  l  oD  Ure 


et»  «D  partleali«r. 


Or,  cette  e<|iiati(in  subsistant  (Mirore  lorsqu  uo  attribue  k  Tg  la 
Taleur  particuUere      on  aura  de  plus 

m  m 


EoiDt  elimiiiaiit  le  aigoe  Operation  Om  par  l'^omtioD  (56), 
et  obserrant  qm,  par  aoite  de  cette  toiation  jointe  aux  ^qua- 
tioaa  (1),  (54),  on  a 

^8=    Z     S     £  =s2SL 


et  d'aiUeura 

11=1. 

ÜYMia 
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Od  est  donc  coodnit  an  th^ortme  snivant: 

I 

Thooremc  V.  Soit un  nombre  ebtier  d^terttine  ! 

par  ies  equations 

I 

Supposons  quo  ia  foiiction 

m  m 

«^ti8 Casse  aus  ^qnations 

m  Hl 


f  f 


On  aura 


I  m  «— I       •1"'  «1  m 

£kXk    ...£k  V=    2"        £     ...    £  V' 


Corollaire.  En  observant  que,  uar  nuite  des  equa- 
tioDS  (33)/(34},  (39)»  (SO),  (40),  (41)  le  prodnit 


!  m  tn 


jouit  par  rapport»  4  A  de  la  proprieU  attribu^e  4  U 

m 

fonction  X>  4ans.  le  theoreme  y.,  il  s'en  suit 

et  le  th^or^melT.  snbsistera  par  cons^quent  «I  f^qn^ 
tioD  (53)  sera  remplacde  par 


XXIX. 

Applications  des  theoremes  enonces 
daiis  le  STro.  X.XTIII. 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  GroniogBe. 


Ce  n'est  pas  mon  dessein  d.'eiitrer  dftail  siir  les  applica- 
tioDs  qu*on  saurait  faire  des  theoreroes  etablis  dans  le  No.  citi: 
tratefoifl  il  sera  bon  d'eo  indiquer  rorigine. 

Dans  la  trigotiotiietrie  s|>heri(|ue  an  80  prop'ise  de  determincr 
les  relations  entre  1ü8  cosinus  ou  siuus  des  angles  ionue^  par 
frais  droites  Qi,  Q2*  Q^f  nese  trouvent  pas  dans  le  mdme  plan, 
et  par  trols  droites  tfi ,  02»  ^  respectivement  perpendicaiaires  aux 
droites  ^  et  ^3,  (»3  et  Oi ,  ^1  et  if^-  Si  inaintenant  on  congoitan 
<^v^t^•nl<^  rectangrilaire  de  troi*j  roordonnöes  ,T,  Y,  Z,  et  c^ron 
desi^ue  par  uk,  vk»  wk  Icik  cusiiius  des  augles  tormf^s  par  la  droito 
avec  les  axes  X,  Z,  et  par  Xk,  yu»  \c»  nus'nms  des 
aogles  formes  par  la  droite  Ck  avec  le«  meroes  axes  Jt,  Y,  Z, 
^  ensuite  od  di^sigoe  par  Ah,h  le  coslnas  de  rangle  forioe  par  les 
droites  fft  et  ^jk»  et  |>ar  £ ib,*  le  Cosinus  de  Tangle  forme  par  les 
droites  (Ta  et  <Sk.  Si  eTifin  on  nomine  Dh^k  le  cosiniis  de  Tangle 
forme  par  Ips  droites  Qh  et  at.  On  aura,  d'apres  les  principes 
de  la  geoiiietrie  analytiqne,  lorscpie  chacun  des  lettres  h  ei  k  re- 
|>re«eiite  uo  des  uomures  i,  t, 

Ak,k^Uh  Uk  -f  Vh  rk  \  ii  h  Wk, 

Bb,k=xh^k  l  ykyk-^zhzk, 

taadis  qne 

^MMgat  k  9i  k  rsprdflentest  des  Bomlires  distiacts. 


Vokl  Im  ^uations  qui  condument  aux  formules  fondameaU- 
lei  de  la  trigononuMii«  Mb^riiiiM.  Daas  U  eonM4nAom  ginmi 
triqtie  on  esiborn^  p»r  les  trois  dtnieiwioiit  da  Teitpace»  mmob, 
le  Probleme  etaot  aioal  poad  anatvÜqnaaieiity  riea  na  a*i»p|Hiae  i 

partir  de  donnees  an^lotrueii  k  celle-^  quv,  nous  venons  de  poeer, 
avec  cette  distiucÜon  i\iH^  le  nömbre  Ü  ^era  remplace  p.ir  on 
nombre  quelconque:  ce  qui  «loimera  Heu  ä  un  problemc  apnarte- 
nant  k  ce  qu*OD  pourrait  appeler  polygoDomötrie  k  degre 
quelconque,  dont  la  trigonomMria  aphdfiiiaa  aera  ea  caa  pn- 
euliar«  aa?olr,  le  caa  on  le  degtd  aain  r4dait  an  troialime. 

Cette  conaiddration  m*a  cooduit  d'alHird  k  la  rdaalntk»  des 
dqnafiooa  aimoltan^e»  du  premler  degre,  et  Tanalyae  de  ce  pio* 

bl^mo  m'a  porte  an  theoreine  III.  Ensuite,  poiir  arlicver  la  Solu- 
tion du  pro()lt>nic  de  uotygoTiom^tric  a  degro  yüifgB^nftj  Ja 
parvenu  au  theuremc  IV.,  puls  au  tbeureoie  \. 

Fn  ff>nsprvant  les  notatioos  du  No.  cite,  n  sera  un  nombre 
entior  el  jH».>5ihl  ,  h,  k,  m ,  pm^  tjfm  representeront  des  nombres 
cniiers  et  pusUirö,  doot  h,  k,  m  seront  inferieuEaa  n-fl  et  ;^a,  9* 
iaf^rieara  a  m-f'l* 

Soit 


m 


naa  fonetion  diotribttde  per  rapportä  <t,  cest-i-dire,  unefonctiM 
Ilde  aux  dquatioDa 


tn  m 


et  r  ^taut  des  oombres  enüerd  assujettia  aux  conditions 


DdCermioofla  lea  tonctiooa 

•  1       rn       *n  M 

per  rdquation 

(1)  ^=(—1)^*"*  «*^+*^^»+'''  I  •  •+("•- 

et  par  roti  on  Panire  dea  equationa 

m-l-i  m  m 

(2)  )P=-S^-'*P. 

n4-i  IM  m 
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m 

d«T)t  f'iaentit^  e^t  rfemonstr^e  p«r  !•  tfciiitüe  IM.   Uii  Mm 

cote,  eo  vertu  d«  i:e  Üi^oreme, 

A  et  ifc  stallt  des  notnbres  clistinct«. 

A  l'aide  des  principen  etablU,  oo  sera  promplenieiit  cooduit 
k  b  r^solution  des  öquations  lin^ii'ireä 

Eo  effet,  soient 


(^) 


n  ^aatioiui  iiiieaires  entre  les  m  iuconnues 
et  les  quaotitäs  donoi^es 


FaUoDs 


In  n  u 


«  k 

n 


Os  poorra  reprdsenter  les  ^quafions  (4)  par  la  seule 
^'sQ  Ton  üre 


n  n 


Or  des  dqvaltloofl  (3),      il  snit  qne  la  somoiie 


Digitized  by  Google 


m 

est  MMje  ä  kauqu»  g  et  k  repr^mtent  des  oofldbres  «ü^ 

tincts»  et  qii*ette  est  egale  k  p,  loraque  q^k;  doDC  on  dddoit 
de  r^qualieo  prtfcMeiite 

et»  sl     n'eet  pea  ^gal  k  *4n 

1  ■ 


*■  — .     ^  ^ 

Teile  est  r<$qiiation  qui,  h  l  aide  des  dqnafimw  (1),  (2),  (5),  fem 
connaitrc  la  valear  des  ioconones  ^r^,  x%,*,.>Xn'  Obsenrons  es- 
eore  que 

«4-1         »»  « 

dtant  ind^pendant  de  9,  on  ama  anssi 

et  que,  par  suite, 

•+1  n 

se  d<^daira  de  p  en  rempla^ant 

6upposoD8  p.  e.  qu  ii  s'agit  de  trouver  ia  vaieur  des  inconnue« 

par  ia  re^olutioa  des  ^quations 

Daos  ce  cas  n  ätant  egal  a  4,  00  aara 

P 

Gr  des  ^quations  (1)»  (2)  on  deduit,  en  toivaut  öinipiemeut  P 
ao  Uett  de  |^ 
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+  P%i9LPMPt»%^PMPw»%i  J 
— |/W^4«Ah-/'i,3/'4^1  +  /^4.2[/^  ,zPs^-Pi^nPl^] 

oa 

P  =       I  Pt^P^^P^^^-Ps^P^]  i^P^lPt^P^^-Pn^P^ni 

+ ^•«[^f  i»i*4»4— ^»»4^4i»]  I 

+  ^1,3  {P%^*[PsaP4^-P$^PA.l  j  +  /"2,l[/'3.2/\,4-/'3.4/*4^] 

+^t«JfllH/*4,l-/*.»1^4jJ 

-  ^1»4 1  P2^iIP»»%Pa^-P^,mP4^^P2^[ P, ,3  Pl  l  -  P^a ^4  3] 

+i'MLA,i/^4*-i1i«/ViJI; 

et,  tdvui^  les  ^uations  (5), 

^=ai  {  ^2[^-3</4— <^4'^^l  +  *3['^4^^2-'*2'Av  l  F ''>4[<^2t^3  -^3'/»]  I 

+  «•  <  ^4[«i4i-Ci<^]-|^[4^<^4-c«i^H6^[c^ii^-c^cei]} 

+      l''2[«B*4-*3«4]+''.iL''^u'/4-''3Ä4]+''>2|  '/j«4-a3</4j  I 

on  trouvera  8ii€ce«»»ivemeDt  Ja  vaieur  de 

^•^#.P^.^-  -£ji,^^^Pji*..,  ^p.apS>p.^.  £,.ü,,$,,u. 

•&  subfttitaaBt  daa«  U  %al«ur  de  p  - 

TiMil  XII.  » 
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Oll 


S70 

^l»  ^9  ^4 


Ott  k  ' 

*         •  *  6i,  frg,  63,  64, 


«  t. 


ou  Ii 


ou  a 


^1»  ^9  ^3» 


<t*  ^t»  ^»  •^4* 

Dooc  on  aura  tout  ce  qu*il  faut  pour  la  deternünatioii  des  tnconooes 

1 

Pour  donner  uiie  appücation  fl<»s  theor^ines  IV.  et  V,,  n^iipalow 
DOtts  qu*en  vertu  de  ce«  tbäoreue«  on  a 


*«='  *»-»='  *«=» 

dans  lesquelles  et  rcpreseutent  des  uoiubreä  eiitiers  et 
poäitife,  aoiit  Im  aoit  dc^tecmina  par  les  equation« 

■  _ 

rn  fit  fn 

et  ^p,g>  <Up,9       «itniiiifcserit  dc  Pp,y  eil  reiiiplai^aDt  P  par  Ä, 
mm 

Kf^f  Qf^  ätant  de«  fooctions  diatribu^es  par  rapport  kp»  ff  doat 

m 

A^ji,^  aoit  detcnuine  par  Täqaatioii 

tn  m  m 

(S)  Aj,,,  =  2;*^  <^g,*.       .  '  • 

« 

Si  p.  e.  un  fait  »=4,  im  =  4,  /^4=4» '^4=4,  ia  formule  (7) 
M  r6daira  k 

<S4,3  +  P4,4<ä4^» 


(0)        j^=^4*4^+ P4»l  ^44  -t-^t»!         4^^4i|^>S  • 


S7t 

*  /"iJc-i  ,4  4  4  .» 

+  A»+l  yqizl  ^i»+2»  9  f  3  ^P+3»9+i — ^^jp+a*  9+1  ^P+a » 9+3  J 

et.  d apres  ce  quS  a  ^te  dit,  on  en  deduit  jL,f»  (^a,.  en  rem« 
plavant      par  Ä,      en  sorte  qu  on  ait 

(lans  Inquelle  il  taut  substituer  a  iCji^f  la  raleur  fournie  pair  t'^qiia- 

(") 

Faisoiis,  pour  pliM  de  eonuBodiW, 

4^4  4  4 

Ol  obtiendra  par  r^natton  (Ii) 

et  ieiiuaüon  (10)  dounera  t  : . 

—  (aaa3-4-Ma+<^a>'3+''a^3)  (03"2+^3/^2+'^jJ'i+<^i^«)l 

tftAdis  qaa  r^nation  (9)  ae  r^uira  a 


4 

€es  deiix  valeurs  He  K«,^^  sont  DecesMjrenent  egale»,  el  qni 
vottdriit  dofiner  la  pcine  (1  offectuer  1^  nialti|fllcalioDS  indii|aM« 
pourrait  s'atfsurer  de  i'ideutit«. 

En  fabftnt  ii=5,  m=3,  oa  d«düit  de  la  forroule  (7) 
=:  («1^-  A«a)+(^c^— CiÄ»)(A)^— yi/Jt) 

-f  (ai</,-</ifl«)(a|dj-rd|<%)  +  (6ie«-«i4^(^4«,^£i/y 

■ 

En  Taisant  ;/  =  3,  7/i=3,  ou ,  ce  qui  revieot  au  mte«,  en  po- 

santiZ,=0,  f/., -=:().  ^i=:0,  ^2—0,  «1=0,  c^äO,  f|=0,  %=:0 
(lans  la  präcedente,  ou  trouvera 

— («i«Si+6i/S»+<?iy^)  (««i+Ay^  +f!i|i) 
=(fli**-M«>  («A-A%)  +(^c^-Ci6a)  (ßin'-Yißi) 

^qaation  qu*on  poufra  aistfmeof  T^rifier,  ei  dont  oq  a  Mi  wm* 
▼enl  prolHö.  > 

Nouö  terniincrons  ce«j  applications  eri  iiuIi(jiKint  comineiit  It?^ 
rdaultato  acqoi«  coadoiseiift  avz  formulea  ronaaiiiciitaie&  de  la  pa- 
lygoBoindtrie  k  degrd  quelcoDqa«. 

PotoiM 


rat  mm* 

""f 


tri  m 


(14)  Jf4»=1,  if,P=l* 


lorsque  A  et  ifc  renresenteot  des  noiibriii  dMncto.  AlorVt  eo 

IV.» 


(15)  Dm-0» 

renresenteot  des  n 
rertv  du  th^oitee  iV.»  les  fooctions 

m  m 

m  «M 

«eroiit  de»  fonctioiis  dUtribue«8  par  rafport  h  p,  et»  suivaBt 
l«8  ^«atioiia  (13),  on  aora 


(16)  ^M^'^ffP«  ^9^^w 

De  piub  si  ieö  fonctioDs 

»+1       m  m 
h  et  Äi.,i=^|'^ ,      +1 , ... P» ,  'm  ,     + 1 , ... »« 


seilt  de  p  et  Pp,f  en  suluilituaDt  J»  B  k  P,  eo  sorte 

(|a  fiD  ait 


<17) 


1     .    I  '•  at+l  *  <■ 


OB  aw»  euGOce.  suivant  le  tbeoreme  IV., 


(18) 


Or,  ea  rösolvaiit  Teiniat'MHi  (12)  par  rapport  *  Q,  puiai.i*p»r  la 
«^tliede  eipoade,  on  tronvera 


Digitized  by  Google 


ri+i  «  " 

et,  ptiisque,  selon  T^uatioii  (15)* 

lorsqiie  h  et  k  repr^«enteDt  des  norobrec«  distincts«  on  c»era  coii- 
duU  u 


doli 


tili*  i 


n  II  N 

n  n  n 

ayant  iaXi,  pour  abieger, 

n+l  »f I 


(19)  ^''=Thi'  ^"^li:^ 

Uouc  les  equaüuus  {\^)  se  reduiront  a 

n  ri    n    n  ft 

**       n  n     n     fl  "  n 

M       n       n  n 

oQ«  en  observant  qua  Ay,  A«,  Bp,      ne  conüeDneDt  pas  km, 

H  n     n  n         n  *  • 

H         n    n  n  n 

enfin»  es  ägard  aoz  e^uatioas  (13),  . 

/  »'       tk  n  n 

<^  n  n    n    •  . 

f^v'ninrquons  cncore,  ga'en  Tertu  des  eqoaiiona  (14),  ea  dä-' 
duit  des  precedcnteö  *    .      >  • 
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(21) 


«         n    n  »2 


et  qne  'des  ^atiaiM  (19)  on  tire 


I 


(22). 


n   •     1»+ 1  * 


eo  «orte  qu  on  ait 


n 


.. » 


■  Am  At. 

»    —  « 


Si  molotenaot  oa  oltmenre  <iue,  par  suite  des  ^qaaHoiw  (17) 

et  21,  xV  iieruut  de»  iuaction«  di}  A,  ei        h  (des  l'nnctioQS 

de  iE?,  les  ^qoatiooe  (20)  exnrimeront  des  relatioDs  entte  A  et 

Ii,  qui  repre«ieiiteront  les  forniule»  fondamentaics  de  polygo- 
nomtftrie  ä  degr^  quetconque,  auxquellei.  ep^ourra  joindre  Tequa- 
Xvm  C13)..       »  V  J 


Si  p.  e.  on  pose  tt=s4,  U  viendra' 

+  -^H  i  *  9+3  ['^P+« » t+i        >  f+«7^i'+a»«  i»  -^P+s^ff ijl* 

d'oü  i  Oll  tteiluit  on  sul)s4i(iiaiit      ä  A.    En  verlu  dpi  «qua- 

tiouj»  (14) «  (^^>)»  C-^i)  on  aura  par  suite        i  \ 

•         •  • 

4  4  4 

Puis  lequation  (23)  donnert.     ■  ;  '  ' 

4  4  4  4 
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et  des  ^qiiatioofi  (20)  on  deduit  entre  autres 

«44  «44  44  444  ^il 

4  4        4  4  * 

d'ou,  en  ^gard  anz  dqnatioiw  (14),  (16) 

4  4  4 

Ott  troavera  de  la  mtae  maal^re  lea  antraa  lelatioiia. 

Prenons  encore  ii=3ii  Dans  ce  cas  od  aura 

ii»»f=^p+i»fH  'fcp4a»t+a'"'ÄM-i»»+t4rf«»tfi  I 

d'oü  i'oo  deduit,  en  ayaat  egard  aux  ^quatioas  (14),  (16),  (^)> 


Sl  3 
|Äf P=  1 — Mh-i  ,Hal*» 


Pate  rdqoatioD  (23)  oaadoit  ä 

A 

et  les  equations  (20)  se  r^duisent  k 


3 


8  8 


ApAqBy^q — Ap^i       <^i4^9'tfa  »«+a^p+a»tfi» 

^p    4i»»f = ^H-i » t+i -^p+»»«+«~'^F+i  n+a4»*i»  Hl  • 

£d  parücuiier  on  aura 

1  3        .1  »3  8 

dou 

8  ^1  »      8  ■« 

A  8         8  '  •* 

'«'i»a=A*3^»i  —  ßi  A»«' 
»iiii  maintenaut  on  pose 

4»t=co8a,  A^i^cvüO,  ^j^=oosa. 
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^2»3  'S  ■  co§  A ,  j^j^s^cos^t  J&i ,4 — — cos  C?, 

a,  r,  ß,  C  etant  des  anpries  qui  ne  snrpnf^sent  pas  deiix 
apgle:s  droits,  n,  h,  c  peuvent  t^tre  cens^s  representer  ies  cotes 
d'ao  triaugle  sph^^rlque  aont  Ay  By  C  soiit  Ies  anirles  spb^riquetf 
oppo«^8.   AJorti  auäsi  Ies  equatioim  (24)  coiiduideut  ä 

A|=«uia»  Aa^na^»  At=«iiic; 

■ 

et  Ies  üijuatiouä  (25)  et  ('2^)  se  reduisent  i 

sifia    sin  6  sioü 


•^cmCk  coffil  cosi?— sin^  swS  cos  c » 

■ 

^quafioM  qui,  connie  U  Iktlait,  formont  ies  fofmdcs  fondamratsles 
di  Ja  trigonomMe  sphtfiique. 

Lo'n  de  pen«er  que  cc  sujet  ei<t  oy>!nse  peir  le  prec^dent,  je 
crols  plut6t  qu'on  arrivera  a  aes  i'ormules  reinaruuables,  en  lais- 
«ant  varier  Ies  auantites»  Pour  le  moroent  il  sufnra  d'avoir  ipdi- 
fv4  cette  extensiOD. 


uiyüized  by  ^OOglc  i 


Räumliclie  TetliiUtDteM  der  Flachem 
des  zweiten  Oradeti  mit  Mittelpunkt. 

'"froh  dem      '  '  ' 

Herrn  P^roFessor  *Dr, 'T.  Pranke 

*  •  j 


I  Bedeuten  m',  ftb\cc'  (Taf<X..Fig.  1.)  ir^eiicl  <lrei  coojugirte^ 
uoa  xwar  Qa\  bb*  die  reelleo;  er  den  imagiinSreii  DurcbiOMmr« 
und  fit  c)eo  Mittelpuokt  eines  einfachen  Uyperböloiiles  S,  so  ist 
beluinnt, 

1)  dass  die  Durchme$<ser-Ebeue  der  na'  nnd  die  FISche 
S  in  einer  Ellipse  E  schneidet,  deren  irgend  zvirei  cpnjugirte 
Durctimesscr  mit  der  cc'  drei  conjugirtf;  Durchmesser  der  Fl&che 
bilden,  —  diese  Eni|>se  E  heisse  ICehi- Ellipse  — ,  * 

2)  dass  alle  Ebenen,  webthc  zur  Durrhrnesser- Ebene  der  aaf 
und  bh'  purallel  liefen,  der  Fläche  5  in  Ellipsen  begegnen,  die 
der  kehl- Ellipse  E  ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  cc' 
falleo  und  deren  zugeordnete  Dorchmesser- Paare  in  constanteaa 
Verbfiltnisse  stehen  >  wennn  die  einen  parallel  so  den  andern 
Hegen, 

3)  dass  alle  durch  den  Imafpnfiren  Durchmesser  cc' «gelefftea 
Ebenen  die  Flache  iS  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  die  rc' als 

inin^!n;irf»n  l>rir(  finicsser  flt-r  f^änge  und  imvh  'gemein  haben, 

deren  zugeordnete  reelle  Dm (  htuesser  aber  mit  den  Durcbmes" 
Sern  di'r  Ellipse  E  /tisauuneii  lallen, 

4)  dasH  alle  Ebenen ,  welche  zur  Ebene  der  aa'  und  cc\  oder 
der  bb'  und  re'  parallel  lieijen  »ind  der  Kehl-EUipse  E  be«;egnen, 
die  Fläche  »S  wieder  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  unter  sich 
nnd  der  Hyperbst  der  aa*  und  cc%  oder  bezüglich  der  W  nnd  cc' 
Ihnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  66',  oder  bezflglich  in  die 
aa'  fallen,  und  deren  conjngirte  Durchmesser-Paare  in  constantem 
Verhältnisse  stehen,  wenn  die  einen  parallel  au  den  andern  liegen. 
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5)  dass  zwei  jener  älinlichen  £liip8(;ii  oder  dioKer  ahiiüclien 
Hyperbeln  gleich  grott^i  tt'uid,   vv«ou  ilure  purailelen  Ebeuca  vom 

MftMifMikte  iM  ider  Flifbe  gMeb  iMifl  aMelMik 

• 

Diese  Sätze,  sowie  die  Wahrheiten  überhaupt,  welche  auf 
die  sogenannten  i' lachen  des  zweiten  Grades  ^:ich  beziehen,  ucheu^ 
aus  den  lifstj:achtungen  d#f  4c«^frii)tiveQ  Geometrie  berv<^i'^  .eut^'^i 
dei  mit  Jl^Uffl  djcr  cyliiM)riiK4ieaL  TraofiforinaUo^  >vie.,OI|?|»r  i« 
Beioem  Oours  4^  geometiM  de«<|filpitiv.l^  «aqh§^wie«€ii 
oder  mit  einziger  Hülfe  des  gemeinsamen  Begriffes  der  Entste- 
hung dietier  Flächen,  oder  der  Eigenschaften  des  windficbit'fcn 
Viereekes,  wie  wir  zu  seiner  Zeit  nachzuweisen  und  zugleich  den 
Beleg  dafür  beizubringen  gedenken,  dass  die  Methode  der  de^crip•• 
tiven  Geometrie  in  Uüvksicht  auf  die  Einfachheit  diir  Mittel ,  auf 
die  Leichtigkeit  in  .-  dte;Diir«lelkm|^.iliid>8«IM.di*  AJlsitn^taMI 
der  Resultate  mit  der  Methode  der  aoalytischen  Geometrie  in  die 
Schranken  zu  treten  vermag,  wenn  es  gilt,  die  Lagen  -  Verhält- 
nisse geometrischer  Gebilde  zu  untersuchen.  Für  jetzt  einige 
metrisc^ie  Beziehungen  der  Flächen  des  zweiten  tJrades  mit  Aiit- 
telpunkt,  welche  auf  obige  Eigeoschafteu  des  einfachen  Hy^i^r- 
bolelde«  sich  stützen. 

Es  sei  (Taf.  X.  Fig.  1.)  im  einfachen  Hyperboloide  Ä  mit 
//  die  Hyperbel  der  cunjiiijirten  Durchmesser  ««',  cc',  und  mit 
id'  eine  aur  Ebeiie  der  //  parallele  Uyuerbel  bez^eichuet,.  derei^ 
efmiuglrte  OweiimfeflMC  tuif,  yy'  «n  den  liarehmeciserii  '.iMi'/ce^  der, 
H  bezuglich  parallel  li^Mai  m  UkA  afte  den  EteeitfcAiltett  d•^ 
Kehl-äUpiie  dm 

1)  ^«Ä^.^^./i^S 


*  I 


2^« 

d^ .  Aeiiiilichkelt  der  Hyperbeln  ü  und  ^%  dM 

■    •     •  *  eM  •    •  >  <  t  *   I   '*  •  'I 

2)  ....  •«(♦«yi**       : !  . ...  • 


qnd  ima       ffwet  WeHhen  von     »  diuw 


•—4     -    •  :••:». 


»•. 


tl^ese  I  Bezlehling  gilt  offenbar  filr  jede  zur  //  parallele  H<*- 
perbei  w  .Wichen  JPunkt  der  UW  auch  der  Mlttelpnnlvt  ft  der- 
selben falle  i  wenn  nur  dieser  IMitlelpunkt  zwischen  h  und  6'  lieijt. 
Sie  zeigt,  dass  die  l:;ndpunktü  y  und  /  des  imaginären  Durc-h- 
measers  yy'  der  Hyperbel  /i'  einer  Ellipse  zugehilFeti,  und  das*» 
daher  die  Endpunlbte  d^r  ItnaKinaren  flurchmesser  «-ille« 
deri«nig«D  tfypci^^cfi^^^l^^^e  zur  Hyperlldl  .iST paral- 
lel sind,  und  dem  Durchmesser  bW  begegnen,  In  einer 
EUip*<e  liegen,  für  welche  6^'  4nd;C|p'  J|W^^;9o»nj  ugirte 

be4^|i,^»n,i.,   ,      .  .  v     iii  .  Id-./ 
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Die  in  Gleichung  3)  anfi^ezeigt«  Eigenschaft  gilt  für  jedes  Sy- 
stem von  Hyperbeln,  deren  Kbenen  zur  rr'  und  ^ns^leich  zti  irijend 
einem  Durch nieji^^er  f)(>r  Kehi-Ellipse  E  parallel  liefen .  weil  für 
jede  8olcbe  Hyperbel  die  in  Gleichung  i)  und  2)  bemerkten  Be- 
iMmigMi  giiltie  bl«lb0ii.  Dia  fiadpuBlte  iler  inu^nSm  BvdH 
üMser  aller  Hyperbeln  des  einlacheN  Hyperboloides  deren 
Ebenen  zum  imaginären  Durchmesser  ec  dieser  FlSche  parallel 
liegen,  bilden  sonarh  eine  neue  Kt^rnf*  S' ,  auf  «veidM  foigemto 
Etgensehafteo  von  der  Fläehe  i$  sidt  übertragen : 

1^  Alle  EimieD,  «Midie  durch  ec'  srelegt  Weniao^  begegoe« 
der  Fläche  Sf  In  EllipiHNi»  die  in  m  ihren  gemeinBAmen  Mittel* 
punkt  haben;  es  ist  m  sonarh  der  Mittelpunkt  dit^spr  Fläche 
selbst,  weil  jetlf  Sebne  derselben ,  n eiche  durch  in  gehti  einer 
jener  Ellipt^eu  zugebürt,  und  daher  in  m  halbirt  wird. 

^  2)  der  Durchmesser  cc'  halbirt  jede  Sehne  der  Fläcl.e  S\ 

welche  zur  Ebene  der  Ellipse  E  parallel  liegt,  und  d»'ni  Durch- 
messer cc'  begegnet,  eben  so  halbirt  diese  Ebene  alle  zur  cc' 
parallelen  Sehnen  der  FlSche;  es  eind  daher  die  conjugirten  Durdl- 
messer  aa' ,  66',  ec'  des  Hyperboloides,  oder  irgend  zwei  conju- 
girte  Durchmesser  der  Kehl-Ellipse  E,  und  zugleich  ee'  ebettfiille 
Cfinjugirte  Durchmesser  der  Fliehe  S\ 

3)  Die  Fläche       entsteht  durch  eine  Ellipse,  welche 
einen  ihrer  Dirrchmesser  rr'  sich  derf^estalt  dreht,   dass  der  zu 
cc'  coniugirte  Durchmesser  öb'  immer  in  einer  Ebene  bleibt»  iHld' 
die  Endpunkte  h,fß*  desselben  eine  Ellipse  beschreiben. 

4)  Jede  Ellipse,  welcher  der  Durchmesser  cc'  zugehOrt,  trifft 
das  Hyperboloia  iS  nur  in  zwei  Punkton,  nämlich  in  den  End- 
punkten des  zu  cc'  zugeordneten  Durchmessers;  die  Fläche  iS' 
berfihrt  sonach  die  Fliehe  8  in  der  Kehl-EUipse  £. 

Diese  Eigenschaften  zeigen  deutlich,  dass  die  Fläche  V 
ein  Ellipsoid  ist,  welches  mit  dem  Hyperboloid  die 
conjugirten  Durchmesser  aa' ,  00',  cc'  gemein  hat,  uud 
daaaelbe  In  der  Kehl-Ellipse  E  berührt 

Legen  ntr  nun  an  eine  der  in  der  cc'  sich  begegnenden  El- 
lipsen, z.  B.  an  aca',  eine  Berübrun;;s-Gerade,  welche  zum  Dnrrh- 
messer  cc'  parallel  laufe,  so  ivirrl  diese  (Gerade  Aa  oder  A'a' 
die  Ellipse  im  Endpunkte  a  oder  a'  desjenigen  Durchmessers  tut' 
berühren,  welcher  au  ce*  angeordnet  iat  Die  Geraden  Ao  «id 
A'a*  aber  werden  auch  die  H3rperbel  //,  welcher  die  ee'  ala  ima- 
ginärer Durchmesser  zugehört,  in  den  Punkten  a  und  a'  berüh- 
ren, weil  die  Tangenten  an  dpn  Fndpnnktnn  rines  reellen  D?irch- 
messers  zum  zugeordneten  imaginären  Üufclimesiser  parallel  lie^^eri. 
Diese  Eigenschaft  bleibt  den  Ben'ibrungs-Geraden  Aa  und  A  a', 
welchem  Durchmesser  aa'  der  Elli|»8e  Jsl  auch  die  Punkte  ao'  als 
Endpunkte  zugehören.  Alle  diese  parallelen  ßerührun«;«- Geraden 
bilden  sonach  eine  cylindrische  Fläche  F,  welche  das  Hyperboloid 
and  das  Ellipsoid  zugleich  berfihrt  Mao  erhält  daher  den  Sats: 

Die  Cylinder-Fliche  F,  deren  Lelt-Curv^e  mit  der 
Kahl'Ellipie  E  und  deren  Achse  mit  dem  Dhrchnesier 
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ce'  cuBaminenfäli t,  berührt  das  ei  nfadhe- Hyperboloid  jS 
n«d  zugleich  das  Ellipsoid       in  d«r  Kebl-fillipse  £• 

Die  Asyniptoten  mA  und  jiiA*  der  Hyperbel  //  schneiden  die 
Berühnini^s- (jcratien  aA  und  a'A'  in  zwei  Punkten  A  und 
deren  Verbindungs  -  Gerade  AA'  parafle!  zur  au'  liegt,  von  dem 
imaginären  DurcKiuesser  cc'  im  Punkte  c  halbirt  und  von  der  EI* 
llpse  aeo'  In  demselben  Punkte  c  becflbrt  wird,  weil  dieie  Asym- 
ptoten mA  und  mA'  die  BUigonalen  des|enil(en  Paraltelo^nimes 
bilden ,  dessen  zum  Diirrhrnesser  et'  parallelen  Seiten  die  Hy- 
perbel oder  KHi[»sf  in  den  Endjiunkten  des  zugeordneten  Durcn- 
iiie.ssers  aa'  benilircn ,  und  dessen  beiden  andern  Seiten  parallel 
2UIU  Durchmesser  aa'  durch  die  Endpunkte  des  Durchmessers  cc' 
taufen.  Offenbar  kommt  aber  diese  Eigenschaft  der  Asymptoten 
und  der'  zugehörigen  BerQhrun^s  •  Geraden  allen  Hyperbeln  an, 
welche  die  rc'  als  iiiiairinnren  Durchmesser  sreniein  haben,  wie 
auch  der  zugeordnete  Durchmesser  aa'  in  dt  r  Kehl  Elüiise 
liege.  Die  Asymptoten  aber  aller  der  Hyperbeln,  deren  Ebenen 
in  dem  gemeina»an)en  Durchmesser  vv'  t^icb  begegnen,  bilden  den 
Asymptoten -Kegel  F'  des  Hyperboloides  S,  alle  Verbindunes- 
Geraden  AA'  aber  eine  zur  Ebene  der  E  parallele  Ebene ,  welcne 
das  EUipsoid  S  im  Punkte  c  berührt,  und  die  Endpunkte  aller 
Verbinduni;s  Geraden  AA'  eine  Ellipse  weicbe  der  Kebl-ElUpse 
£  identisch  ist.    Daher  der  Satz: 

Der  Asynif»  toten-Kejyel  F'  des  einfachen  Hyper- 
lioloide«  soll  Heid  et  die  Cy  lind  er  Flache  F  in  einer 
zur  Kebl*Elliu8e  E  parallelen  und  identischen  Ellipse 
£%  d4ren£bene  das  Ellipneid  iS'  imEndpunfctec  desje* 
ni^en  Durchmessers  cc'  berührt»  welcher  derEb^ne  der 
fillip^e  E  angeordnet  int 

Diese  Eigenschaften  der  vier  genannten  PlScben  (uhren  zu 
einer  merkwffrdtgen  Beaiehnng,  welebe  swischen  den  rftumllcbefn 

Inhalten  derselben  statt  findet.  Bezeichnen  wir  nemlich  mit  K 
den  Inhalt  des  Asymptnten  -  Kegels  zwischen  snlrif^m  ScheitrI  m 
und  der  i.lfi]ise  E',  mit  E  den  Inhalt  dos  halben  Ellipsoide«  zwi- 
schen der  kehl -Ellipse  K  und  der  iieriibrunes-Ebene  desselben, 
io  Helcber  die  Ellipse  E'  liegt,  mit  C  und  H  den  Inhalt  bezdg- 
'lieh,  des  Cylhiders  und  des  eäfacben  Hyperboloides  swlsclien  den* 
selben  6rena*Ebenent  so  dass  diese  vier  Krir|i(  r  dieselbe  Hü  he, 
die  Entfernung  der  parnllelcn  Ebenen  drr  Ellipsen  E  und  E', 
haben,  und  die  Seitenflächen  der  letztern  drei  in  der  Kehl-EHifise 
A'  sich  berühren:  so  ist  zunächst  klar,  dass  eine  Ebene  P, 
che  zwischen  den  Ebenen  der  E  und  E'  und  parallel  zu  diesen 
Ebenen  durchgeführt  wird,  die  genannten  Flüchen  in  ihnl leben 
oder  fth  nlich  liegen  den  Ellipsen  schneidet,  weil  jede  derselben 
zur  Kehl -Ellipse  E  oder  zur  Ellipse  E'  ähnlich  ist  und  ahnlich 
liegt.  Ist  nun  (Taf,  X.  Fi«r.  1.)  AA  der  Schnitt,  den  die  Ebene 
P  mit  der  Durchmesser  -  rbene  na',  er'  macht,  sind  ktt ,  fw. 
Ali  die  Halbmesser  der  Ellipsen  der  Ebene  P,  welche  der  lieibo 
naeh  tan  Kecel,  im  Ellipsoid,  kn  CyHnder,  Im  Hyperboloid  und 
nglelch  in  der  Durchmesser^Ebene  nn^  ee'  liegen  ,  und  werden 
4er  Kurze  wegen  die  Halbmesser  kn  ^  en,  z»,  An  der  Reihe  nach 
nÜ  Je,  e,  c»  m»  sowie  mit  k',  t'  c*,  h'  die  eonjugirteu  Uailmieseer 
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denv  In  gleicher  HttihMifolge  iMzeiGlMMit;  so  folgt  fülr  deo-Hiib- 

messer  k  im  Kegel, 

1.1  —  -  .> 

*    •  am    — a 

i    ■  cm 

Cur  den  Hatbme«i«cr  c  im  EJlip^oid  aber    ■  • 


um  , — %  Bv 

«od  au»  der  YierMndiiiig  dieser  beidea  Beziebuogeu 

««=aia^  -  li^,  oder  +  e\ 

{tfua  bestehe«  aber  tvegen  der  AebnticbkeU  »der  ElfipeeD  die  coo- 
eUmteii  Verbältnisse,  ' 

k         17       c  h 

so  dass  aus  der  Gleicbuog  für  c,  k  und  e.  die  Relation 
4)  af^kl^-^Hf 

flieh  ersieht.  Von  ilieseii  Producten  der  conja^irten  Halbmesser 
nnd  vüik  dem  Coiiiugationä' Wiukel  a  derselbe»  hängt  eiuzig  und 
Altein  der  lobatt  der  Ellipeii  ab;  well  aber  dieeer  ConjogalfoiM* 
Winkel  «r  in  jeder  der  vier  Ellipsen  dettelbe  bldbt,  m  Mlitebt 
fttr  diese  lohiute  aus  Gleichung  4) 

4.  h.  die  Cllfpssn  Itb  Asymptofen-Kifri;«!  und  in  Eltlp" 
soid  sind  ausammen  derl&lllpse  im  OyMiidef  fteieb. 

Tbeilt  m:in  mm  die.  Länge  cm  in  «  gickhe  Theile  ,  und  le^t 
durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  f*,  *• 
wird  diese  Beziehung  zwischen  den  urei  Ellipsen  jeder  iSchnitt* 
Ebene  gültig  bleiben,-  selbM  mich«  wie  man  leicht  erfcemit,  flb 
die  Ellipsen  d^  Grenzpunkte  c  und  m.  Dadurch  aber  zeHefrtinaii 
den  Asymptoten-Kegel»  das  halbe  Elli^)8oid  und  d^  Cylioder  Ii 
7}  Fh'niPMtf,  die  um  so  i:o?m«er  als  Cylind^r  von  kleiner,  aber 
ülcu  her  1  litlio  celtciii  werden,  je  grösser  die  Theilzahl  n  angenom- 
men uir<l.  Tür  droi  «iieser  eleinentarcn  Cyliiulcr,  die  ZMKscheo 
irgend  zwei  benachbarten  T heil- Ebenen  liegen,  bleibt  sonach  dit 
BeziehuTig  der  Gl^lcbong  S)  noch  walir,  so  daas  der  Cylisder  IM 
Asymptoten-Kegel  K  und  im  EUipsnid  E  zusammbn  so  gross  sind, 
als  der  Cylinder  im  C'ylinder  C.  Aus  der  «Summe  der  Cylinder. 
wel'  lie  flic  benachbarten  Theil- Ebenen  in  jedem  der  drei  Körper 
abschneiden,  besteht  aber  die  Mas^e  jedes  derselben,  und  weU 
die  Anzahl  der  ThciUEbenen,  sonach  der  Theil>i^ylinder  der  Zahl 
71  gleich  ist,  so  trägt  sich  das  Gesetz  von  den  Tbeil-CyliDdemiMf 
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Suninie  demlhen,  d.  i.  uut  ilte  Alasseo  tier  drei  Körper  über» 
«•-♦••1        I  «1. 

oder  der  CyliDder  C  so j^oss  ist,  als  der  Asymptoten*KDgel  K 
uod  da9.  hall»^  £Uip«oid  £.    Weil  nun^  wie  bekannt. 


1 


SO  tol^t 


dft«  volle  fillipsold  i9t  sonach  ^  desCylinders»  dosaep 

parallele  G.ruodflftche'0  und  desaen  MantelflSche  das 
Eillpsoid  beruhFeo. 

Deshmlb  besteht  z\vischen  dem  Asymptoten -Kegel  K,  dem 
halben  EUipsoid  ß  mid  dem  Berahrungs-Cylhider  V  dies  Ver- 
hiltnuM: 


7)"     ■        .         *  K;E:C  =  l:2:3. 

*  ,iile'  nlm  DardtiiicAljknr  ce'  pamtlelen  Orditiäteii  eq ,  hp  dek* 
nipse  «ea'  mid  diß^  Hyperiiel  iSf  nat  man  .  • 

 2 

2    cm  / — — -a.\ 

■  •  ■          '         =»-=3^  Vom  ""^in                '  ■ 

mit 

am 

«nd  weü  hp  and      gleiche  Länge  babea, 

ade^  sMge  der  ohea  eiagelSbrten  Beseichiiang 
Well  aiber  die  Veibältaiaae 

■ 

gleich  sind,  so  gebt  die  letzte  Gleichung  in 


r 

1  • 


6bi«r,  sö  dass  zwischen  den  Flächen  der  Ellipsen  Im  H^pparbololdy 
£Uipaoid  und  Cylinder  die  Beiuehttog  statt  üudet 
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die  Ellipsen  im  Hyperboloid  and  Im  Elllp«oid  sind 
sonach  zusammen  doppelt  so  gross»  als  die  Ellipselm 
Cyiinder. 

Wird  aur  diesen  Satz  dieselbe  Sdilussfolge  aufgebaut,  weWic 
auf  den  Satz  in  Gleichung  6)  angewendet  wurde,  so  gelangt  man 
zu  der  Beziehung 

9)  H  +  E  =  2C, 

oder  das  Hyperboloid  H  und  das  Ellipsoid  E  sind  si* 
sammen  doppelt  so  gross,  ala  der  Cyiinder  C. 

Nun  ist 

5  ,  4 
E  =  jC,  äonuch  H=||€ 

oder 

Beruhren  si  v\\  s o  n  a ch  ein  ci n fach  es  H yp e r b oloid  und 
ein  Ellip8oid  von  gleichen  und  gleich  liegenden  coojugir- 
ten  Durchmessern  in  einerKebl-Ellipse»  so  Ist  der  Inhalt 
des  Hyperboloides  doppelt  so  gross,  als  der  des  Ellip* 
soides.  vrenn  die  Grundflächen  des  Hyperboloides  ztf 
Kebl-EUipse parallelliegen  und  das EllipseldberAhrea 

Nächstdem  iiibren  die  Bemerkungen  zu  den  Gleichungen 
(I)  und  9)  zu  der  Wahrheit,  dass 

10)  |^:E:C:Hs:l:3:3:4. 

Aus  dieser  einfachen  Relation  oder  auch  aus  Gleichung  7) 
messt  der  bekannte  Lehrsatz  des  Archimedes  von  Kegel,  Kueel 
und  Cyiinder,  wenn  die  drei  conjugirten  Durchmesser  des  Elitp* 
soides'  in  die  drei  Achsen ,  und  zwar  in  gleich  grosse  Achsen, 
sonach  das  Kllipsoid  in  eine  Kusel,  Cyiinder  und  Kegel  aber  be- 
züglich in  deti  geraden  Krei."«-(\'mu1er  und  Kreis-Kegel  übergebeo- 
In  dirscni  Falle  ir^'ben  alle  Ebenen,  durch  die  imac;innre  Achse 
cc'  des  Hyperboloides  geführt,  gleiche,  und  alle  Ebenen,  pa* 
rallei  zu  dieser  Achse  gelegt,  fihnliche  gleichseitige 
Hyperbeln. 

Die  in  10)  aus^esprochetie  Wahrheit  gewährt  eine  reidlt 
Ausbeute.  Nur  einige  Folgerungen  davon,  die  dea  Beweiset 
kaum  bedürfen,  wollen  wir  anf&hren. 

1)  Alle  Kcuel  haben  gleichen  Inhalt,  deren  Scheel  im  Mit- 
telpunkte  eines  Ellipsoides  liegen,  deren  Grundflächen  dieses  EIKp" 
seid  berühren,  zu  derjenigen  Dt irchmesser^Ebene  parallel  liegen, 
welche  dem  Durchmesser  de«  Beruhrung.spunktes  conjusjirt  i^^ 
und  i\n  Gestalt  und  Grüsse  der  Ellipse  dieser  Durcbmesser-£bciie 
gleich  (iind. 


m 

2)  AH*  Cylioder  fhftcm«  §fMkm  Mnä  «in,  wmm  Um« 
GrandflSchen  und  ManteUUkben  da«Mlbe  od«r  eio  gMch  gr— 
£lli|wold  beifiJireti. 

3)  Alle  Hyperboloide»  deren  Mantelflächen  nnd  Grundflächen 

dasselbe  of^pr  ein  gleich  prosses  Ellipsoid  berühren,  haben  ^let- 
vhen  Inhalt,  wenn  sie  mit  dem  Eliipsnir)  dieselben  coojugirt^ 
Uorchmesfier  nach  Lage  und  Grösse  geniein  haben. 

Auch  fuhrt  die  Gleichung  10)  zu  einer  Beziehung  einfacher 
Hyperboloide,   u  plrhe  in  derselben  Kehl -Ellipse  sich  berühren, 
una  deren  iniauinare  conjufrirfce  Durchqjesser  auf  einander  fallen. 
Bcdeoteii  nimneli  H  und  Ir  twel  einMie  Hyperboloide,  weldM 
denoeihen  Mittelpunkt  m,  dieeelben  reellen  Durcbmeeeef  ffemein 
haben,  und  deren  conjugtrte   imaginäre  Durchmesser  (Taf.  X. 
Fig  1.)  rr'  und  ff(f'  nnf  pin.mdpr  fallen;  bezeichnen  ferner  17 und 
fi^  die  Hyperbeln,  welche  die  Durrhmes-Her- Ebene  der  aa',  cc' 
bezüglich  in  den  Hyperboloiden  H  und  H'  ubschneidet:  so  wer* 
den  die  Befflhiungs- Geraden  an  den  Endpunkten  a  und  in'  dee 
DuTcbmesseis  oo'  Air  die  eine  oder  die  andere  dieser  betden 
Hyperbeln  in  ce'  und  bezflgtich  dd'  parallel  sein,  folglich  je  zvrei 
anl  einander  fallen.    Beide  Hyperbeln   //  und  H'  berühren  sich 
sonach  in  den  Endpunkten  des  Gemeinsamen  Durrhrnessers  an'. 
Dieselbe  Schlussfoige  wird  aber  lür  jede^  Hyperbel-i^aar  statt  bn- 
den,  welche  dne  dureb  ce'  eelegte  Ebene  in  beiden  FiSeben  eb- 
ecbneidet,  so  dese  diese  Flfteben  in  der  gemeinsamen  Kehl  Ellipse 
£  oicb  berflbren.   Hieraus  folgt  sngleich ,  dass  lede  zur  Kebl-£l- 
linse  E  parallele  Ebene  P  den  Hv[^rrf)nloideTi  H  und  H'  in  zwei 
Üh  »liehen  EHipKen  begeirfu  t.  Ks  lirue  nun  diese  Ebene  P  7.w\- 
ftchen  der  Kehl*Lilipse  und  der  Ebene  der  Ellipse        deren  Mit- 
telpunkt auf  G  fallt,  und  treffe  die  Hyperbel  if  in  den  Punkton 
e  nnd      ao  gilt  die  Gleidiung 

11)  r»*=?^(^%dSi*) 

lini 

1  CIB 

Setzt   man  aber   in  dieselbe    ^  cm*  statt  dm*,  oder  -y==r  «litt 

dm  eio,  vertauscht  am  mit  iit,  ^.nm  mit  kn,  und  bezeichnet 

man  vn  mit  r,  zn  mit  %  und  kn  m\i  wie  bereite  in  Gleichung  4) 
geschabt  eo  entsteht 

imd  wenn  man  die  zu  A-,  z  conjugirten  Durchmesser  bezüglich 
mit  v't  k!»  if  benennt,  und  erwägt,  dass 

t>      k  z 

ae  gewinnt  man  die  Beziehung 

Tkeil  Xlh 
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md  dMbilb  Ür  4l6  FlleHen  dm  lOMfM  die  GMcten^i 

18)  •9'ji8ina=:2Aifc'sniiia<|-xx'iniliia» 

wenn  a  den  Winkel  der  conjugirten  Dnrchniesser  2d  und  2p',  9i 
und  22  und  22',  bezeichnet.  Es  ist  soniH  h  die  Ellipse  im 
Hyperboloide  U'  so  groA8,  aU  die  Ellipse  ioi  Cylio* 
der  C  and  die  doppelte  Ellipse  Im  Aeymptoten-KegelK 
des  Hyperboloides  H. 

Für  die  Ellipsen  der  Ebene  P,  wenn  diese  in  die  EbeM  der 
EHIpee  E'  OUIt,  efgiebt  sieb,  dsss  die  filKpee  des  Hypefboloide« 
H'  dreimal  so  gross  ist,  als  die  Ellipse  des  Asymptoten-KegeU  K. 
weil  die  Ellipse  des  Cylladeni  eed  des  Kegels  is  dieser  SJkm 
gleich  sind« 

Werden  nun  an  die  Gleicbnog  12)  und  an  die  drei  KSrper 
H',  K,  C,  welchen  dtc  rfr^i  Fllipspn  nnirrfioren ,  dieselheo  ScMös«* 
angelehnt,  wolrhe  auf  die  Ellipsen  der  Gleichung  6)  nnd  die  w- 
geoarigen  Körper  E  gegründet  wurden«  so  erhält  man 


13)  T"^ 


H's3K  +  C  und 

K 


vnd  deshalb  mit  Rttelcsicbt  auf  Gleicbuog  10) 

U)  K:E:C:H:H':=1:2:3:4:5. 

Der  erste^  Blick  auf  die  In  11)  imd  13)  aiil|$eitel^ 
SÜtse  zei^t  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  elnftchoi 

Hyperboloiden,  die  von  derselben  Kehl -Ellipse  E  und  der  dorck 
c  geleerten,  zm  E  parallelen  El»e»ie  l»e^enzt  werden.  Denn  fe^ 
tauscht  man  den  imaginären  Halbmesser  dm  des  ByperbokUci 
U'  nach  und  nach  mit  den  Werthen 

cm       cm       cm  em 


ffir  irgend  eine  positive  Ganzzahl,  ja  selbst  BrtichzaM  n,  gröMef 
als  die  Eiubeit,  so  esAslebso  (Üir  die  sngeburigee  üypeiiisliidf 
die  Zahlen 

5,  6,  7,....  «  +  3, 

und  fnr  Hie  Grundfl Heben  ihrer  Elllpseii,  die  Ibre  fllitte^eibte  'm 
Punkte  c  haben ,  die  Zahlen 

2,  3,  4,....fi  +  l. 

Bedeatee  daber 

H,  Hj ,  U^, ••«.IIa 

die  Hassen  einfacher  Hyperboloide*  welebe  in  derse- 
meiBsameB  Kehl- Ellipse  E  sieb  berlbreo»  werdea 


m 

4ie««  KSrper  sw«f  Ebeseii  P  mnd  f  begrenzt,  dkm 
Kür  Kehl-Ellipse  parallel  und  durch  die  Endpunkte <*,e' 
des  imaginären  co n j ii i^irteo  D«rchnie#eer9  von  H 
gehen,  beaeicboen  ferner 

X>,  L/i,  L^,  ... .  JLu 

die  fcllllipüse  n  der  Ei>eue  P  und  der  Reibe  nach  der  Hy* 

die  riir  Ebene  der  Kehl-Elllnse  conjugirten  imaginS- 
ren  t>  u  r <  h meeeer  dereeibeu  liürper:  so  verhalten  «ich 
die  Massen 

H:li|xll9.... ! Uns 4:5: 6..«.  :ii-f-3, 

Mren  o 

Lilii:£^;„  :li»=3:9:4 ....  :ii-|>l, 

eder  wenn 

1     J_  1 
c  :eg         :e»— l :       .  ^    .... :  ^ 

Her  in  Gleichung  10)  aufgestelUe  Satz  ist  einer  allgemeine- 
reu Bedeutung  lahig,  die  fast  unmittelbar  aus  den  Eigenscbafteo 
den  ■iafiichwi  Hyperbeloides,  des  Affimpteten-Kegele  nnd  den 
rNTiDdars  der  KeU-EHij)8e  h^octritt^  qie  aber  in  Begleitung  ein- 
üacber  Geaetse  aiacheint,  wena  man  folgenden  Betracbtongea 
aacbgebt 

Es  bedeute  wieder  B  eine  Hyperbel  den  einfacbeD  Hypw* 
bdoidea  S,  welche  mit  dieaer  Fläche  den  Mittelpunkt  m  und  den 
inmginiren  Durchmesser  ccf  geroein  habe.  Die  Endpunkte  aller 
imaginSreo  Durchmesser  dieser  H3'perbe!  liefen  in  einer  zireiten 
Hyperbel  //',  deren  ^iatu^  bekanntlich  dann  sUh  zu  erkennen 
giebt,  dass  ihre  reellen  Durchmesser  zu  imaginären  Durchmes- 
sern der  H,  nnd  nmgekehrt  werden,  daas  ihre  Asymptoten  auf 
die  der  Hyperbel  H  fallen,  ihr  Asymptoten -Winkel  aber  den 

m toten- Winkel  der  H  zu  ziv^  Rechten  ergänzt  Wir  nennen 
)  die  Curven  Hund  H'  cnnjui^irte  llyperbeln.  Jede 
Ebene  n\s(\,  welche  durch  «lea  ini  imniiren  Durcnmesser  cc'  des 
einfachen  ÜN'perboloides  gelegt  wird,  enthält  ein  Paar  conjugirter 
Hyperbeln  H  mA  W,  Die  ersteren  balien  e&  als  imaginären 
Darebmesaer  gemein  nad  liegen  im  einfachen  üyperbolotd  S, 
Die  letzteren  haben  cc  als  reellen  Durchmesser  gemein,  und 
bilden  eine  zweite  Fläche  21,  ivelche  aMs  ^wei  symmetrischen 
Mänteln  oder  Fächern  besteht.  Beide  Flächen  5  und  2  haben 
denselben  Mittelpunkt  m,  denselben  Asyniptoten-Kegel  F* ,  diesel- 
ben conjugirten  Durchmesser  aa',  U*' ,  cc'p  iwd  zwar  aa\  bb'  reell 

ms* 

.  ^- 
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Mr  dl«  eine«  inmgliiSr  f*  dl«  ««det»  FIMe,  und  dIesdbeiCM* 

jugirten  Oarehnesser-Ebeneii  gemeinsam.    Beide  Flächen  wmim 

von  jeder  znr  Kehl  EHipse  F  ]>.iralleleri  Ebene  P  in  Kll'tpspn 
schnitten,  die  der  Ellipse  E  ahnlich  sind  und  ähnJicli  lieueri. 
Wetjen  dieser  bekannten  Eiueni%chaften  der  Fläche  2^,  des.  Hyper 
boloideti  mit  z^ei  Fächern,  oder  des  zweifachen  Hyperbo- 
loide«, bezeldmen  wir  die  swel  FlScheu  S  und  £  mit  des  Imumb 
der  eonjugirten  Hyperboloid« 

Es  seien  nun  (Taf.  X.  Fig.  20  H,  H'  und  kmkf  die  Dnrcl- 
sehnitte  einer  durcb  ec'  selegteo  Ebene  Q  besflgllch  mit  de»  ew- 
jogirten  Hyperboloiden  jS ,  21  und  deren  Asyni|»toten  -  Ke<^  F. 
and  P  sei  eine  Ebene  uarallel  der  Kehl-Ellipse «  welche  ffllfilifh 
diesen  drei  Flächen  in  arei  ähnlichen  und  fthulich  lie'^f^nden  Ellip 
j«ftn  begegnet,  und  welche  die  Linien  //,  kmh' ,  W  der  Reih* 
nach  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  hh\  kk\  et'  .•^cliueitic 
60  erhSit  man,  sofolge  der  Eigenschaften  der  Hyperbeln  H^^ 
iiiid  der  äbniicbeo  Dreiecke  Amih  und  mda^  in  welchen  menB^d 
fMirallel  und  folglich  gleich  sind,  die  Gleichungen: 

An*  =       (nw^-j-  cm^) , 
cm 

v»  =  ^r— -vjim*— cm  /* 


I 

oder  wenn  man  hierin  der  Kürze  wegen  A,  r,      ii,  statt  Än,  w. 

der  Reihe  nach  einschaltet,  und  die  dritte  <ileicbu»g ^ 
den  beiden  ersten  verbindet,  die  Relationen: 

Bezeichnet  man  nun  mit  h',  v\  1^  bezüglich  die  zu  v,  ^ 
conjugirten  Halbmesser  der  drei  Ellipsen ,  w  elche  der  Ebene  V 
einerseits,  andererseits  dem  Hynerholoide  ^S,  dem  Hyperboloide 2 
und  deren  Asymptoten  -  Kegel  V'  der  Keihe  nach  angehören,  mif 
a'  aber  den  zu  a  conjugirten  Halbmesser  der  Kehl  FJUpse  £,  und 
berückeichtiget  man,'  dass  we^eo  der  AehnüciiLeit  der  iu  Rede 
«lebenden  vier  Ellipsen  die  gießen  VerhSltal««« 

statt  finden,  so  entstehen  aus  15)  die  Glelcbungeo 

AA'^AA'H-ou'* 
«s'=A*'-a«', 


m 

oder  MreÄl  einzig;  too  diesen  Producten  der  conjueirten  Halbmescer 

nnd  von  den  ConfTi^jitions- Winkeln  dt*rselben  ciie  Flächen rnume 
der  zii^eborioen  LUipseii  abliHugeii,  diese  i^oalusratioTis- Winkel 
aber  der  äbnlichen  Gestalt  und  ^ulicbeo  Lkge  der  Kibpsea  wegen 
gleicb  sind,  die  Gleichiuigeb 

I  kk'nBuuissk^iffemntt    aafn  sin«, 

16)  <  vv'nsir\a=:kk'7tiiina — aa'Tts'ma, 

weldM  sich  leidit  in  Warten  denteUen  laasen. 

Das8  tlie  Klä(  )u»n-Beziehungen  der  Gleichung  10)  (ilr  jede  zur 
Kehl-EiUpse  £  parallele  Ebene  P  gelten  nifissen,  leucbtet  obne 
fiMreki  An,  sellwt  för  die  Grenslage  P'  derselben,  welche  den 
Pankt  €  enlhäJt,  wenn  man  erwägt,  dasc  diese  Ebene  P*  den 
AMymptoteo -Kegel  F'  und  den  Beruh nintts-Cyünder  C  der  Kehl- 
Ellipse  in  einer  nnd  d«Tsellien  Ellipse  E'  .«schneidet,  welche  mit 
der  Kehl-Ellipse  E  identisich  int,  Ja««*  sie  aber  zuf^leich  das  Hy- 

Serboloid  £  im  Punkte  c  berührt,   weil  alle  Beriibrungs -  Geraden 
er  XU  17  coojugirten  Hyperbehi  Jr  Im  Punkte  e  sn  einain  Dindb» 
nesser  der  MhhElKpse  parallel  liegen« 

Bezeichnen  trir  nun  die  kurperlicheo  Räume  der  conjagtrten 
Hyperboloide  S  und  £  bexdgllcn  mit  Y  nnd  T,  des  Cylindeis^ 
dessen  Basis  In  der  Ellipse  E',  und  dessen  Erzeugenden  parallel 

tnr  cc'  fip'^en,  mit  Z,  ur>d  den  »Stumpf  des  A.'-^ymptoten- Kegels 
mit  M,  unter  der  Annahme,  dass  diose  n  uiiiio  /ii|;ieich  von  zwei 
parallelen  Ebenen  P  und  begrenzt  u  erden ^  in  deren  eine  die 
Ellipse  E'  föUt,  80  erhält  man,  zufolge  der  mehrfach  oben  benutz- 
te» SeMnssweise,  aus  den  Gleiehungen  16): 

17)  r=M.z 

(2Ä1=  Y  +  T. 

Der  Kegelstumpf  M  Ist  also  so  gross ,  als 

1)  der  hyperbolische  Stumpf  Y  weniger  dem  Cylinder  Z  der 
KeM  Ellipse , 

*2)   der  hyperholist'fae  Stumpf  T  und  der  Cylinder  Z  zusammen, 

tl)  die  Hnlfte  der  Summe  von  beiden  byperboloidisciien  Ab- 
schnitten V  und  T. 

Setzt  man  an  die  Körper  Y,  Z  nnd  M  der  Reihe  nach  die 
in  Gleichung  10)  bezeichneten  Körper  H ,  C  und  und  berdck- 
sichtigt,  dMs  zufolge  derselben  Gleichung  10) 

H=C  +  K 

ist,  80  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  in  17)  der  Satz: 
Aar  Raum  des  einfachen  Hyperboloides  ist  so  gross, 
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als  der  des  BerfihriiTi<2;s-Cy linder«  dew  Kelil^KlUfiie 

und  des  Asym])toten  -  Kegels  zusammen,  "  enn  diesp 
drei  Körper  vo  rt  zwei  p ar  a 1 1 c I  cn  E b e  n  e n  b  eg renil  wer- 
<leu,  in  deren  einer  die  Kehi- il^llipse  liegt. 

Dieser  Satz  eeht  übrigens,  wie  wir  bereits  obeD  andeuteten, 
aus  den  Gleichungen  (Xaf.  A.  Fig.  2.): 

ÄÄ«  =      Gm?-!  cm*)t 

cm 

-j— j     am'  — 
Un  ==^*  «Ml* 

unmittelbar  herror»  well  sie  (lir  jeden  Punkt  h  der  HypeiW  If 

tiTn!  den  ztigehorli^en  Punlct  k  der  Asymptote  sf^'tcn.  una  (}p<hi\^ 
die  er^te  der  («ff  it  hang  16)  fSr  jede  iScliuitt-Eiiene  zvfhchea  c 
und  m  gültig  bleibt. 

Macht  man  endlich  nm  dem  imnijinliren  Durchmesser  cc'oder 
2cm  gleich  und  liezeichnet  die  Käunte,   in  welclie  Y,  r,   Z  an«! 
M  dadurch  iiljorgehen»  der  Reihe  nach  mit  Y'tV,  TJ  und 
so  findet  man  leicht  aus  der  Verglelcbung  dieser  liäume  mit  iei 
In  10) Jii^iK^lchoeten  KOrpem  C,  %  und  U»  dass 

Z'=:C=:a&,  und  M'=7K; 

und  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  17.)»  dass 

18)  T'sJT. 

•Schneidet  man  sonach  zwei  con jufcirte  U yperboloide 
durch  drei  parallele  Ebenen  P,  ,  P"  dergestalt,  dass 
die  dem  einfacheii  Hyperboloide  iu  einer  Kebl'El* 
lipse  begegnet»  die  P*  das  zweifache  Hyperboloid  be- 
rührt, und  dass  P"  und  P  von  P'  gleiehweit  abstehes» 
80  ist  der  Raum  des  einfaehen  Hyperboloides  iri- 
schen den  Ebenen  P  und  f  mo  gross,  als  der  Raum  des 
zweifachen  Hyperboloides  swisphen  den  £beaea  ^ 
und  /*•. 

Aus  diesem  Satze  und  aus  Gleichung  17)  folgt  aiigleicb 
einfache  Beziehung: 

19)  r':Bi':Y's4:7:10. 


m 


XXXI. 


Berldhtii^ii^  der  Theorie  des  Heg^ 
Aer'schen  Wasserrades    und  seiner 
MfUvmgUDS  fiv  die  PraiLta. 


Henm  Profeisor  J«  A.  Schaberi 

•o  der  tedmifchen  BildungiSMUll  u  Dretd«a. 


Das  SagiMr*«elie  Wasier-  eder  Reactioiimd  besteht  1»e> 


1)  aus  eiaer  KernrOhre,  die  m  ihte  Aehee  drehbar  iet. 


fuhren  genannt,  die  winkelrecht  auf  der  Kemrohre  sitzen  und  mit 
ihr  eomninniciren» 

3)  aue  AeefliMSftfDtingen»  nSmlich  eine  am  äusseren  Ende 
jeder  Schwunj^rohre,  die  sämmtlich  gleichen  Abstand  von  der 
A^hi^e  tier  Kernrulire  haben,  auf  derselben  Seite  der  Schwung- 
ruhren 1ie?en,  und  deren  Fiächeii  sich  verläugert  in  der  Achse 

der  Kenirühre  schneiden. 

Das  Betriebswasser  wird,  wie  ebenfalls  bekannt  ist,  der  in 
der  Resel  vertikalen  Kernruhre  entweder  von  oben  oder  von  unten 
zugefiihrt,  es  tritt  von  hier  In  die  SebvrnttffHihren  nnd  flieset  durch 
die  an  den  Enden  der  i(>tzteren  berindlicnen  OeCnongen  In  einer 
Richtung  aus,  die  mit  dem  geometrischen  Raame  zusararoenfällty 
den  die  Ausflussüffnungen  bei  ihrer  Drehung  um  die  Achse  der 
Kemröhre  beschreiben,  während  da«  Rad  seldst  eine  ünidrebungs- 
richtong  annimnit,  die  der  des  uusfliessemleu  Walsers  entgegen 
gesetzt  ist. 

Die  theoretische  Leistungsfähigkeit  des  Secner'schen  Rades, 
wie  bie  bis  jetzt  aufgestellt  wurde,  stimmt  mit  aer Erfahrong  nicht 
{Hierein;  sie  ist  nSmfich  beträchtlich  grosser,  als  sie  dereh  directe 
.Messungen  gefunden  wird,  nnd  ein  genflgender  Nachwels  fiber 


Von  dem 


kannlitcb: 
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Verlnstcflqnelleii,  welch»  die  Differeos  svieclini  den  tlieoceäscben 

und  gemessenen  Effect  begrflnden,  ist  noch  nicht  geg^eben.  Die 
wahre  Ursache  (J'ieser  Verschiedenheit  Vie^i  einfach  ilar'm :  das« 
der  Wirkiinij.sgrafI ,  den  man  bisher  filr  Segner  tsche  Rad 
berechnete,  Talseh  ist.  Nicht  die  Metlnul»' ,  dpren  man  sich  hier- 
bei bedient»  trägt  so  eigentlich  die  ^>cilullly  suuderu  die  irrige 
toDg  dee  Reealtatee,  oder  aech  die  oiirielitij<e  Aafaesung  d«i 
Weeen.s  der  Segner'schen  Reactionsräder.  Die  theoretische  Lei- 
stungsHihigkett  ilee  Segner'echen  Rades  wird  bialig,  wie  felgeed 
beatuniiit; 


Steht  der  Spiegel  des  durch  die  Maschine  gebeoden 
h  Fuss  über  jeder  Ausfluasöfiiuiig,  dano  ist  die  hiervon  «bhio- 
gige  Cieechwhidigkelt  eeioes  Anallaasea  aus  den  SehwaDgriHma 

Dreht  sich  das  Rad  um  «eine  Achse«  dann  rnuss  das  Retriebs- 
wasser  während  seines  Dnrt'hganijes  durch  jede  Schwungrühre 
bis  zur  AusÜussüffuung  derselben  hin,  nothu endig  die  kreisende 
Gesehwlndigfceit  e  dieser  mit  annehmen,  wodnreh  die  der  Druck- 
hShe  entopreefaende  Geecbwiiidigkeit  übergeht  In: 


Mit  dieser  Geschwindigkeit  bewegt  sich  das  Wasser  ^egen  die 
Wftnde  der  AosflussOffnung  selbst;  die  absolttte  Geschwindigkeit 
seines  Ausflusses  oder  jene,  die  es  gegen  einen  festen  Punkt  in 
der  Umdrebungsebeoe  seiner  AusflussOffoung  bat»  musa  ieJiglick 
sein 

C— e. 

Hiernach  ist  die  Dnickhuhe»  die  dem  Wasser  poch  iswohot 
wenn  es  das  Kad  verlfisst: 

(C-c)* 

mllkin  die  DnickbSb«,  die  da«  Wasser  an  das  Kad  abgesetit  lial: 

• 

imd  demgemiss  die  iielstmgsfiUuglMit  des  letstetn  in  1  See. 

i'-^i  ■ 

wenn  In  eben  dieser  Zeit  m  Pfimde  Wasser  dorch  das  Rad 


Durch  Einfiihrnng  des  tür  C  schon  t^estimmten  VVertiies  gebt 
die  letzte  Gleichung  über  in 


Digitized  by  Google 


m 


(1)  £=^l2cv(2i,A+c»)-2c«l. 

Sachgemässer  als  die  eben  befolgte  Methode,  halte  ich  die 
Herieitmig  der  Ifftzton  GleicboDg  mit  Bemitzoiii^  der  Reactioo  des 

Wassers,   die  bekanntlich  mit  dem  Wasserstose  identtnii  iet 

Diese  Methode  schützt  gegen  irrth^fmlicbe  Auffassung,  was  bei 
der  ersten  nicht  immer  der  Fall  ist.  Jene  gilt  nämlich  flberhrmfjf, 
reicht  gleichsam  bis  zu  den  iin'i^lichen  Grenzen,  während  (lie>e 
ein  liesultut  giebt,  das  sich  nur  aul  die  reaetionsweise  Wirkung 
des  Wmers  grdodjBt  Deo  Beweis  wa  dieser  vlelleiabt  anftlli^en 
Behauptung  kann  ich  bei  dem  Segner*8chen  Wasserrade  nicht 
vnllstandig,  wohl  aber  bei  der  schottischen  Turbine  geben,  die 
i(  h  in  einoni  zweiten  Aufsätze  betrachten  werde.  Indess  bestÄ- 
tigt  sich  diese  Behauptung  doch  sehon  insofern  in  der  ncfrpnwär- 
tigen  Abhandlung,  als  sie  die  übliche  Deutung  des  Wertltes  £/ 
leiebt  eis  irrthtolieh  erl^iieii  Idirt 


Anwendung  der  Reactioo  des  Wassers  findet  sich  die 
Glelehmg  (1)  wie  folgend: 

Die  Reaction  von  m  Pfunden  Wasser,  die  in  1  See  mit  der Ge- 
schwifidigkeit  C  durch  die  Ausflussoflnuog;  fliessen,  ist  bekanut- 
liefap  wesn  die  letitere  mit  der  Geschwindigkeit  c  der  Richtung 
des  ausjUeisendsB  Wasseistrables  gerade  entgegengesetzt  aus* 
weicht: 

folglich  die  mechanische  Leistung  der  rcactions weisen  Wirkung 
der  m  Pfunde  Wasser,  die  io  1  bec*  durch  die  Maschine  gelies: 

d.  h.  wenn  fär  C  seb  eben  stehender  Werth  eingesetzt  wird: 


oder 


Gemäss  der  Gleichung  (1)  oder  \l\  wird  die  Leistung  eines 
Segner'schen  Rades  zu  Q, 

etstens  wenn  e^O  und 

zweitens  wenn  Vi-!/^*  I      —  t    Ü ,  d.  i. 
wenn  2yh—0  oder  A=0  ist 

Gegen  diese  ErgebnfaMe  der  Gleichung  (1)  staid  hdne  Ein- 
wendnagen  m  MchSn* 
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Die  Gleichung  (1)  miumt  ierner  und  zirar  wegeu 
die  Foroft 


«o,  an«  der  eich  ergieß 

also  die  vollo  Wirkung  den  werwendoten  WanMra,  wemi  e  gagen 

fh  unendlich  Kff^^^  't^t.   Hieraus  hat  man  die  Folgerung  seiiiffeo: 
TP  F.pistnri^sFlihiijkeit  des  Se^ner'schen  Rades  näliert  sicn  nm  so 
mehr  der  dis  verbrauchten  \V assers,  je  gröaaer  seine  Umdre* 

hungsge8cli\\  inrlijjkeit  genoninien  wird. 

OiP  Um  ichtigkeit  (lie*»er  Folgertini^  stellen  vcrgh'ichrnde  Ver- 
Midi«  mit  einem  Segner'schen  Rade  auü&er  alleni  ZweiTei;  denn 
die  grösfcite  Leistungslahigkeit  eines  solchen  findet  bei  einer  Ge- 
echvrindifrkeit  «tatt,  die  viel  kleiner  als  V^gh  ist;  ja  seHist  die 
Geschvctndigkcit  c  des  unbelasteten  oder  leergehenden  Rades  ist 
noch  kleiner  als  \/2nht  also  >veit  entfernt  von  einer  unendlich 
grossen  Geschwindigkeit.    Ist  aber  dem  so,   wie  niclit  in  Abrede 

Eestellt  werden  kann,  dann  ninss  auch  die  Gleichung'  (1)  für  die 
leistung  des  8i!<iner*^chen  l^ades  nothwendie  falsch  sein.  Der 
FctUer  der  Gleicbung  (1)  liegt  .ganz  emfadi  darin,  daea  nun  die 
Lelatong  E  als  Nutzleistung  mnimt,  w#br«nd  dieselbe  di»ch  mit 
dazu  dienen  muss,  dem  Betriebswasser  vor  seinem  Eintritt  in  die 
Ausflussöffnungen  der  Sf  hwungröbren  die  Geschwindigkeit  e  aa 
ertbeileo»  womit  die  Leistung 

verSrawrht  wird.  Die  Wahrheit  dieser  Deutung  des  Wertbes  E 
ist  tiir  llerleitung  der  Gleichung  unter  (1)  nicht  so  augenfällig,  als 
für  die  unter  (1).  Diese  ist  nämlich  für  die  als  vorbanden  ange* 
nommene  Umdrehungsgesehwlnd^eit  e  heetlnnit,  so  dasa  die  aar 
Beeehaffung  eben  dieser  Geschwindigkeit  erforderliche  Kraft»  d.  i. 
die  unter  (2)»  von  E  abgegeben  werden  niuss,  wahrend  es  liei 
der  Gleichung  unter  (1),  mit  Hinsicht  auf  ihre  Auffindung,  den 
Anschein  haf,  als  würde  durch  die  Differenz  zwischen  der  ursprüng- 
lichen kratt  lies  Betriebswassers  und  jener,  die  ihm  bei  dem 
Austritt  aus  der  Maschine  noch  beiwohnt,  der  Aufwand  fttr  Her> 
atelinng  der  kreisenden  Bewegung  mit  getfoflSen. 

Bezeichnet  man  die  Nutzleistung  den  begner  ächen  Rades  mit 
e,  dann  eigiebt  aU: 

wie* 
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■Im»  Mit  übMleU  mt  0) 

4 

9 

oder 

Zufolge  dieser  Gleichung  ^ird  die  wahre  Lei8tuui;» Fähigkeit 
cIdm  Segoer^acbeo  Rades  rar  irgend  eine  DtsdchObe  h  gleich  o, 

ereCene  fOr  e=:0  und 

svrelteiMifllr  2c  v(2^A+c*)=3€>  d.  I. 

drittens  flir  c=(Ka044v3^A  d. 

im  Leergange  erreicht  die  Geschwindigkeit  der  AusflussOffnungen 
eines  «Segoer'scbeo  Rades  oocb  nicht  Jene,  die  der  Drucichöhe  h 
zugehurt  Versuche  bestätigen  die  Geschwindigkeit  e  för  den 
Leergang  vollständig;  die  i^enessene  UnlanfsgesebwhMiiftlieit  er* 

^iebt  sich  nämlich  ffir  denLeei^ang  stets  nm  ofwns  ircringer,  als 
^ie  Gleichung  (3)  Torschreibt,  was  der  ZapltMircihnnj;  und  des 
Luftwiderstandes  wegen  so  sein  moss.  Die  Gieicb^ug  1.  giebt 
ferner: 

Ittr  esQ^  V2^A;  e=0,dÖ6mA; 

c  =  0,41v^A;  «=0,38l30mA; 
„  c=0,42v^2^A;  c=^0,.3Si;3(3;/iÄ; 
«  e£=0,43v2^A;  s=0,38Ü98mA; 

M  essM  V2^A;  ssO^  siA; 
„  c  =  ü,6  V2^Ä;  «=  0,519  niA. 

Diese  Entwickelnngen  zeigen,  dass  sich  die grOsste  Leistungs- 
fthigkeit  eines  Segner'schen  Rades  bei  einer  Umdreboiigs- 
gesebwindigkeU  der  Aosflassoffnnngen  Von  nahe 

(4)  c=ü,42v2i^A 
heransstellt»  ond  dass  jene  nahem 

(5)  «=0;^i;i6mA 
beträgt. 

Auch  diese  grusste  Leistungsfähigkeit  des  Neuner  scheu  Ha- 
des nnd  die  Ihr  snffshlirende  Gemwlndigkeit  besttmgen  Versnebe 
sa  vollslindig,  als  diess  nor  erwartet  wmen  kann. 
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Mit  der  Gleichung  (1),  die  Itisher  aln  Eflfcctsgleichung  für 
do^»  8e^Der*8rhe  Rad  »enommen  wurde,  fallen  auch  die  Folgcruti- 

fen,  die  man  au8  derselben  für  die  |irakU«iche  Verwendung  eben 
ie«M  Rades,  ungeachtet  ihree  Widerspruches  mit  der  Erfiäraa^» 
gesoeren  hat.  Wenn  dagegen  die  Begründung  der  Effectsglm* 
chung  I.  fiir  Segner's  Reactionsrad  an  sich  als  richti«:  erkannt  wer- 
den niuss,  ja  deren  vollige  Oebereinstininuing  mit  den  Erijebnis- 
sen  angesteifter  Versuche  ein  gewichtiger  Beweis  Im  <1ereh  Kich- 
tiglceit  ist,  dann  haben  auch  die  längst  gemachten  Erfahrungen 
endlich  ihre  Begründung  in  der  Gleichung  1.  gefanden»  nimlicb : 

das»  das  Segner'sche  Wasserrad  keinen  grosseren  Nutzeffect, 
als  gegen  3<Sp('t.  desjenigen«  der  dem  verbrauchten  Wasser  ent- 
spricht, hervorbringt; 

da»  dieser  Effect  nur  bei  elaer  Oeedtwlodigkait  der  Auafiosa» 
ofimngen  beatebt»  die  gegen 

betrigt; 

dasM  die  Ausdussoffnuni^en  des  8(  ^nnr  sehen  Radea  im  Leai^ 
gange  eine  höchste  Geschwindigkeiten  von  gegen 

annahmen;  und 

data  daa  Segner'aebe  Reaetlonarad  jenen  Waaaenideni  so* 

RKzfthlt  werden  nuss,  die  dem  Betilabawaaaer  efaie  nur  geringe 
utaleietang  an  enlaieheD  vermUgaa. 


Digitized  by  Google 


Eine  mechanlsclie  Aufgabe. 

Vm  dem 

Herrn  Doctor  J«  DieDger, 

Madiflaiatik  «nd  Fhjiik  «a      Mh««  Bärfertdi«!«  tu 
flinslieiiii  M  HeMelbwg. 

Die  zw-p!  Punkte  Ä  und  C  in  Taf.  X.  Fig.  3.  seipTj  durch  die 
um  erriTulerJicije  Linie  BC  (eai  mit  einander  verbmuien;  C  könne* 
«ich  liloiss  auf  der  Linie  AM  bewegen,  während  i>  t»ich  eutweder 
Mow  mai  AN  bewegen  kann,  oder  wenn  eeine  Beivegung  frei  ie^ 
so  geschehe  sie  nach  der  Richtung  dieser  Linie;  man  wttnsdit 
(las  V  erhiiltniss  der  Geschwindigkeiten  beider  Puokle  in  der  Lage 
HC  7n  kennen. 

IVIan  lassf»  H  sirh  um  dpTi  f unendlich  kleinen)  \Ve^  BE  be- 
wegen, äo  Mird  C  äicli  durch  den  (ebenfalls  unendlich  kleinen) 
Weg  CD  bewegen«  und  wenn  vi,  t^,  die  Geacbwindigkeiten  van 
B  nad  C  aind,  ao  hat  «an 

fi  BE 

Sebea  wir  muSicM  Amvm  ab,  daaa  BE  vwiMA  VMa  aela 
•all,  and  aef: 

AB=zk,  AC=l,  BC^ED^a,  BE^m; 

also 

A^alii*9siPcoa*9— Sifclcoa^  iteaa^)*.  (1) 

Ferner 
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Da  f)Sr  »1=0,  ÄI^ssl,  aodbier 

80  muaa  io  (1)  gesetzt  werden: 

Blau  erbilt  nwi: 

ßE  _m    


Llaat  man  hier  m  onendllch  abnehnen,  eo  «teilt  alcb 

liruch  unter  der  Form  ~  dar.   Differenzirt  man  al.so  Zähler  und 

eh  m,  setzt  dama  msaoni  beaebtet  die Okiebeag  <9}^ 

so  erbäit  man  leicht: 


BE 

VC 


L-*  A* — lcon(p    Aß^AC.coä<p'  ^' 

Steht       cenkrecbt  auf  ^if,  CCr'  aenkreebt  aaf  ^«  ao  iet 

alao  auch: 

n^Aß^AG^SS 

bt  der  Broch  ^^i^i^^^^  poaltl?,  ao  aind  vi,  e^  aaeh  Ter- 

aebtedenan  Ricbtunc^en,  von  A  aus  gerechnet;  Ut  er  n^ativ«  so 
aiad  sie  nach  deraelbeu  Riehtmig. 

Der  Fall  (p=0  ist  hier  aaagaacblaaaeo,  weit  in  dtaaem  Falle 

/  und  Ii  unbestimmt  werden. 

Ist  Aß  =  AC.cos  (pt  ohne  dass  AC=Aß.eoa  9,  d«  Ii«  ohne 
dass  eos^9=l,  ao  ist  v^^O.  Für  9=500^  ist 

Vi  AC 

Man  kann  auch  nach  dem  Punkte  O  fragen,  in  welchem  die 
Linien  ßC  und  DE  sieb  aebaaidao.   2u  «ueacni  £ade  %u  AB 


39» 

Abscijtsenaze,  AC  Ordinataiiaze»  90  sind»  wmB  AD=pt  die 

K.oordinaten  tod: 


Ci  0,  / 
1>:  0,  p 


Ix 


also  die  Gleichung  von  B>C\  ^=:^^/> 

UeMwegen  finden  eich  die  Koordinaten  des  Pnnirtee  O: 

a-plßki^lm'  ll'^p)k-^lm' 
Die  Linge  von  BO 

=  4/  ) U'-i^M  f  ^ /     U^-     +  Im V  ( 
Abe 

BC^(l-p)k^im' 
mn  msO,  beachtet,  dai»  alsdann 


s  » 


so  ist  filff  ffi=ü: 


woran« 


0Ä_^  ,  /(/-~A:co8y) 


Fflr  9=900  B. 


.  Den  &iti  ®  kW  aaa  «Nh  in  folgende»  Weise  beweisen. 
Sei  ^  =  9»(0  die  Geschwindigkeit  von      to  der  Entfernung 
«  Ton  il,  eo  ist  also,  nebenbei  g«8agt: 
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X 

o 

d.  b.  wenn^y^OfllBs^l)  uod  Xi  dii»  orspraogtlcbeEatfimMf  dflv 

Punktes  Ü  vou  .4: 

HelMt      die  Entremang  AC  de«  PimklM  C  toii  J  J  so  i«t 

seine  Ixeschwindigkeit  am  Eude  der  Zeit  (•   Nun  iet  immer 

Uierans  folgt 
d.  h. 

was  eben  der  Sets  (3)  iet. 

Zugleicb  folgt»  nach  den  gemacbten  AnnahnoB: 

««=(^0)H2*itW+^iHy*-S^t(<)coe9-2a:i^o«f^ 

Die  Zeit  t,  in  welcher  C  den  Punkt  ^  «•rreicbt,  bestimmt  «»ich 
alao  doreb  die  Gleichung: 

Sei  s.  B.  «o  ist  die  Gleicbnog  (7): 

01  ' 

dbo-x, 
er 

l9t  /r  positiv  md  >  a,  so  kann  4iier  im  das  obefo  Zeichen 
gelten»  und  es  ist 

a 

IM  dianer  Seil  gnbl  C  tuitck  ibor  4m  Pnnkt  A 


4M 


HaUiematlsches  Gesetz  des  H  aclis- 
thiUBs  der  AlHrabeii  won  Erbschitfteii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bdigencbale  m 

Sinebeim  bei  Heidelberg. 


Lftine  in  den  Conipte.s  rcndus  (Tom.  X XVII.  Nr.  6. 
foro7.  Aug.  1848)  hat  dies  in  foigender  Weise  dargestellt. 

Sei  a  eine  Siimnie,  die  Jemand  jahrlich  zurtlcklcgt,  r  der 
Zins  von  1  Thlr  iui  Jahr,  so  wird  .  nach  Umlluss  von  jti  Jahren, 
da«  angesammelte  Kapital  bumnU  Ziu^eszint^en  bekanntlich  sein: 

Hei8.<;en  wir  diese  Summe /I  und  rrflmien  an,  es  sei  Ar^ti,  d.  h. 
A  sei  so  beschaffen,  dass  diesc?^  Kapital  jcdrs  Jahr  denselben 
'£ä^&  trägt,  als  die  frühere  jährliche  £rsparni«>s  war,  so  ist 

(l+rf'=2, 

"»-|og(l+r)* 

dülch  «eiche  Gleichung  nnn  n,  bestimmt  ist.  Man  lege  mui  [ort 
jährlich  a  Tb.  zurück,  und  es  dauere  weitere  Jahre»  bis  die 
angesammelte  Summe  Sil  betrfigt,  so  Ist: 

i<(l"|-r)"»  +  ^[](l  +  r)"«-l]=2.4  , 


3 


,  3 
log(l+r)* 

Allgemein,  wenn  nach  IJinfluss  von  rii  -f  -|  •  • .  f  "m-i  Jah- 
ren dw  angesammelte  Summe  (m  —  l)A  Th.  betragt,  und  man 
legt  uoch  Um  Jahre  lang  jährlich  a  Th.  zurück,  **o  diiM  dttMD  fie 
Summe  mA  Th.  betrage,  so  ist 

(m-l)^(l+r)""«4-^[^(l  4-  r)"»-l]=a«lJ . 

m-f  1 


(3) 


(l4-r)''»  = 

*—  log(I  +r)~ 
Bis  also  die  angehfiofte  Somine  i:smA  «el>  bederl  ee 

log(//»  +  l)  . 
iog(l+r) 

Darans  gnlit  aber  auch  hervor,  dass  die  Schwierigkeit,  sein 
Vermögen,  wenn  es  einmal  A  <:(;\vor(lcn  ist,  auf  12^,  3^,  .  •• 
mA  zu  erhöhen,  sich  zu  der  Schwierigkeit,  es  auf  ^  za  bringen, 
▼erhalte  wie 

log|.logj,  logj,  logSiiwi  log  2; 

d.  h  dass  die  verhältnissninssino  Leichtigkeit«  eeui  VeimOgea 
aut  At  ilA,  ^A,  ...  mA  zu  bringen,  sei: 

iog2  log2  log 2 

1,-^,— "j,  ,  m+1 


*ogj  log- 


m 


Da  a  eine  willkährliche  Zahl  ist,  so  it»t  es  natüriich  auch  A, 
doä  also  jedes  Kapital  bedeuten  kann. 

Da  nun  der  Staat  die  HSufung:  des  Kapitals  &rch  seine  Eis* 
richtungen schützt,  so  ist  die  Abgabe  auf Erbschafteo  oder  ScbeQr 
kungen  unter  Lebenden  nichts  Anderes,  als  der  Preis  dieses 
Schutzes.  Die  Abgabe  wird  daher  um  so  stärker  sein  dörfeSi 
als  die  Leichtiijfceit  der  Vermehrung  grrm«er  war. 

Gesetzt  also,  diese  Abgabe  sei  bei  einer  Erbschaft  A  (z.  B. 
90000  Th.l  gleich  1  von  100,  so  wird  sie  bei  einer  ErbechaR  2^ 
tn  fügender  Welse  zu  berechnen  sein: 
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M  4ie  Mteo  A  TW«  ist  aie         fär  dio  sweiM  il  iU< 
J  loe2 


•       «  abo  Im  Gänsen 

inrj 


Bei  einer  Erbschaft  3^  ist  sie: 
ftr  die  ersten     Th,  =r 

2 


log 


•   dritten  J   •  =  ^  • 
armen  ü       —  jgjj  ^  t  , 

iboini  Gauen:  4 1  1+5^^ 4.!2S^T 
^^^^  IOOL  +.   3+.   4 1. 

im  AUgemeioeD  wird  sie  bei  einer  £rbs€ba(l  von  mA  Tb.  sein; 

Land  giebt  ann  an,  daaa,  bin  nissSl,  Imnier- annShernnga- 
»eiset 

1Ä  +  +-i5Si,=«+0.36-.(«.-l). 

10  da»  die  Foimel  (4)  wire: 

5jQl+0.36(r«~l;J.  (tt) 

Da  flir  n^aQ  '<*8('»-|-^)    ^enn  r  =  4r       ö*>e'  ^  Wnans- 

log  (1  +  r)  20 

gebty  so  fffird  alao  ein  Mensch  dnrcb  fortgeaetstea  ZnrGcklegen 

von  A  Tb.  tffebt  Im  Stande  sein,  sein  Verniugen  über  20^ so 

bringen,  so  dass  man  beim  Wachsen  der  Abirabf  nach  der  in  (4)  an- 
iriigebenen  Progrf  «?sion ,  nicht  über  m==2ü  hinaus  gehen  soll:  ist 
aUo  7«>^.  so  ^\  inl  man  von  Her  Erbschaft  m  .'l  doch  nicht  mehr 
Proceute  erheben,  aiü  von  der  20^.    Rechnet  mau  die  Grössen: 

Tbell  IUI.  » * 
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,  i2S|,  l!S|j  «US,  «o  erhält  man  ieicU  foigeodea  Tätelebeo. 

Man  hat  an  ErhscbafbabgabeDKAccis)  au  basahlen*  bei  eioer 

Erbach  aft: 

grösser  als  0  u.  kieineraU  2  J(.42.ß.=2ÜU0ÖTb.)  1  vom  lüO 
gleich  od. 


9  Am 

-  tlA 

1  354 

StA* 

-  AA 

1706 

A  A 

*     9  iB 

<J  Jt' 

RA. 

-    7  A 

2  753 

3.101 

3  810 

in  >i- 

.114 

i  156 

11  il; 

-     -  UA 

4^ 

I2ill  - 

•      •  13il 

4^ 

13.i- 

-  14  i 

5,195 

14^- 

-  loA 

5,542 

lÖil-  . 

'  i<6A 

5,888 

16il-  - 

-  17  il 

I7il-  - 

-  18^ 

0,582 

-  10.4 

6,928 

19il-  - 

>  2Ü^ 

7,275 

20il-  - 

-  'ilil 

7,021 

vbaant  mehr  ala  21  il 

In  Nr.  8.  der  Coiuptes  rendus  (vom  21.  Augast  1848) 
glebl  Binet  eine  Formel  zur  Bereebnnog  obiger  Summe  (4): 

deren  Ahleitni)«^  wir  hier  versuchen  weiten,  da  Binet  nur  da«  Re* 
SulUt  anEiebt.    ^ic/.t  man  ' 


• 

so  ist 


J     1.  2.      o.  .  .  .  •  •» 


l-l-OfS— at<^*'^ffs<*-^•••••ul  Inf. 

Da  aber  /   (l-f  i)^Oj:=      ^.    t  so  iöt  al«o 

o 

=  1 4-  öl  s — +     * — «41*  +  «a  «nf .  z«^  1 . . .  (7), 

Die  Berecbauog  giebt 

1        1         1         19     _  9      _  793 

Dass  diese  Zahlen  faUeB»  IXsetsich  leicht  bewebee.  Zao&chat 
iet  Mimlicb  ofenbar 

r           1     /* '  j:(l~-j:)(2-;g) ....  (r-l-jf)  ^ 
«r+i=>fI«'-HFiy       1.   2  r  

Da  das  Iet7:te  Integral  poftitiv,  so  muss  es  %  mr  sein,  da  sonst 
Orfi  negativ  würe,  was  nicht  dei  Fall  iöt.  da  alle  die  Zahlen  a^, 
iw....  positiv  sind,  wie  man  ans  (6)  leicht  sehen  wird.  Danas 
folgt,  dass 

sei. 

Da  man  In  der  Somnie  (4)  natllrliebe  oder  künsttiehe  Loga- 
rithmen wählen  kann,  8o  wählen  wir  natüilicbe.  Alsdasn  keimt 
die  Angabe  darauf  hinaus «  die  Summe: 


KU  finden.  Zerlegt  man  jedes  einzelne  Glied  nach  der  Formel  (7), 
glebt  diese  äomme: 


4M 


l-Hüy  -^+«*p—  M-iy^^fi  — 

m 


fii(m+l),  ^=^1       ^=^1  ™»1 


Da  «is^^so  wt  dless: 


■j+m-  a,^^i+.....+(-l)-+  "^J^^Sn  


worutB 


JH(l+r)=/(2.3....(m-H))Ä     /(r)+  — 

=<(i,-i..iii)+TJ-...„.+(-i)»+'i2[^--' 


a.  Ii 


1 1 1 


Setxt  man  dies»  so  erhilt  maa'  als  Smrnne  der  Reihe  (8): 


m 

Mail  kaua  diese  Summe  noch  umbilden.  Setzt  man  nämlich 


2  — raJKjtt» 


SO  erb&lt  nuw  Summe: 
Zugleich  i«t 

'^f  1  L  J  V(^-t)»  ^ 

+  4    1.  2.    a    4  ^»mA^i»  " 

woSi,  üt»-*  BmoolUochen Zahlen  «ind.  (Siehe  Sehldmilch: 
DUrerenzen  und  Summen.  Seite  142).  Die  GfOeee  «3— 2" 
i«t  Noll;  die  Grüsseu  IL^  i^....  nehmen  rasch ab^  sodass  die  Grösse 

gesetzt  werden  kann,  wo  G  eine  kuostante  Zahl  (—0,00063...)  ist. 
oomit  ist  endlich  die  Summe  (8): 


* 

\  r—  OD  1 
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Die  Gfftesen  nach  G  acnd  von  dar  Ordnmig  ^ ;  da«  Glied 
dieiser  Ordoong  ist  alle  aadereii  aind  vos  der  OrdnoDg 

^«  Vamachläaalgt  man  dieae,  ao  erb&lt  nuui! 

Die  Summe  (4)  wfire  also 

w^fOT         \l{m)     116^      43  1-1 
IÖ8L2  +  *"~12  m  "  12 m*  +  m  +  mSm^S" ' 

oder  annftbemd: 

NuD  lat  /2=:a003i4^^::r  0,346573,  «lao  Jene 

uiigeiahr : 

was  80  alemlicii  mü  dem  Resultat  (5)  susammeDtrift 
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ir4»cr  das  tnUgtalfj^j^^^^ 
und  aimlidte  Formeln» 

Ton  dflin 

Henrn  Doctor  J.  Dienger, 

di«r  Mathematik  und  Pbyiik  an  der  höhereo 
Sioaheim  M  Heidelberg. 


Setzt  man  6=rco8a,  c=r sido,  alid  r=sV^6*-|-c^»  so  ver* 
Windol  «leb  das  vorgelegte  Integral  in 

 Bx   /*     dx         _  /*  8y 

wenn  jfs^r— «  ist  Die  Integration  ist  also  auf  die  Bestimmung 


a-froosjf  . 

tvidigeittiit  Ist  ovn  a*>r^,  so  findrt  man  bdcamtlieli: 
f-Ji-  =  _^arc(c<«=^i2^55ä')+  C; 

ist  dagegen  «'<r*: 

^      __       ^      .    /r-j-flcosy-^situ/ .     r* — a*\  ^ 
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Nuu  ist 

r 

(i)  /1__J£___ 

 1   -j-     -|-  a(6cog.g  ^  tsi  lur)  \ 

Für  o«<6»+c*s    *    p  —  V 


Im  ersteo  Falle,  abo  wenn  a*>6^')-c*,  erhfilt  man: 

o  •  ' 

— -7======  arc  (cos  =  ,     .  y  ,   1 

*        2^  . 


worin  ^  eine  beetimmte  ganie  Zahl,  die  muibbfinglg  ven  e 
•ein  wird,  bedeutet  Um  sie  m  iMtiiiinieii«  eetae  neu  fac:»sft 
0=1,  80  wird  die  erste  Seite 

demnach  Q=^m,  und  eomit  immer: 

■ 

Für  m=l  erbSIt  man  bteraiie  die  bekannte  Formel 


aar  1 


4U 

/Hirnen        Bx   1        '  ^ 


iD  welcb«D  Formeia  a*>6'-|-c'  «omiggMetzt  wird. 

Setzt  man  bi,  ci  fitatt  6  uud  t  ,  äo  ist  a^'^  6^  -\-  c^,  aUo  uü- 

Igt  alrar  ^-|-«*><^,  so  ergiebt  «Ich: 

«7  a-i-6co«a;-|-csiiidf 

fvoib  «bo  f  mr  :sO  «ein  kaan,  jbo  das« 

£s  bleibt  uns  nur  noeb  der  Fall  zu  betrachten^  io  welchem 

t^^^^  (8) 

ist  Fär  diesen  Fall  wfrd  das  Infcgi'al'f '  tu  ■  Welches  da»  V<iif;e- 
akb  uinbildao  i&Mtj  entweder 


Je  «achdem,  ob         V         iat;  also  je  naebdem»  eli  a  poai- 

Muo  i«t  1 -f  coa|f=2cos^g>jy,  1  — coay=:28in^^^ «  dem- 
aach: 
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1 


Uierau3  «rg|«lit  «ich:  , 

(10) 

1  _  1 


.     =-tgl(x-«)+C,  wenn  a=+V^f+?; 


worin  u  durch  die  Gleichungen 


6  .  e 

C0e«=-7==,  «10«=— 7^ — -^=r 


hestiittnit  Ist 


Gam  wie  in  g,  1.  ist 

(«+2ccw5+c3n5)*  ^  (a -|- rcosy)* ' 

worin  ^  nnd     r  die  nSmliche  Bedenlviff  halm»  wi«  ii 

§.  1.  AUetn  es  ist  fOr  i^>f«: 

J  (a+i'€osj|f)* 

r  Bmy  «  .         r+a  cos 

demoacb : 


Q 

Daher  anch 

^   Sjt  n   2  ^  j 

Setzt  mMi  hier  «sr-Veoe^»  ^sr'ein^,  e=äO,  eo  tiodet  «ich 


Da  das  leUte  Integral  Iq  Archiv  Theil  VIL  Abhandlung 
XX.  bestimmt  wurde »  eo  iet  dadurch  anch  das  erste  bestimmt. 


$.  3. 

Da  allgemein  Rur  a*>r*: 


und 


+ 


g  siny  1   /*(tf— l)r-(?f-2)aco8y  ^ 

— r  siny  1   — 1  )a—  2)rco8y 
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SO  kaoo  man  leicht 
fifid«D. 

Man  hat  daraus,  fitr  iflyi^-^^i 

/»«  dx  
o 

_   1  />2m»(«— l)a— (it^2)V^4^xo8(j;-tt)  ^_ 

und  fiodM  i)Gbrii8s3s 
für  n=4: 


7  (a46co«r-|-C8liur)*  6*— A* 
u.  f. 


4U 


Uebun^aiifsal^ii  fOr  Schfiler. 

Lehrsatz. 
?«i  tea  B«lta  Vnimmt  Dr.  Schldnillch  an  4er  IhilvmitAl  so  Jen«. 


Die  mieDdliclM  Reilie 

convergirt  bekanntlich  für  jedes  positive  von  Null  vcr8(hiedene  s. 
Nennen  wir  /(«)  ihre  8uinme,  so  findet  zwischen  den  ^unimeii 
f{s)  and  f(\^s)  £e  bemerkeMwerthe  Relation 

Sit 


•latt,  wobei  j  aU  |)ositiver  ächter  Bruch  vorausgesetzt  wird.  Für 
f SS  ^  wird  f{ß)^f{X'—9)  nnd  maa  hat  <iaim 


■  i 


■"©''•ä),j."'«'C-)=-- 


wüs  nu»  aiiaaeriiem  schoo  wei«». 


Aritbmetisches  Theorem, 

Von  Dencelben. 

Es  sei  N  eine  ganze  positive  Znbl  und  dieeelbe  in  llire  Prim« 
fal^toren  a,  6,  c,...  zerlegt,  so  dass  etwa 
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ist;  sind  ferner  /*i ,  P^,...P„  alle  relativen  Primzahieii  zti  .V. 
welche  kleiner  aU  iV  sind  (also  /\— 1,.... /\  =  iV— 1),  &o  gilt  die 
Gleichung :  , 

.  ,   .  Pi^  ,   .   Pz^  ,      .   .  Pf^ 

-j^-lr  sin -^f -{^ am -jf  -|-...4-«m-2y- 

=  cotgjy  -  [cot      +cot 4^cot     +  -  J 

+  [cat2^+cot^  +  1 

.alten  ,  _ 
-[cot  "22^  +  — 1 


Die  erste  eingeklammerte  Reihe  enthfilt  alle  Primfaktoren  der 
K«ihe  nach,  die  zweite  alle  Combiuationen  zu  je  zweien  von  ihnen 
obne  Wiederholungen,  die  dritte  alle  Combiuationen  zu  je  dreiei 
von  ihneo  ohne  WiederholuDgen,  n,  s.  w. 


Von  dcju  llerra  Ooctor  J.  Dt  enger  zu  Siniheim  bei 

Heidelberg. 

1 

4(a'^— i-'^j+l  _  1  ^  l  *^  ''^g  1  1 
Diese  GleichoDgeo  gelten  för  jedes  re^Qe  4|. 


Dm  beatimnite  Integral 


gin(xj?).dD*(cj;) 

o 


ist,  wenn  c  positiv  ist,  für 


uiyiii^ed  by 


U7 


— *^»<-2c,  gleich  0 


2=— 2C, 

— 2c<J<ö, 

s=0. 
*  *'» 

II 

0 

n 
+  4 

» 

+« 

9» 

0 

Zeicboet  man  unter  das  Dreieck  ABC  (Tai.  X.  Fig.  4^ 
ein  frfeiebflttbeBUiges  Dreieck  ABB,  so  daas  WIdM  diliB 
—  DBA^ACB,  sieht  DC  and  durch  einen  beliebigen  Punkt  F 
in  Cfi  oder  dessen  Verlängerung  die  Linie  FE  so,  das«  Winkel 
C#!e=  Cilß»  80  wird  Uf'  durch  />C  balbirt 

Nennt  man  a,  b,  c  die  drei-Selteu  des  Dreiecke  ABC,  rdie 
Unge  CF»  />Cir  den  Winkel      eo  fändet  eich 

4«  —        crsin^  ^^rsinjg^ 

ind  sodann  nach  der  bekannten  Formel,  ein  Dreieck  aus  zu  ei 
Seiten  und  dem  ein^escblosi>enen  Winkel  zu  berechnen,  \GCF 

»Ifich  gross  mit  ^  EGCy  also  EG—GF.  (Man  sehe  anrh:  AdamSt 
die  meikw.  Eigenecii.  des  geradL  Dreiecks,  ö.  5.). 


An  einen  Kreis ,  dessen  Halbmesser  r  sei ,  ziehe  mau  in  jedem 
Pmkte  eine  Tangente,  verlängere  jede  derselben  zunächst  um  das 
Stdck  Annd  swar  s^v  daas,  wenn  man  (Taf.  X.  Fig.  5.)  im  Endpunkte  J2 
de«  Halbmessers  Oß,  mit  dem  Rücken  gegen  den  Mittelpunkt  gewen- 
<iet,  steht,  die  Verlängerung  nacb  der  rechten  Seite  hin  gehe.  Jede 
dieser  V^erläogerunfren  vert;nvjfM<»  man  um  ein  Stück,  das  propor- 
tional ist  dem  wachtsenden  Winkel  RON,  der  wächst,  indem  OR 
durch  OM  geht,  bis  es  in  O.Y  eintrifft,  und  zwar  so,  dass  die 
Verllogerung  der  zweiten  (riickkehrenden)  Tangente  in  gleich 
a  seL  Ist  V  «in  Punkt  dieser  Curve  und  sind  Q^t  die  laufenden 
Ptlarcoerdiiiateii,  so  findet  man  als  Gleichung  der  Cunre: 

TWil  SB 
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m 

Die  Länge  des  CuireDStflcks ,  das  swiscben  den  den  Punkten  A* 
und  R  des  Kreises  entsprechenden  Punkten  der  Curve  hegt,  wt, 
wenn  Winkel  RON:^mi 

Uüinuach  ist  die  Länge  von  n  vollständigen  Umlänfen  ^ 

Curve: 


^  ♦  - 

Ffiy  A=50,  «=ar«  ist  die  Ciirve  ehic  Krelsevelv««te. 


Wird  ein  Körper  schief  in  flie  Hr,he  geschleudert,  und  mw 
nimmt  an.  dnss  sein  Schvv(;rpnnkt  nicht  aus  derselben  V«tlW- 
Xne  heraustritt,  dass  (erue/F(r)  den  Widerstand  dejLüft  W 
drückt,  so  Ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  Schw0r|tonkt8:, 


oder>  wenn  man  will: 


 (r+M-l)  +  2.a.4  (r+»)  +  3.45  (r +»4.1)4. 

....•f(i»-r+2)(iii-r-fti)......(fti<|-tt) 

^  (m4-n-H)(m-f  n). —  (ai^fg) 


^r(r+l) 


n  _5r(r+l) 

^  TT- 


i  (2»+l)«(2ii— 1)2  • 

 n  1  

5«  w  I 

SS=Ö[«2»+1)»-Ö 

 n±l  JL 

Sil  (2fi-l)(2»+l)(2»+3)(2ii+6)-"40' 

■      /n-     ••  _J_ 


o[aH(C^«-i)^+ 1  }'^J  [d^ + ((2h  + 1)  A  + 1  )2J 

M  (aH(2ii)2)  (a^'+CJi»  f  2)»)  ~  a«(aH(2r +2)»)  * 

•»CD  2n}J.  J_ 

«fo  <»«+4«*)(aH(2»+2)»)""4Ö** 

^1  knnii  hier  jede  reolle  oder  imaginäre  Grusle  scitt»  nur  darl 
nie  ein  ülied  uneadiich  iverdeu. 

•  •  •       . .  ...  . »  -  ♦ 


f  ■ 


2»* 
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Hlscelien« 


An  den  Hmusgeber  d«s  Archivs  der  Matbemattk  und 

Physik. 

In  der  Hofnune,  dass  Sie  folgendem  kleinen  Aufsfttie  f^mm 
Plate  in  Ihrem  Arcliive  ver^^uimen  wolleiK  hin  ich  so  frei,  ihnen 
denselben  hiermit,  durch  meinen  hiesigen  Prennd,  den  Hemi  fiach-^ 
hftndler  D.  F.  Bonnier»  mitzutheilen. 

Die  Jiinomial-Formei  als  Quotient 

Es  ist,  wenn  A,B,.,»A',ß',.,.,  die  nichst  vorheixebeaden 
Glieder  aurarficken,  und  m  eine  jede  Zahl»  die  entweder  gl^ch 
oder  grosser  als  b  Ist^  bedeutet: 

,  .  n^m  6     (m-l)(n±m-})   b  .  (//i-^2)(w-fm~2)  , 

Ans  dieser  allgemeinen  Formel  erhilt  man  durch  Suhatitnties 
folgende  Approximatlona-Formeln»  von  welchen  jedoch  eine  jede 
eiakt  ist,  wenn  man  »1=»  annimmt: 

(a+6)"=:a". — jf^i    »  C*»"«»«  m=l),  (ibereiustimmend  mit  der 

..— 

2  a  von  Lambert  gefundenen  Forme!.  (S. 
Bettr.  z.  Gebr.  d.  Mathem.»  2.  Tbl 
1.  Abschn.  S.  153.) 
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•   2    fi  ■   '2.3  a 


* — r  ^■""2T  rt    •  • 

Ä«».  TTSL  ö— I  i  A/»  (weoiim=^q.«.w. 

I  ^  j#  ö     n— 1  b_ 

Die  Näherungs- Kraft  der  letzten  Formel  ist  8o  bedeutend. 
das8  man  direkte  findet:  Vl0=3J62277üi>017...y  welches  bis  auf 
die  letzte,  oder  eilfte  Decimale  richtig  ist. 

Gothenburg,  in  Schwedeo»  den  19.  Januar  X849« 

J.  J.  Aatrand,  Privatlebrer. 


Beweis  eüies  geoiuetrUcheu  Lelii.satzes. 
Vm  dem  Hemi  Dr.  WIega&d,  Oberlebrer  u  itr  B«al«ehol«  m  H»l|«. 

(fii  iNovemberhefte  v.  J.  der  Zeitschrift  „  T  h  e  M  a  t  h  e  ma  tici  an*' 
verlangt  Mr.  Jahn  Walker  aus  Ouliiin  einen  Beweis»  folgenden 
Sitees: 

Wenn  die  Ver tn o duugslinie  des  Mittelpuukts  des 
eioem  Dreiecke  etugeschriebenen  Kreises  mit  el»ef 
Winkelspitse  die  mittlere  Proporttonale  zwischen  dem 
Dnrehmesser  des  genannten  iireises  und  dem  Radius 
(les  umKchriebenen  ist,  ro  bilden  die  drei  Dreiecks- 
selten  eine  arithmetische  Progression.  . 

Wir  geben  hienu  fol(^nden  Bevreis« 

Es  sei  ABC*)  das  Dreieck,  O  der  Mittelpunkt  des  einge- 
•chiiebenen,  üf  der  des  umschriebenen  Kreises,  q  der  Radius  des 
ersteren  und  r  der  Radius  des  letzteren  Kreises,  dann  ist  be- 
kanntüeb, 

Beielcfanen  wir  min  den  Abstand  mit  m,  so  ist  naeb 
der  VofawwetsoDg 

«itbin 


*)   Die  Figur  i«t  leicht  xii  zeichnen. 
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also  Ist 

Nun  ist,  wie  sich  leicht  ergiebts. 


wo  B  der  der  gHtoaten  Seile  gegen«>er  ttegnpde  Winkel  iit 
oder  auch 


also 


oder 


^*=«ea     -  (|  +  Qjssehi  ( Y + Q 


r=sln^l>^   (1) 

r 


Nach  bekaiinten  Sätzen  ist: 
> 

illl:Bl>=ulC:CI>==sinil£>i;isin|^ ; 

and  iaiso,  da        :         '  ' 

'  g       .  A 
,         sin  Tj** 

»''...* 
mit  Rücksicht  auf 

aÜso  ^ 

und  weil  m*=:2Qr,  auch  , 
mUhin 

Hie  211  beweisen  war. 
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Eiiii  HulfsmiUeK  die  verscliifdcueit  bin  .sphärischen  Spl^ 
gelii  vorJcomniendcu  Fälle  leicht  m  behalten« 
VoB  dem  Hmvd  Dr«  £.      Gre¥#  m  Caisel. 

lu  der  Figur  Taf.  X.  Fiff.  6u,  dereu  üuch»taben  6iß  Anfang»- 
iHidistabeii  der  ciiii«liieii  Wörter  in  dem  lateinischen  Hexameter 

Quin  Tite,  diece,  deeet  te,  quae  aint  mira  Minervae 

sind,  soll  der  aus  dem  Mittei|HiRkte  dd  beschriebene  Kreisb^eo 
eiaen  apblriaclieii  Gmieav-  und  Convezspiegel  bedeaten.  Mo 
Brennuunkt  ist  t.  Von  den  (ikereinstimmeaden  Buchstaben,  a.B. 
Q  und  q,  in  und  3f .  kann  allemal  der  eine  ala  det  Gegenstand, 
der  andere  als  das  Bild  betrachtet  werden»  uad  es  eri^iht  s'wh  so- 
mit ,  oll  (las  Bild  verkleinert  oder  ver^rössert  ist.  Steht  der  eiit- 
surecbeude  Bucbj»tabe  auf  der  andern  Seite  der  Axe,  so  deutet 
aiesea  aa,  daaa  daa  Bild  amgekehrt  wiid,  ireon  nicht,  so  hat  es 
dieselbe  Stellung  arle  der  Gegenstand.  Wird  M  als  der  Gegen- 
stand betrachtet,  so  muss  der  Spiegel  coovez  gedacht  werdea,  Id 
allen  übrigen  Fällen  concav. 

Will  man  unsere  katoptrische  Figur  für  die  Dioptrilc  mitbe- 
nutzen, so  mu^f^  mnn  sieb  den  Spieuf'!  mit  einer  gleichwirkenden 
Linse  vertau8tht  denken,  und  nmss  dann  den  Ort  des  Bildes  auf 
derselben  ISeite  der  Axe,  aber  auf  entgegengesetzter  SSe'iUt  der 
Linae  nehmen. 


AbleiüHig  «iner  J^MWiel  zur  Thailing  abgeWfanter  Regel 

und  Pyramiden. 

Von  Uerm  J«  FIftgl,  Citren  der  k      F^frstiehransUüt  xa  Marittbruiiu 

uächüi  Wiun. 

Es  erscheint  öfter  als  Aulgabe  die  Forderung,  einen  parallel 
abgekürzten  Ket^^l  od^  derlei  Pyramide  ia  Tarhältoissmiissige 

Ti^il^      tiieileiL  \       '  : 

*  • 

Es  bedenfp  a  den  Durchmesser  der  Basis,  f/  den  kleinern 
Durchmesser,  und  /f  «ei  fTie  se^^k^er%tf^  Hübe ,  endlich  sei  .c  die 
Entlernung  des  Theilumssscbuittcs  vom  schwachem  Endo.  Der 
schwächere  Theli  sei  iV,  der  stärkere  M,  und  es  finde  noch  fol- 
geade  Relation  atatt:  Ms^^nun» 

Denken  wir  uns  der  Ivörp^r  sei  ein  Kegel  uiul  er  sei  ergänzt, 
es  bedeute  e  den  KiÄikliiluilt  des  ErgnnzungsstOckes  und  y  die 
Hube  desselben ;  ferner  sei  der  ergänste  Kegel  senkrecht  auf  die 
Basis  diirrb  die  Achse  geschnitten,  so  werden  im  ^chseadreieck 
Iblgeade  Verhältnisse  statt  iiudeu: 
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a:b  =  /ii-i^:y,  ^^^^ 


ö*7ey        b^kn  inN 


das  Letztere  aus  obiger  ProportioD. 

Dcf  Inbait  des  gamra  EOrpcirs  sei      «o  h^t  inao: 


also 


und 


n  ' 


Nun  hat  man  nach  einem  beiomnten  Satie  : 

+jy  +  c:i\r+c=(A+y)»:(a;  +^)» 

oder 

und  ferner: 


l<r-    »W  .  ,  ••»:  '•        1(1*1  l'^  , 


ok        uk  Aj  Ufr  \  in/i-^ 


1       I  I . '  < 

'  *  *  I 


Digitized  by  GoogI( 


436 


oder 


fr  V  a*(/n-f  w)    II— fr 


Will  man  die  Läii^e  auf  der  «chiefon  Seite  aussen  abnehmen 
und  diese  durch  bezeichnen«  so  kann  man  foli^ender  Art  ver- 
fahren: 


Es  Ut 


— j=ii  und  x:c{=l:tang9?» 


Sätze  mm  der  Zahlenlehre. 

Ven  dein  llerm  üociar  J«  DI  enger,  Lehrer  an  der  höheren  Bürger- 

«cbnle  sa  SlneheiBi  bei  HeMelbevg.  ' 

j.  1. 

Sei 

♦(ll)==:l+(lllVV(«V+(l»")*  +  .-..+(«*')S  (I) 


HM  n 


80  ist 

'^(ji+l)=l-f(mV  +  (ot«)M-  ....  -f  (/w*')«" 


^  (n+1)  -  t(n) = (m*')«  -f  (m*'-«)«  +  («^)« + ...... 

+ +  (»^^ +  +  (m*)»J  [(ip^t^)?  - 1] . 

Hieraus  folgt 

Bezeichoen  wir  mit  Cr  eile  (EncyklopSdIeche  Theorie 
der  Zahlen)  durch  G{p)  hgeod  ein  vietfacbee  von  p  nod  neh- 
men wir  ae,  ea  sei 
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m^^=^G(p)±i,  (3) 


1  ^    4- III«-!- »H  ^M..  ^        C^d») ; 

80  itit  ZUilächbt 

« 

« 

a.  b. 

vvas  auch  ii(>0)  sei.  (4) 

•Setzt  man  nim  in  der  Gleichung  (2)  ii  =  1 ,  so  ist  nach  (3)  u»A 
(4)  offenbar  die  zweite  Seite  durch  p  theilhar.  afso  ist  es  auch 
t//(2).  Setzt  man  ferner  ;/=:2,  so  ergiebt  sich  elnui  so,  dass  auch 
i|^(3)  theilbar  durch  p  nei,  9.  #•  >v.  Man  ii«U  daher  folgenden 
Satz: 

«fSiud  die  Grössen 

m*+i  +  l  oder  wt*+i'— 1, 

'      '      •  •  IM*  — 1  (j«-|-1)(mi— 1) 

durch  p  thellliar,  80  ist      aiuh  4is  4jirv«8e 

wo  m,  it^.r  ganze  Zablen  3ijid/*  ,  . 

■ 

Von  liie^eiii  allti^enieiiieii  S^tae  vvoUeu  «vir  zunächst  einige 
s|iezielie  Amveudutigen  machen. 

1)  Sei  nimich  ' 

111=2,  r=l,  80  IM  ii**+>li=:i^  +  l  =  |;;" 
also  ist  2^—1  durch  7  theilbar;  femer  i8t 

m*— 1  3 


1 
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ebenfalU  durch  7  tbeilbar.    Folglich  ist  di«  GrilsBe      .  '. 

J+2»  +  4»"«.>0  •  tej 

inmer  dovch  TtHeBbar,  was  aach  die  ganze  Zahl  fi  ael. 

Da  äbrigeiiä  9  und  21  auch  durch  3  theilbar  aind »  so  ist  es 
incli  die  GrOsae  (5),  und  folglich  ist  sie  auch  durch  ^1  tbeilbar. 

In  der  geometrischen  Progression  , 

•       na  II 

is  der  u  vful  n  ganao  ^Uble«  «ind.        ^9  je  d(ci  iiii^de.r  zu- 

dneb  3,  t,,  21  theilbac,.  «in  Satz«  den  theUwewe  Stifol  i»  «eiu« 
Arilbmetica  integre  aufführt 

3)  Sei  ta  —  'l,  r=z2,  so  ist 
also  ist 

«  ■ 

1  +2»V4M-8?'Vl<iS  »>Ö  (6) 

durch  31  tbeilbar,  was  auch  das  ganze  n  sei. 

3)  Sei  m=3,  r=l»  so.ist 

m»r+iil=33il=  {26'  <mi.|)(s.-l) 

also  ist  die  Grösse  :         '  .         i  • 

1+3^+9«,  w>0  (7) 
dnrcb  7,  13,  also  auch  durch  M  AeHbar. 

4)  Sei  m=s3,  rs2;  ue  ist 

i^-^  (m^H^^-f l; (tii^^^^l)    244.242 _ . 
s^iJ:l=:S4:l=  1242 '  — T^^TXii^n)— =  "TiT 

also  Ist 

»    H3*V»*V^r4«i«%>4)  .  (b) 

durch  üi,  121,  also  auch  durch  7381  tfaoiibar. 
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5)  Sei  Ma4,  Ui 

J:l=4»±l=  (^■j.D^^.l)  -=-g3— 


also  iflt     .  . 

•        .'  ..  ,  , 

l+42  +  l6Sn>0  W 

dureb  13»  21 ,  also  auch  durch  273  thetlbar. 

Aua  dem  Lehrsatze  in  §.  L  kann  maii^  leicht  uoch  folgende  all- 
gemeine Folgerun*^  ziehen: 

„Sind  die  dort  anj^egeJj  e n  e  n  lied  i  nsrunif en  erfüllt, 
so  sind  je  2r-|-l  aufeinander  iolgeude  Glieder  der  Reibe: 

a.(lll«)^a.(l/i3)^.M........•. 

^iirch  p  theillrar»  iNrenn  a  eine  gaaae  2alil  laC.^ 


4  •*  :  ■  • 
«  I  ■ 


9.  a 


1 1 


Gans  auf  gleiche  Weise,  wie  in  J.  1.,  erh&lt  mao  folgendea 
Lehrsats: 

9,iSind  die  Grüsseo 

+  l  oder  1, 
und   


'        I  r 

4«l 


(m+J;(«-J) 
durch  p  t heilbar,  so  i,st  auch 

(myV(m»)«  +  +  (1»«^+*)»,  11  >  0 ,  (7) 

was  auch  das  ganze  n  sel^ 

In  diesem  Falle  sind  je  (2r  4*  2)  Glieder  iler  Reihe 

n  n  u 

durch  p  thellhar»  wem  1»  gam.iat   -w.;  i* .  ^ 

*  ■ 

Wir  wollen  nun  wieder  einige  besondere*  fälle  betrachten* 
1)  Sei  M=3,  rs=i,  so  jat^   
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±*=*^xi—  jae»  = — 3»_i — 


Folglich  ist 


l+3»  +  iia-h37S  ii>Ü  (tt) 

diircb  4  tlieilbar,  vras  auch  claa  ganze  n  seL 
2)  Sei  m=:2,  r=2,  so  ist 


F^lgfteh  iit 


l  +  2«  +  4*i8«  +  16«-|-32*,  w>0  (9) 


durch  3  tl)oH!)nr,  was  auch  das  ganze  n  sei.  Dieselbe  Grosse  ist 
nach  §.  2.  2)  auch  4arch  7  tbeiloar,  akia  mi  »le  es  auch  durch 
Sil,  u.  f. 

$.  5. 

Man  kann  leicht  aneb  folgende  SSIse  ableiten,  worin  wieder 
M,      r  ganze  (poeitive)  Zahlen  sind. 

»SimddleCr«eecoiii»+A-.l  jiBd-^3;^  durch  p  theilbar, 
so  ist  e«  avch 

Ferner: 

,^iiidiR*N->»l  und  ^ I — durch  ji  theilbar,  so  ist  es 

auch  . 


4M 


Bemerkung  über  die  Continuität  der  Fuuküonen. 

Von  dem  Henrn  ProfeMor  Dr.  O.  Schlö  milch  «i  dar  Udvenitil 

SQ  Jena« 

Wenn  eine  Funktion  f\x)  au  irgend  einer  Stelle»  etwa  lur 
x=a,  eine  Unterbrechung  d^r  Cootinuität  erleidet,  so  kommen 
Ihr  daselbst  xwelTerschiedene  Werthe  su,  von  deneo  der  ena 
den  Bndwerth  der  bisherigen  Reihe  von  Werthen  bildet  und  d« 
andere  den  Anfang  'zu  einer  neuen  Reihe  macht.  Denken  wir  oiu 
z.  ß.  d<Mi  Vermögonszustand  als  Funktion  der  Zeit,  die  letztere 
(x)  auf  einer  Abj»cissenachse  vom  Punkte  O  an  e^^rechnet  (Taf.  X. 
Fig.  7.)  und  den  Kassenbestand  [f{x)  ]  als  Oniinate  senkrecht 
80  kann  in  dieser  Vermtigenscurve  eine  Diskontinuität  eintreten, 
wenn  durch  einen  Zufall  (z.  B.  Lotteriegewinn ,  Erbschaft  n.  dgL) 
das  Vermögen  plötzlich  steigt  oder  eben  so  zufallig  durch  Ver 
iust  plötzlich  verringert  wird.  Ereignet  sich  ein  solcher  Zufall 
am  Lnde  der  Zeit  a,  so  gehören  zur  Abscisse  j:=a  zwei  ver- 
schiedene Ordinaieu,  eX\\Q.AM  und  AiS\  die  man  nach  Lejeuoe 
Dirichiets  Vorschlag  sehr  passend  liadurch  unterscheidet,  dass 
man  die  erste  AM  mit  f{a — 0)  und  die  zweite  AN  mit  /(a-f  0) 
beieicbnet. 

Diese  einfachen  BenirrLiini»cn  fuhren  leicht  zu  der  Auflü'^ün«» 
des  1*1  ohlemes :  „ein  Kriteriiiiu  auzii^ebeu,  woraus  man  erkennen 
kann,  ob  eine  bestimmte  Funktion  f{x)  Unterbrechungen  derCoo- 
tinuitSt  erleidet  und,  wenn  diess  der  Fall  sein  sollte,  an  wdchcii 
Stellen  diese  Unterbrechungen  eintreten.**  Als  ein  solches  Kenn- 
neichen fuhrt  Cauchy  an,  man  solle  nachsehen,  ob  es  Werthe 

pB  giebt»  iuf  welche  dj»  Differens 

'sich  bei  unendlich  abnebmenden  d  i{\\\vi-  von  Noll  Terschiedeneo 
Gränze  nähert;  fuidet  sich  ein  solcher  Werth  x^a,  seist  dadurch 
eine  Stelle  bestimmt,  an  welcher  f{x)  unstetig  wird.  Dieses  Kri- 
terium ist  aber  sehr  ungenügend;  denn  setzt  man  fiir  jr  den 
Werth  rt,  so  weiss  mar»  nicht,  ob  unter  /"(«)  der  Werth  f\a — 0) 
^  oder  der  andere  f{a  f-0)  verstanden  wird ;  im  ersten  Falle  wire 
allerdings 

Iro  zweiten  Falle  aber 

Ljm[/(a+«)-/{«+(?)]=0, 

wie  niau  unmittelbar  aus  der  vori'jen  Figur  ersieht,  wenn  man  die 
Ordinate  /'(a-f-d)  und  jede  der  obigen  Differensen  durch  eine  Pa- 
rallele zu  OA  constrairt.  So  bt  z.  B.  die  Funktion  — —  diskonti* 
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■■WIffc  m  iler  Stelle  as=o,  denn  hier  geht  die  Funktion  au»  —  ;c 
nach  +  oc  sprungweU  über;  ebenso  erleidet  Arctan  ^    an  d^r 
•«IteB  aicUe  eine»  UBterlii«eiittQg  der  Contnuit&t  und  springt  vim 

Uli 

Arclttn(^CB)s— ^nach  Arctan  (+  oc)  — 

^^^^'^ä?'  'faß"  hierCauchy  s  Kriterium  trugen;  denn 

itoMi  iNttte  . 

f{a  ■\  6)  -^f{a)=  Arctan  i  — ArcUu  — —  , 

und  mithin 

Lim  /(«)  J  =  Arctan  od— Arctan  J 

Diese  Unsicherheit  veranlasste  midi  in  meiner  „algebraU 
sehen  A»aiysis'*  das  bessere  Kriterinm 

Lira[Ao+a)-/(a-a)]>0 

anfziistellen^  aber  auch  dieses  reicht  nicht  überall  aus.  iMati  be 
trachte  z.  B.  die  beiden  Funktionen 

^     und  ^ 


Construirt  man  »ie  geometrisch,  so  erhall  man  die  beiden  in 
Taf.  X.  Fig.  8.  nnd  Taf.  X.  Fig.  9l  dargestellten  Ciirveii.  Mein 
Krtteriom  sagt  nun,  die  eine  sei  unstetig,  die  andere  aber  stetig, 

denn  flir  f(x)  =  ist 

Lira  [Aa+d)    A«-^)  =  Lim  [_^^  =  oc, 

dagegen  (iir 

Um  t  A«  +  ä)-f(a-SH=Lm  =0. 

Dieser  Ausspruch  streitet  aber  gegen  die  Anschauung ,  denn  beide 
CHrvni  l>pKt»»hpn  aus  zwei  getrennten  Zweimen  mit  •gemeinschaft- 
licher Asymptote,  auf  die  Lage  jener  Zweige  kommt  offenbar 
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nichts  an,  und  wenn  man  die  erste  Curve  fiir  unstetig  erklärt,  so 
xmiBs  man  ganz  sicher  auch  die  zweite  dafür  halten.    Daher  ist 
jenes  Kriterium  noch  zu  beschränkt  und  ich  stelle  desjshalb  das  ' 
ftllgememere  aaf:  »dae  Fanktioo  f{a:)  erl«iM  an  der  Stelle  xssu 
elDe  Uoterbrechang  der  Contlnaitftt,  wenn 

Lta|/(a+*)-A«-»)j50  ' 

ist,  wobei  d  und  e  zwei  verschiedene  GrCssen  sind»  dSe  sich 
der  gemeinsehaftficben  GrSnse  Null  nlhem/'  So  hat  man  a*  B. 

für  /(ar)  -^iind  xr^u: 

Liin[A«+d)-A«-»)]=I^m[i-,-t] ' 

und  etwa  fitlr  i=:2d  (um  nur  die  Verscbiedenbeit  von  d  «nd  <  aas- 
audrficken) : 

also  f(x)  ^akontinuirlich  an  der  Stelle  x  =  a.  Ueberfaanpt  kann 
man  immer  F=/-d  setaenj  wo  k  eine  beliebige  aber  eonstanU 
Grösse  bezeichnet. 


Wenn  y  eine  'j^nnze  rationale  algebraische  Function  des  »tes 
Grades  ist,  6ü  iöt  immer 

G. 


I 
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Deatscbe  Maasset  ManzeB  and  Gewicitte. 


Vorsc^liläge  zur  Reform  der  deateelien 


Ton 


Herrn  H.  Scheffler, 

BueoBf^ucteiir  bei  den  Uonoglidi  Braunechweigiechen  ÜiseiilNÜinQn. 


«1. 

In  den  deutschen  Bbasssy^temen  befeitet  sich  eine  crossar- 
tige  Reform  Tor.  Das  Bestellende  enveist  sich  nach  menr  denn' 
tatiseTidjSbrigein  (ieiiraiu-ht;  als  unzweckmns.si^.  Man  liat  vielfache  ' 
Mängel  an  den  Mitteln  und  Methoden  entdeckt,  <!cren  sich  die 
deutschen»  ja«  man  kann  rilmier  noch  sagen»  alle  Völker  der 
firde  bis  beute  bedienen,  uln  von  der  Qoantitfit  der  physischen 
GrIieseD  deutliche  \ orsteliungeii  zu  erlangen;  und  man  seht  dar- 
anf  aus»  durch  Beseitigung  dieser  Mangel  die  fraglichen  Netboden 
tmer  grosseren  Tollkomraenheit  entgegeozuführen« 

Bei  einer  jeden  Umwälzung  von  InstitutioBen ,  welche  so  tief 
in  die  nienfchlichen  B(\schärti«5nn*(efi  einjjreifen  un  I  drr  Haiidluni^s- 
weise  in  so  vielfachen  IJcziehun^en  die  äussere  ISOru»  .liefern ,  wie 
die  IV|aasssYsteme ,  jst  der  Uebergaug  von  dem  Alten  zum  ^ieuen 
«tets  ^  selifvieriger  AJct,  welcher  von  den  grvssten  Beiästigun* 
gen  der  Gesellschaft  begleitet  Ist,  da  er  die  Ausreissung  der  von 
Kindheit  au  ein &:e wurzelten  Gewohnheiten  ,  die  Aneiuenuni;  einer 
?anz  neuen  Anschauungsweise  iiher  den  Werth  der  Grössen,  und 
bundertfliftigc  Aenderun^en  in  den  liegein  erfordert,  nach  welchen 
die  aii tätlichsten  Bedürl'nisse  befriedigt  werden.  Deshalb  ist  es 
roc^i  alter  Derjenigen ,  welche  auf  solche  UnwSlzuogen  einen 
liesonderen  Einmiss  zu  üben  berufen  sind,  mit  grösster  Umsichi 
■ud.Unbefangonheit  die  wahren  Mängel  des  Bestehenden  und  die 
wahren  Erfordernisse  des  Neueinzurichtemlrn  /u  erforschen,  da-  * 
mit  die  Mühen,  welche Mtlliooeu  von  ^luoscbeu  beijeuem  Umstürze 
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sich  Aaferlecen  miUäen,  aueli  durch  die  huchsten  Erfolge  gekrunt 

werden.     Diese  Ku^  k-^irlit  hat  niu  !i  hrstinunt.    dnrfli  die  nach- 
^  stt*!u?nde  Sclirift  nnl  <  iiiifn-  >vesentli<"}ie  licdinfi;ungcu  eine»  in ng- 
liehet  Tollkomiiieiieu  Maa^jf^^^yisteiucH  auriit«rksam  zu  rnuchcn,  welche 
bisher  noch  keine  Öffentlichen  Vertreter  gefunden  sn  tiabeo  schehieit 

Da  eine  jede  Quant! t.iUWe{«tiiuinuug  aui  deiu  Akte  der  Ver 
eleichung  irgend  einer  gegebenen  Grusse  mit  dner  anderen  Ein 
fQr  alle  Mal  als  bekannt  voraaageaetztcn  Grundf^röss*  1j4> ruhet; 
so  kommen  bei  dieser  Operation  w  esentlich  zwei  Dinge  in  lietraobt, 
'  nägiiich  1)  der  absolute  Werth  der  Gnindgrr»ss*^  oder  Maassein- 
hcit,  und  2)  die  systematische  Art  und  Wi'ise ,  wie  diese  Griiod* 
grosse  behiif  Meh^iung  einer  anderen  in  Anvvendune  gebracht 
werden  sali,  oder  daa  Geaeta»  naeh  welchem  die  Blaaaaeinheit 
seihst  in  untei^eordnete  Einheiten  getbeilt  und  an  hüherea  Ein- 
heiten laaainmengeaetat  wird. 


§,2. 

Hinalchtllch  des  erste»  Punktes  hat  man  bei  den  deutschen 

Maasssystemen  keineswegs  so  isehr  üljer  die  iinzweckmassii:  i'^- 
wühlte  Grösse  der  I'irdieiten  zu  klagen,  als  vielmehr  über  deren 
grosse  Mannichfaitigkeit  in  den  verschiedenen  Ländern. 
Nicht  allein  in  den  etnzelneh  Bundeskstaaten ,  sondern  in  viafott 
Provinzen,  Landschallen  'und  Stedten  gibt  es  tbeila  gesetsKch* 
theils  berkomndich  verschiedene  (irnndeinheiten;  nach  welchen 
<Vu>  l^ängen,  Flüchen  und  Körper,  «lir  GN  ulrbte,  d.is  (.'«'Id  ii.  derirl- 
ijeinesseii  werden.    Zu  den  durch  iHmere  Landesverordruinnen  L'iu- 

Seliihrten  Gemüssen  gesellen  sicli  oftmals  noch  die  jriij;ier  iiblichen» 
eren  Gebrauch  sieb  ebenihlls  erhalten  hat. '  Kdrporatlanifn,  BenSr- 
den,  und  selbst  einzelne  Privaten  haben  sich  hin  und  wieder  ftir 
ihre  speziellen  Wirkungskreise  eigene  Maasseinheiten  gebildet  odtr 
aus  dem  Auslände  ''rn'»lilt;  so  der  preussische  Zollrcrein  uod 
mehrere  Bahnverwaltur.mn  fffr  das  Gewicht;  <ler  nahe  nm  Ent- 
stehen gewesene  Postvereia  iür  das  Geld;  Maschinenrabrikeu  ftr 
die  LSngen ,  welche  hftu(i|(  nach  enelischem  Maasae  bestimmt  we^ 
den;  mathematische  Schriftateller  fer  Längen  und  Gewichte, 
bei  bald  dieses,  bald  jenes  elnhelinisthe,  öftelr  ilber  das  DCIrt 
fraozüsiache  Gemäss  au  Grunde  i^piegt  wird.  . 

Dieses  Chaos  von  Mn  i^^seinheiten  hSngt  sich  erschwerend  an 
Handel  und  Wandel.  Der  K  turmann  und  Gewerbetreibende  viiti 
in  seinem  Geschäftsbetriebe  aut  wenige  Meilen  in  der  Runde  durch 
eine  Menge  von  Reduktionen  belastigt  Der  Techpiker  bat  h^ 
aeineA  Ausrühruogeii  mit  änffstlicher' Sorgfalt  auf  daa  duTthZ^i^* 
nungen  oder  Kontrakte  bedungene  Grundmaass  so.  Ächten  inid 
muss  in  8<'ifH'n  Werkstätten  und  Laboratorifn  dir>  verscliicden^tca 
Maassstahü  und  Ge^^  lebte  mit  einandtM-  koHiffiK  Ti  l  isson.  Di  r  lief- 
sende kann  sich  im  eigenen  Vaterlande  ni«  ht  lje\v«'gcn,  ohnO 
Terachiedenaten  Mtfnzsorten  mit  sich  zu  Itihrcn  o^cr  seine  |m« 
ebiem  ewigen  Wechsel  zu  untetwerfcfi.  Wobei  Verluste  und  VM^ 
fei?f'nheiten  die  stetigen  Begleiter  sind.  Der  Naturforscher  unH 
Jeder,  welcher  wisücnsrhaOlrche  Studien  über  rrMSKOMlirstiltlintn»' 
gen  aus  der  physischen  W  eit  unteroimmtj  gcrätU  last  in  Verzu-ei* 
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feluns  über  das  Heer  von  6nindniaa«sen ,  auf  welches  die  ver* 

schieaenen  Schriften  liasirt  sind,  da  eine  S^ergleichune  der  Resul- 
tate unter  sich  und  <*ine  ^»raktisrhe  Anwendung  fU'rseihen  oftmals 
erst  nach  nnilisamer  Un>rechriun^ ,  also  erst  nach  der  VioUendung 
einer  Arbeit  niuglich  ist,  welche  vollkoiumen  überllQssig  Mein  - 
Würde,  «reiin  sünmitliche  Schriftsteller  voo  Tom  herein  ihre  |}nter> 
4Biichtln£;en  und  liool^achtungeu  mit  einerlei  Maass  an  irestellt  hiit-  - 
ten.  diesen  Mühen  der  Reduktion,  wodurch  viele  auf  ]»rak- 

tische  Brauchbarkeit  bererhnHe  Bficher  einen  sprossen  Theil  ihrer 
Popularität  verlieren,  kuiunit  noch  <'in  anderer  höchst  cniptind-  . 
ücner  Ce|ielstauU,  weldbeu  nauienUich  alle  Diejeuigeu  zu  beUageu 
haben»  welche  eich  auf  feine  MesaungeD  elmaseen  wollen.  Es 
iat  dies  der  Cebclstaud,  dass  die  verschiedenen  Maasaainheiten 
nicht  einiiial  sanuntllch  aiit  der  erfnrdt  riicheii  Geiian^irKcif  bestimmt 
sindy  und  dass  bei  den  vorgenomnicuen  Bestinununi^en  utcbt  nach 
denselben  Orundbedingungeu  verfahreu  ist,  so  dass  man  häulig 
ffar  nicht  im  Stande  ist,  zwei  Maassaogaben  mit  der  gewflnachteD  ' 
Fräaision  auf  einander  zurfickzuliihreo.  Daher  findet  man  &at  in 
allen  Handbüchern  der  l^laasskunde  abweichende  Aueaben  über 
die  wahre  Lange  Ein  und  desselben  Fiis«;<^s  mnl  ülier  (Cis  (icuicht 
Ein  und  dcssellM'ii  Pfunde^s.  Auf  solche  ungenau  bcftimiiile 
Maasse  griiudeii  sich  dann  »i^der  die  Angaben  für  die  Gnisse 
^der  fflelcbnanii^en  Maaase  anderer  LSnder,  wodoreh  der  Werth 
der  letzteren  noch  zweifelhalter  wird,  als  der  der  emteren.  Bei 
den  Gewichtsbestiinmungen  ist  das  Gewicht  einer  geuissrn  Menge 
Wasser  bald  Im  Znstande  der  grösstcn  Dichtigkeit,  bald  bei  der 
Temperatur  des  schniolzenden  Eises»  bald  bei  18  Grad  Wärme 
aU  Ausgangspunkt  aogenommen,  ohne  dass  das  Verhältniss  der 
sp«»fiBeiien  6ewtchte  deif  Waeaer«  in  diesen  drei  Zuetftnden  mit 
hinllngircher  Sch.^rte  bekannt '  wfire.  Wenngleich  die  zuletzt  er- 
wfiliTiten  ün^en.iui'jjkeiten  so  «eringfögig  sind,  dnss  sif  für  die 
Anwendung  der  Maasse  auf  die  cc^  tihriliclien  Voriiango  im  mensch- 
lichen Leben  ganz  unbeachtet  bleiben  kwuneti ;  so  sind  aie  doch  ' 
gross  genug,  um  den  feinen  wissenschaftlichen  Untersochungen 
olhnnlii  einen  erheblichen  Thetl  Ihres  Werthes  xa  schmlilem. 

So  ist  die  Mannichfaltigkeit  der  Maasseinheiten  fiir  Deutsch- 
land der  Quell  vofn*  nnzfthligon  Unbequemlichkeiten,  nntzlesen 
Krc  henarbeiten,  Un|^Bairiglceiten  und  Itrthiimern.  Das  drlnc^endste 
Bedürfnis^  vor  n??f>n  anderen  besteht   dnhor  in  der  Einltihrung 

gleicher  imd  fest  bestimmter  Einheiten  behuf  Messung 
er  verschiedenen  GrDssenarteii  für  alle  Lander  Deutschlands*.  E» 
braucht  tiber  die  Nothwendlgfceit  ehier  solchen  Maassregel  Nichts 
'weiter  angefiShrt  zu  werden,  da  die  ganze  Nation  von  der  Nütz- 
lichkeit derselben  überzeugt  ist  und  sehnlichst  den  Augenblick 
herbeiwünscht,  wo  Ein  unJi  di<  s<^!l)<^  Sjirnche  nicht  bloss  nach  den 
Lauten,  sondern  auch  nach  den  darnuter  verstandenen  Objekten 
eio  vollkommenes  Verstiindigungsmittel  för  Ein  und  dasselbe 
Vdlh  wird. 

Der  absol  ute  W^erth  dieser  31aasseiübeitcn  haiikt  in  inaucher 
Beziehung  von  dem  Geaetse  ab,  welches  fiber  die  Einthellung 
dieser  EinheitsQ  vereinbart  wird.  Wir  milssen  also  Betrachtungen 
Ober  den  ersteren  Gegenstand  so  lange  verschieben»«  bis  wir  den 
letoterea  besprochen  haben. 
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die  Ein th eilung  de^  {Vtaptsseiobeitep  in  untergeordnete  ElnMlM 
und  die  Zuaammensetxunt;  derselben  zu  hüheren  Einheitta, 
oder  äberhaujit  das  eigentliche  System  des  Gemästts  betrUDl; 
4S0  sind  hierbei  mehrere  Moui^ote  ins  Auge  zu  fassea.  . 

Wäre  es  nicht  die  praktische  Brauchbarkeit,  welche  aU 

wesentliche  BfMÜngung  Jin  ein  Mnasssystem -jefestellt  wird.  uii»1 
welche  unter  Anderem  fordert,  dass  die  iMessuntjen  aller  Kln«;^*"» 
von  ein<»rlei  Grössr  iiart,  z.  l\.  die  [Vlessun^en  aller  sehr  kleinen, 
aller  mittleren  und  aller  sehr  «grossen  J^iingen,  leicht  hewerksteU 
ligt  werden  kOnnen,  dasg  die  Maassangaben  eine  bequeme  lJebe^ 
aksbt  nnd  Vergleichuut'  gew^ahren,  dasa  dte  Redinungeo  mit  den 
aus  den  Messnniren  nervorgvhenden  Zahlen  die  groaahndg|i<be 
Kinfaehheit  darbieten,  u.  s.  w.;  so  wurde  ein  System  vnn  nnter« 
niid  fif)rrireordneten  Einheiten  v(»I!konnTi('ii  rdierflilssif^  sein.  Man  - 
k«Mnite  sich  damit  be<zniiuen.  mir  eine  einzii^e  Grundeinheit  für 
jede  Grossenart.  z.  Ii.  ilcn  Imiss  für  die  Längen,  anzunehmen, 
Vmd  idle  Län;4en,  welvlie  kleiner  sind  al«  Ein ^ Fuss»  durch  die 
entsprediendcn 'echten  Unichtlieile  eines  Fusses,  und  alle  Liugtn» 
welclie  grJissir  sind  als  IVni  Fuss,  durch  die  kotrespondircnden 
Viell'achen  und  unechten  Bruchtheile  desselben  Fusses  ausdrflckeo» 

T 

Welche  Unberjuendichkeit  und  Belastung  d^s  AbatraktioiM- 

vermogens  würde  aber  damit  verbunden  sein,  wenn  man  demse- 
niass  z.  13.  die  kleinen  Variationen  des  Rarometerstaüdt  s  ii:irfi 
Fussen,  statt  nach  Linien,  oder  flie  l^ntt'ernuimfii  znischeu 
iStädten  auf  der  l*>de  oder  *^ar  zwischen  U(mmeLski*r|>erü  nach 
Fussen,  statt  nacb  Meilen,  messen  wollte!  Im  etsteren  Falle 
s wurde  man  es  immer  mit  tingemein  kleinen  Brüchen,  im  letzteren 
immer  mit  ausserordentlich  grossen  Zahlen  zu  thun  haben»  wodurch 
die  Rechnung  sehr  erschw  ert  und  die  ^>r^:f>  it  bnni:  rihnlirlM^r 
Grössen  unter  einander  ihrer  Anschaulichkeit  beraubt  werden  würde. 

Die  Forderung  also,  dass  der  Gebrauch  eines  Maasses  mit 
df-n  violsettissteii  ßeijuoinlichkeiten  verkiiffpft  sei,  damit  nirht 
bluss  der  niit  <iir>j*senbc'fttiinnmiu»en  vertrauter  Gev^  ordene ,  sondern 
auch  der  au  mathcmatisdies  JJeuken  weniger  Gifwühute  durch 
das  Hesultut  der  Messung  einen  leicht  fasslichen  und  mit  femerefl 
lleclinungsoperationen  sich  leicht  verschmelzenden  Aufdruck  er- 


Messnii'-T  <i<'r  am  njcisteii  vorkommenden  Klassen  Ein  und  dersel- 
ben Gros.siiMiart  bequem  vorv\ enden  liisst,  luich  in  g« wisse  nie- 
drigere Einheiten  gethcilt  sei,  vermittelst  welcher  eine  ebensft 
bequeme  Messung  der  an  Quantität  bedeutend  kleineren  Gr6»> 
sen  möglich  ist,  und  dass  jene  Grundeinheit  auch  zti  irowissen 
höheren  Einheiten  zusammencesetzt  sei,  durch  welche  eine 
übersichtliche  IVIessung  der  an  Quantitiit  hedeiitcn»!  ^rHsscrrn 
<ie«;enstäodo  bewirkt  werden  kann.  Auf  diese  Wcisr  vernieidcf 
man  «lann  namentlich  die  bäulic  Kehr  unbe(|uemcn  Brürlie,  indem 
man  eine  Quantität,  welche  nicht  gerade  ein  mässig  grosses  Vieh 


V 


rttches  der  Groiideinlieil  bilciel»  misi  eine  iSiaiuD)e  vuii  V  ieii'iiclieu 
öer  varswedetieB  unter-  und  libergeonlo«teu  lMkui*i(HeitiheileB  dar* 
stellt   So  bat  man  z        fBf  iu  maticb»?  lilmfcfet  uitilber- 

sichtlichen  Austlnick  Itt'^^^^i  Fiis.«  den  leichter  xii  fasM^ndeii  Werth 
J3  Fns>^  7  Zoll  Li»>i<'Ti.  Die  Praxis  alU'r  Vr»!(<f'r  hat  ?iich  auch 
bisher  über  . die  iNoth\voiHii<4k«iit  eiues  {Bolchen  >Sy«»teiiie8.  vmi  nie- 
drigcren  and  höheren  Einheiten  ausgesprochen.. 

Crhen  wir  jt'tzt'  weiter  7.11  dem  Prinzipc  iiher,  nach  welchem 
die  KiriÜii iluTi'^  ficr  hrijieren  in  niedrigere  Einheiten  vor/unehnien 
sei;  so  ««chciitt  ea  2tvar,  wenn  man  lerlit^lic-h  die  Messung  einer 
Grfistt  sb  Endabmcht  beider  Grösseubestimmung  ansieht,  gleich- 
9«Hig  tm  Min,  ob  man  lu  der  nSeb^t  niedriff«nm^  BIntitfIt  jedesmal 

f^enan  denselben  afiifuotcii  Theil  nehme,  oder  •oh  man  «villküHidi 
ffr  die  f>rt«fe  untergeordnete  Einheit  diesf»n,  und  (Vir  tlic  zweite 
jenen  '1  heil  festsetzi'  Man  würde  B.  zu  derselben  Einsieht 
über  den  Werth  einer  JSumnie  Geldes  gelangen,  gleichviel,  ob  man 
dm  ab  GniodetaiMt  t»  betrackfenden  TIfoler  in  34  fSroMhen  und 
den  Groschen  in  1*2  Pfennige,  oder  tili  man  den  Thaler  in  23 Groschen 
and  den  Groschen  in  17  Pfennige  theilte.  In  der  Wirklichkeit 
herrscht  no^ar  bei  itns  viel&cb  eine  «oldbe  WMilriirliebkeit;  ee  int 
z.  B.  iu  niaucbcn  Ländern 

bei  de«  Lfingenmaaseeo  die  Ruthe  ib  10  Www,  ier  Vm»  in 
12  2^oil,  der  Zoll  In  12'Llnien$ 

Gewichtsmaassen  der  Zentner  In  100  Pfund«  das  Pfiind 
In  32  Lotb,  das  Loth  in  4  Quentchen; 

Geldmaasaep  der  Thaler  iu  24  Groseben,  der  Groechen 
in  12  Pfennige; 

o.  9.  t«;  getheitt. 

Allein  sM^im  l»ea<;htet  nird,  dat»s  die  Äh's^sKnir  v'mvr  Grösse  io 
»ehr  i&ahlreicheu  t  allen  zu  dem  Zwecke  unU'ntoiatnen  wfrd,  das 
£Lesuitat  in  gewisse  Uei:huiiugi>üperatiotieu  ku  verjlechteo;  so 
erkennt  man  bald ,  daae  die  Attifäkmec  vieler  Recknoiigen  beflen* 
levd  erleichtert  ivird,  wenn  bei  Ein  und  der^ielben  Gr<>s.>«oMart  stel9 
^ikie  gleiche  Eintheilung  der  Einheiten  gewarnt  wird,  wie  dies 
g...  H.  bei  den  französischen  Maasssystenten  stut(Gnde<,  wo  luiter 
Aiulereiu  das  Meter  in  10  Dezinieter  ,  da.-»  Dezimeter  in  10  Zeiili- 
Alleler,  das  Zentimeter  in  10  MiUiiueter  f;etlieiU  ist  Denn  unter 
•eleken  Dmetfoden  beatekt  awiMkeu  je  aivei'  uuolttelbar  eleaudet 
aftNorgeordnelen  oder  zwischen  je  /.wei  um  glei«jh  viel  SyeteaigUe« 
der  von  einander  abstehenden  Einheiten  gennu  dasseH^e  Vernält- 
ntss:  es  verbitlt  sicli  z.  ß.  1  Milltmoter  zu  J  Zentimeter,  wie  1  Zen* 
tiuieter  zu  1  Dezimeter,  oder  wie  1  Dezimeter  zu  1  Meter  u.  s.  w.« 
und  es  verhält  sich  auch  1  Millimeter  za  |  Penimeter,  wie  1  Zen- 
UNieter  ssu  1  Meter  u.  k,  w.  Demnach  irird  <  ee  unter  maneheii 
•ndeten  liechnunf^avortbeilen  thuolicll  sein,  dass  man  das  Fazit' 
ans  det  Re<  fiTMiti'^  mit  einer  (Ir'rsse,  welche  al«  die  Summe  meli- 
rerer  suhordinirten  F.inbeitcu  gegt  l^'n  ^var,  nach  den  sich  lierau«r 
eteUenden  Zahlwerllien  unmittelbiu  aui  eaicu  anderen  Fall,  iibei^ 
trage»  no  die  gegebepo.  Gröeee  nach  höheren  oder  niedrigeren  - 
filAeitea  bemmt  iet».  ab  vorbia.    W&re>  bebpielaireiee»  ■  dec 
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Umfang  von  elnetu  Kreise^  deinen  Durchmesser  9  ZoU  5  LinUn 
beträgt»  gleidi  2  Fuss  5  Ml  7%  Linien;  «a  wCrde  ohne  Mitm 
Rechnung  der  Umfang  eines  anderen  Kreises,  dessen  DitrchmessCf 
9  Fuss  ö  Zoll  hetriigt,  gleich  2  Ruthen  5  Fii.^s  TVy  Zoll  »ein,  so- 
bald  nur  die  Ruthe  1*2  Fuss,  der  Fuss  Ti  Zoll  und  der  Zoll 
12  Linien  enthält,  wa«  jetloch  keineswojjs  wahr  ist,  sobald  die 
Küthe  16  Fuss,  der  Fuss  12  Zoll  und  der  Zoll  12  Linien  ent* 
hielte,  iodem  alsdann  erst  aus  einer  neuen  Rechnung  für  den 
Um&ng  dea  letzteren  Kreise»  der  Werth  von  1  Ruthe  19  Foei 
TVr  Zoll  gefanden  werden  wOVde. 

Durch  die  hescliricbene  gleichnifiasige  Eiotheilung  der  Einhei- 
ten werden  aber .  nicht  bloss  die  venrickelteren  RtoiniiBgen  mit 
den  Resultaten  tiner  wirklichen  Messung  erleichtert,  sondern  es 
flewinnt  auch  die  ganze  Maa^sliestlmmune  selbst  bedeuteod  SB 

Uebcrsichtfichkeit  und  Fasslichkcit ,  da  sicn  hierdurch  das  ganze 
Maass*5yKteni  in  fauler  Gruppen  absondert,  u eiche  germTi  iü  i\pt- 
selben  \Veise  aus  den  zunächst  vorhergehenden  gebildet  tiijid.  uod 
demzufolge  eineu  konsequentoreu  6tliemajti^mus  darbieteu»  an 
wekbam  die  a«r  Anflaaaung  veracbladener  Giüaaanwertba  etibiw 
derliebe  Einbildangsbraft  one  krfiltigere  Stfitae  iodet^ 

Zu  einem  voilkommoncn  IVfaasssvstrriif'  gchfirt  also  zinürdergt 
bei  jeder  Grüssenart  e  l  u  o  ^  1  e i  th  ni  a ig  e  E in  t  h  ei  i  u  ug  der 
höheren  Liuiicitcn  in  die  nächst  niedrigeren. 


jj.  4. 

Durch  die  Bestrebungen  der  Menschheit  werben  nicht  bloss 
Quantitäten  Ein  und  derselben  Grössenart  unter  sich,  z.  B.  Ge- 
wichtsmfMiupn  mit  Ge^vichtsnH'niioiK  sondern  auch  Quantitäten  qanx 
verschiedener  Art  unter  einander  in  Wechselbeziehung  yesetzt.  5o 
kommen  Geldsummen  mit  Gewichtsmengen  und  Kuriiervolumeu, 
Zeiträume  mit  LängengrOssen  u.  s.  w.  In  die  niannichfaltigste  Vsi^ 
blndnng  nn^  demnaeb  in  Reehnnngsverknüpfung.  Ist  nnn  etoe 
Jede  CirOaaenart  nach  einem  besonderen  Prin/ipederMaaaaeinthei' 
lung  gemessen;  so  ist  klar,  dass  hei  einer  Itechnung,  in  widche 
solche  verschiedenartige  Grössen  verwickelt  werden,  ebendi»*sf  Ihen 
üi»be«{uemlichkeiten  entstehen  wrrden,  welche  vorhin  für  den  FaU 
angedeutet  sind,  wo  nicht  einmal  die  Einheiten  Ein  und  derselben 
CrBaaenart  in  eine  gleiche  AnzaM  Ton  untergeordneten  Einbeilea 
konaequent  ein^ethedt  \varen.  Denn  bei  der  Rechnung,  welche 
hnmer  in  absoloten  Zahlen  ausgefiShrt  wird,  verst  Ii  windet  das 
Charakteristische,  welchr«:  die  besondere  Art  rinnr  (irris^e  an?«- 
macht,  und  es  bleibt  nur  die  i\li  nur  Her  betreffenden  hrdieren  nnd 
niedrigeren  Einheiten  einer  jeden  (»rössenart  als  Zahlwerth  in- 
rOek.  Man  wOrde  also  hei  ungleichen  Maasssystemen  der  Reih- 
Bong  ebenso  unbebüinicbe  Banlwertbe  darbieten»  wie  werni  allt 
darin  voffcommenden  GHSssen  gleichartig,  aber  nach  versehtedeneD 
Prinzipien  gemessen  wären.  Bei  überall  glühen  Systemen  ftod« 
dagegen  stets  ein  gleiches  Verhftltni^^'^  7\vi«chen  allen  unter«e'»rd- 
neten  Einheiten  der  Einen  GrJlssenart  und  allen  untergeordneten 
Einheiten  einer  anderen  Grussenart  statt,  wodurch  die  grvsste 


Kufachheit  in  den  Bezioliungen  der  verschiedeiiarti^ren  Gfoscteu 
Mjod.  die  erheblichsten  Rochniingsvortheile  erzielt  werdien. 

AU  einfaches  Beispiel  zur  Erläuferunc  des  <*ben  Gosa^ten 
denkf  man  sich  den  Tlwilcr  in  12  Groscnen,  den  Grosehen  in 
12  iMeunige,  feiner  das  ITund  in  12  Loth«  das  Loth  in  12  Quent- 
chea  getheilt  Wenn  aUdaon  der  Preis  eines  Pfundes  von  irgend 
einem  Stoffe  7  Rthlr  A  Gr.  beträgt;  so  ist  ohne  weitere  Rechnung 
der  Preis  eines  Lothes  von  demselben  Stoffe  7  Gr.  4  Pf.  und  Her 
Preis  eines  Quentchens  7%>i  Pf.  Die  hierin  liegenden  Rechnungs-^ 
vorthetle  sind  auf  keine  Wei^e  zu  enf^iehfi),  wenn  das  Geideyetem 
waders  norniirt  ist,  als  das  Gen ichtssysteiu. 

Hiernach  besteht  die  zuetto  Bedinguos  eines  mriglichst  voU- 
kmnmeDefl  Maiifueysteins  hi  der  Gleiebbeit  der  Eint  heil  «ng 
4er  Meeeeelnhelteo  fdr  die  verscbiedenetee  Grdesen- 
nrten. 

I 

Im  A  orstt'heiKien  ist  hinsirhtlit h  der  SYsten^Mtischen  Kintfiti- 
luiig  der  Maasseinheiten  bloss  das  allgeroeine  Eriorderniss  erkannt,  , 
daBs  diese  Eifittiellttng  gleich  sein  mfisse  aofvohl  för  alle  heberen 
«od  niedrigeren  Einheiten  Ein  und  derselben  Grdssenart,  a.  B. 
üto  die  Inaler,  G roschen ,  Pfennige  beim  Golde,  als  auch 
für  den  Inbcfgriff  aller  übrigen  (i rossenarten ,  ?..  H.  für  die 
Messung  des  Geldes,  des  Ge>viclites,  der  Langen  u.  s.  w. 
lieber  die  absolute  iMenije  doi  Linheiten  ,  welche  hierbei  immer 
eine  nächst  höhere  Einheit  ausmachen  sollen,  oder  über  die 
Griindaabl  des  Maasssystenies  liefert  die  obige  Betracbtong 
noch  iceinen  nfiheren  Anhaltspunkt 

JeM  lieächte  man  aber,  dass  wem  eine  GrvieseaqnantitÜ 
■vaklisch  gemessen  werden  ist,  es  behuf  geistiger  Vergegenwär- 
«igung  des  Wertbes  jener  Quantität  in  Beziehui^^  su  der  Maass- 

einbeit  immer  auf  die  Darstellung  einer  «i^euissen  Menge  von  Fin- 
heiten  oder  Thcilen  dieser  Einlieiten  ankommt.  Um  Mengcu  aller 
Art  im  Verhättniss  zu  ihrer  Einheit  becrrifflicb  aufzufassen,  bedie- 
nen wir  uns,  abgesehen  von  allem  empirischen  Inhalte  jener 
Einheit,  der  abstrakten  Zahlen,  welche  eben  falls  nach  einem 
bestininiten  Systeme  gebildet  sind,  um  der  Flnbildnngskraft  bei 
der  Auffassung  grosser  Mengen  dadurch  zu  Hülfe  zu  kommen, 
da-ss  bei  dem  Fortschritte  von  kleineren  /n  !jr»Tsseren  Men'^en 
stets  eine  bestimmte  Anzahl  von  Einheitt:i)  der  niedrigeren  Ord- 
nung zu  Einer  Einheit  der  nfichst  hrdicrcn  Ordnung  znsammenge« 
fasst  werden.   So  zählen  wir  die  Grundeinheiten  unseres  Zahlen- 

SsteroÄ  oder  die  Einer  von  1  bis  9,  fassen  bei  grösseren  Mengen 
er  Immer  10  Einer  zu  Einem  Zehner  zusaminen,  bis  wir  vor 
der  Zahl  100  anlangen,  von  wo  an  wir  immer  10  Zehner  zu  Einem 
Hunderter  vereinigen ,  u*  s.  L 

Das  Zahlensystem  ist  also'  gewiseermnessen  ein  Maasssysl^ 
för  alle  Vielheiten  oder  IMerruen,  gleichviel,  vvelche  liedeatuog 
die  physische  Grundeinheit  einer  solchen  IVIen-o  hesitÄt  und  nacn 
welcfiem  l^rin/ipe  das  VerbSltniss  der  gemessenen  Grösse  äu  jener 
Grundeinheit  bcstinuni  ist.  Weicht  nun  das  Zahlensystem  in  sei- 
aef  vÄitavAi^uQg  von  den  speziellen  Systeme  ab»  i^aeh  wekhem 


pbysWch  ehie  Cilrö«>i»e  ^enieH«en  ist;  bu  iaul'eu  offenbar  zwei  ver- 
schiedene Prlasipe  neben  einander  her;  vrov4m  das  Elne^  ntaAM 
das  letztere,  dazu  dienf,  die  Entstehung  einei' ffeidmen  MtBgB 

aus  tsfMTipr  physlticher)  l-7u)heit  anschaulicn  zu  machen,  und  woron 
das  andere,  iiäinlich  das  ersterc,  dazu  hestininit  Ist,  überhaupt 
die  Entstehung  \im  Mengen  aus  Einheiten  ganz  im  Allgemeinen 
fasslich  zu  machen. 

Da  alle  Keclnmngen  in  Zaliicn  ans^rdiilirt  v^erüeu,  aUo  t»icb 
nesentlich  in  dem  Scbematisniu«  des  Zahleusystenis  bewegen; 
8o  leitditet  auf  den  ersten  Blick  ein ,  ^Mk^  ffQß99L  RechmSn» 
▼ortheile  durch  die  eben  erwhhnte  Verscbiedesheift  ferloren  geh  es, 
und  obi^loirh  wir  in  der  That  kein  mit  dem  Zahlensystem  über- 
eiustimineudes  Maas.s^vstera  bftsitzeii  und  urm  ilur  Cnii^ani;  mit 
den  gegenwärtigen  ^\\^tomen  zur  innigen  Geuohnbeit  ^eviordf&» 
ist ;  so  wird  sich  doch  Jeder  leicht  von  dem  grossen  Gewinne  aa 
Leichtigkeit  und  Elsgana  tiberzeugen,  welche  die  RechnüngSD 
annehmen  würden »  wenn  die  ihnen  imterlM'elteten  CrHsKen  nach 
einem  Prinzipe  gemesseo  wiren»  ireiehes  mit  der  Zahienbildiing 
genau  barmottirte. 

Der  lTpf)^r'iang  zu  den  sukzessiv  bölieren  Einbeitert  eines 
m.isses  iviinie  getreu  dem  l^ebergauge  ton  Einern  zu  Zehnern,  zu 
Hundertern,  tu  Tausendern  u.  s.  w.  entsprechen;  ebenso  uürde 
ein  Uerahsteigen  an  den  sukzessiv  niedrigeren  Einheilen  gleichen 
Schritt  halten  mit  dem  Herabstelffen  vüii  Einern  «n  Zehnteln ,  an 
Hnndcrtsfelii,  zu  Tausendsteln  oder  nach  von  Tattscndcm  mBm»- 
dertern»  za  Zehnern  u.  s.  w. 

Hiermit  verbinden  sieb  alle  die  erossen  Bequemlichkeiten, 
welche  aus  der  ungemein  geistreiehen  Bezeichnung  der  ZabTen 
durch  die  Stellung  der  Ziriern  entspringen,  und  welche  eben 
so  sehr  den  Reehnungsoperationen  mit  sogenannten  benannten 
Zahlen  zu  gute  kommen  wirden,  wie  elenden  Operationen  mit 
benannten  oder  abstrakten  Zahlen  eig^n  «Ind. 

'Wir  cfaaraicterislren  oSmlich  den  Rang  oder  den  Werth»  i^el* 
eben  eine  gewisse  Menge  höherer  Zahleinheiten  im  Vergleich  am 

einer  ge^vissen  Menge  der  nächst  iiiedri^rren  Einheit  besitzen 
soll,  einfach  dadurch,  dass  \^ir  die  Ziffer,  welche  die  erstere 
Menge  bezeichnet,  nach  der  linken  Seite  vor  die  Ziffer  setzen, 
welche  die  letztere  Menge  bezeichnet.  Demnach  schreibt  sich 
eine  Gesammtmen^c  von  3  Einem,  7  Zehnern  und  2  Hundertern: 
273.  Dieses  Prinzip  wird  in  seiner  vtdien  Reinheit  auch  dann  nodk 
erhalten,  woim  es  darauf  ankommt,  jMfMiiren  von  Einheiten  darzu- 
stellen, weiche  sukzessiv  in  absteigender  Linie  auf  die  Einer  oder 
Grundeinheiten  folgen,  indem  man  diese  Tbeile  der  Grundeinheit, 
.welche  in  Zehnteln»  Hundertsteln,  Tausendsteln  etc.  bestehen,  von 
den  sogenannten  ganzen  Zaiilen  durch  ein  Konnna  trentit  und  dfaiufe 
dieselbe  Reihenfolge  beobachtet.  So  ist  die  Zahl  35,924  der  Aus- 
dnirk  fär  3  Zehner,  ö  Einer,  9  ZehnteU  2  Unndertstel,  -4. Tau- 
sendstel. 

Ist  nun  ein  jedes  INIaasssysteni  el»eiiso  geordnet,  wie  da«;  Zah- 
lensystem: so  sind  ohne  Weiteres  253  Zoll  gleich  25  Fuss  3  Zoll 
odef  gleich  ^  Ruften  5  Fuei«  3  Zoll.  Ebenso  i^htd  25,3  Zoll  gMeb 
^  Zbll  3  Linien  oder  gleich  i  VUss  5  Zdir  3  Xdnien;  fibi«%^ 
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winkliche  Fläche,  welche  11  Ruthen  H  Fiir«  3  Zoll  lang  und 
2  liuthen  4  Fush  ti  Zoll  hreit  ist,  enthalt,  weil  das  Produkt  der 
beiden  Zahlen  1183  und  2Mi  gleich  mOiS  Ut,  2U  i^iadrutruthen, 
XI'lhiardftttAlsit  «inI  QuailmtMlI. 

Solche  Vercinracliiiiiijen  der  Kechnunt;,  welche  fast  bei  jeder 
0|ieru(iun  eintreten,  ^ind  ohne  weitere  Erläuterung  liir  sich  seihst 
verntÜMlIich*  Sie  la<»e$ei|  hUJj^  in  dem  ungemein  wicbti|^en  Ue{>nl- 
Inte  aiiMmnNNiGuMen,  das«  hßl  JUaaaeayetenien,  welche  mit 
dein  Zahl enn ysteeie  ibereinetininien,  ganz  und  cur 
keine  Ke duktienerecbtt-ttogen  von  htiheren  auf  niearl* 
j^ere  oder  von  niedrigeren  auf  höhere  .M  aassei  nh  eiten 
vorkommen,  sondern  dass  dieses  Genchall  auf  eine  ntechanischo 
Trennung  oder  Zusammensitelhing  gegebener  Ziffern  binauslänfl« 
da  die  bloMO  Stelle  einer  jeden  ZÜTer  in  einer  benauuteu  Zahl 
nchon  den  Rang  derselben  in  Beziehung  su  der  GnindeiDheit 
wiunlicht 

Hieraus  ergibt  sich  die  dritte  Folgerang,  daaa  wetm  die 
MaiesinMeiiie  si  den  einfachsten  Rechnungen  flBbren  sollen,  sie 
hinsicbäich  der  fiifrtbe^lung  ihrer  Einheiten  ebenso  geordnet 
sein  mtissen»  wife  das  absolute  Zahlensystem* 

Dieser  Forderung  haben  die  Franzosen  bei  ihren  neuen  Maa^s- 

S Sternen  mit  alemlieber  KMMwqndnz  an  entsprechen  gei^ucht , .  in- 
m  sie  In  Betracbt  des  dekadi^hen  Zahlensystems  auch  den  " 
vtfndii^en^  IlMsssystemen  die  Gmndsahl  10  gegeben  haben. 


Bei  der  letzteren  Untersuchung  ist  nur  von  den  erreichbaren 
Rechenvortheilen  die  Rede  gewesen,  welche  allerdings  zu  der 
eben  ausgesprochenen  Bedingang  fuhren.  Allein  die  GemSsse 
haben  nicht  bloss  den  ZwecK>  Zahlgrossen  flir  einen  et%Taigen 
matheniatiscIieA' Kalkül  vorzubereiten.  Ihr  unmittelbarster  Beruf 
bestiinnit  sie,  zu  einer  Verständigung  bei  den  praktischen  Bedürf- 
nissen des  Leben«,  zu  einer  Ausgleichunij  der  materiellen  (Jüter  . 
und  zu  anderen  Manipulationen,  welche  nicht  bloss  die  Hethner, 
sondern,  die  jgaoze  Masse  des  Volkes  in  eine  Thätigkeit  versetzen, 
wobei  die  Celebtigl^eit  oder  Schwierigkeit  des  Reehenexeropels 
cans  i^fden  Hinteigrund  tritt  und  es  sieb  um  Benuendichkeit  in 
der  Attirendung  «nes  gewissen  Maasssystemes  behuf  dirslrter 
Erreichung  eines  praktischen  Zweckes  handelt.  Da  fragt  es  sich 
denn  mit  Recht,  ob  das  Dezimalsystem  nceignet  sei,  den  letzteren 
Anforderungen  eben  so  gut  zu  entsprechen,  als  manches  andere, 
und  wenn  dies  nicht  der  Fall  sein  sollte,  ob  die  Wabi  eines  an- 
deren' 8<4ieiiiS  wefftwi  ier -damit  verbundenen  grosseren  praktischen 
Beaoemlichii^it  nicht  die  A,efo^f<^rung  f^ewisser  Rechenvortheile 
blnlänglich  nMiti;vi|C^^  ffiochte»  qdgr  ob  nicht  sonstige  Einrichtun- 
gen möglich  w  Hren ,  weiche  ein^  Vereinigung  dieser  beiden  Riicic- 
siebten  zulic^sen. 

Wenn  man  beachtet,  dass  ein  gesunder  Sinn  die  Älenschen 
schon  seit  Tausenden  von  Jaln'en  zu  der  Eiofiihning  geordneter 
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Maas$sy8hime  geführt  hat,  welche  seit  den  .ältesten  Zeiten  unter 
Berücksichtigung  der  obwaltenden  Verhältpisse  die  iiianni<:bfach- 
9tefi  Verindeningen  erlitten  haben;  ipenii  man  fi^racr  er- 
wagt, (1as.H  alle  KominunikatioiuaBittel,  welche  aus  den  materiellen 
ßeclürt'ttijiisen  der  Menschheit  entstehen  und  durch  viele  Geschieht«* 
alter  d'u!  Proln'  der  praktischen  Brauchbarkeit  ansgehalten  hnlipn, 
stets  einen  Ix  deutenden  Grad  von  Vollkoniinenheit  erreichen,  noch 
ehe  die  Phiiui»oj>hie  mit  kritischem  ■  Lichte  sie  heleuchtet:  so 
nioss  es  aaffiillen,  dass  man  in'kefneni  Maasssysteme,  weldiei 
nicht  aus  der  Neuzeit  herrührt»  die  Clninilzahl  10  antrtflTt.  Dio 
atlverbreit.ete  Grundzahl  jener  Systeme  ist  vielmehr  die  Zahl  U 
oder  ein  Vielfaches  von  12,  welche  bei  den  rntereinffieilungeo 
öfters  mit  den  in  jener  Zahl  eben  falls  enthaltenen  Zahlen  nnd 
4  oder  deren  Vielfachen  abwechselt.  So  ist  unter  Anderem  ia 
den  verschiedensten  dentsehen  und  ausserdeotseben  Idbidern: 

Bei  den  L&ngen'maassen:  1  Ruthe— ]2 Fuss  n.  auch  =lt>Fiis< 

.  1  Fuss  =12  Zoll,  l  Zoll  =12  Linien. 

1  £Ue       Viertel  =^^.  AebloL 

I  Faden  =s6  FoA. 

0  1  Lachter  =6  Fuss. 

Beiden  Flicfaenmaassen:  1  Feldmorgen  =120  Quadratruthea 

I     und  auch  =lbO  Quadratrutben. 

1  Waldmorgen  SS  100  <t^adratnitb«r. 

Bei  den  Kurperroaasseu  :  1  Schachtnithe  —144  Kubikfussuod 

auch  =:25()  Kuhikluss. 

1  \Ni.spel  =24  Scheffel  und  auch 
=  36  ScheflFel  und  auch  =40  Himten. 

I  Scheffel  =4  Vierias«»  1  Vieifau 

=  4  iNletzen. 

1  Malter  =H0  Kubikfass. 

1  Oxhoa  =3  gimer  .=0  Ajakn 
=^  Ibü  Quart. 

I  «ebrftude  =9  Kmkn  Faas 
•  »36  Tonnen. 

Bei  den  ZablmaAssen:      1  Gross  =il2  DiiUendj  l.Ilittlaeod 

^»Stqpk.  . 

1  «MieH^       Mnnddl  sOO  Slidt 

Bei  den  Gewichtsmaassen  I  Zentner      112  Pfund,  I  Pfnod 

•  '  '    =3i  Lotb,  1  Loth  :^4  Quetitclien. 

I  Medizinalpriinfl  — 24  Lfrfb  =12  Un- 
■  '         ^    .         '    teti  =%  IJrachmen  =2S).  Skruj^l. 

1  Mark  Silber  =iaXgit:  ' 
.    ^      '  a  Mark  GaMrfm:^  ümtg..  I.K«iat 
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bi:i  den  Getdniaafiseit      1  Tboler  =^  Groscheu»  1  (irosclieo 

«lü  Pffennig. 

'     1  Thaler  =4«  Schillini;. 

1  Thaler  =72  Groten. 

1  Gnlden  =60  Kreuzer»  1  ürtozer 

r=4  Pfennig.  ^ 

1  Mark  =«16  MuUiiig.  . 

Bei  den  Zeitnuaasaen     I  Jabr  Monat 

1  Tag^l2Stunden,lStunde=:(ibMi- 
niiten^  lftttitate=40SekitiHien«  1  Se- 
kunde cs60  Terttea. 

Bei  den  Wiakeltnaaii^ieu  1  Kreisumraog  =360  Grad  j  1  Grad 
\   '    •  8=fX>  fifinuten,  1  Mjlmit^  t=et|l9e- 

kanden.  • 

Bei  diesen  Eiiitheilungen ,  welrho  seit  uncienklicheri  Zeiten  der 
HaoptmaKse  der  Maass^ysteme  zu  Grunde  gelegen  haben,  spieien 
die  ZaMen  2,  3,  4,  0,  Vi  ala  Gnnidaablen  die  widHigate  Ronew 
Ea  ist  dies  leicht  zu  erkl&ren.  Die  Subdivislon  der  hShemi 
Maa88einhei(en  in  untergeordnete  Einheiten  hat  keinen  anderen 
Zwrrk,  uIm  die  srh^vfrfMlIi!;*»  Bezeichnung  kleinrrnr  Quantitfiten 
nach  Bruobtheilen  der  iiidieren  Einheit  zu  venuuiden,  und  Mtatt 
dessen  ein  rundes  Vielfaches  der  niedrigeren  Einheit  an  die  Stelle 
an  aetsan,  wodofek  denn  «ach  die  piaktlaeke  AaafUfaning  einer 
Theilang  erleichtert  nird,  indem  man  sich  bei  Abmeasuns  solcher 
kleinerfr  Quantitäten  der  hetreffendon  l'nfcr  Gem8s^"P  hrmmt.  fni 
Handel  und  Wandel  des  menschticiien  l^ebens  stellen  sich  nun 
ohne  Fraae  die  einlachsten  Theilungen  als  die  ara  häufig- 
aten  Torkonimenden  becana..  Die  Muglicbkelt  «ad  Leichtigkeit 
aelcber  Theilungen  ntu.ss  daber  trav.  aüeii  fibrigen  aelteaer  vorkonp 
meuden  bei  der  Einrichtung  eines  Maasssystemes  vorzogaweiae 
herficksichtigt  werden.  nn<l  hieraus  flif'sst  die  Forderung,  dass 
jene  sich  täglich  uledcrtiulcnden  TIm  liimgen  einer  hidieron  !VIaass- 
eiolieit  nicht  bloss  mit  ZubiiLfeoahmc  der  Einheiten  fi»iimai  Iii  eher 
nledrif^ar  Ordonneen,  aaodem  daaa  dieaelben  womdglicb  bioaa 
aiit  Zubülfenahroe  der  Einbeiteii  der  ntcb'at  fdedrigereo  Ordnung 
aicb  bewerkatelligeii  laaaen, 

'Die  etnlkebaten  Tbetlungen  beeteken  nnn  aber  lo  folgendeni 

1)  In  der  Halbirung; 

2)  in  der  Theifung  in  drei  j?leiche  Theile; 

^  in  der  Theiluiic^  in  vier  gleiche  Tliaile  oder  in  der  Hal- 
birung der  llälfte; 

4)  in  der  Halbirung  des  nrittels  od(r  in  der  Drei- 
theiluni;  d(^r  Hälfte,  ua«  auf  die  Thi^'dun^ in  sechs 
gleiche  Theile  hinausläuft; 

5)  in  der  liaibirung  des  Viertels  oder  in  der  Vier« 
«    thellung  der  mlfte,  ivaa  auf  dieTbeihiaff  in  Ach- 
tel kinaaalättft; 
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Ü)   i»  der  ÜreitheiluDg  des  Drittels,  was  auf  die  T  bei- 
lang Ib  Ne nutet  hinausl&uft; 

7)   in  der  Viertheilung  des  Drittels  uder  in  der  Drei* 
'theilung  des  Viertels,  was  auf  die  Th^iloog  in 
ZwSirtel  hinauslSufl. 

Diesen  Operationen  entspricht  keine  Grundzahl  hesser,  als 
die  Zahl  12.    Wenn  diese  Zahl  einem  Maasssystene  zu  Grande 

gel^(rt  ist;  so  lassen  »ich  die  vorstehenden  Theitungen  ad  1),  2), 
3),  4),  7),  nändich  die  Theiliingen  in  Halbe,  Dritti  I,  \  iertel.  Sechs 
tcl,  Zwölftel,  stets  durch  die  l'^inhciten  der  zunächst  niedrigeren 
Ordnung  ausfuhren ,  und  die  Thoilungen  ad  5)  und  0).  nämlich  die 
Theilungen  in  Achtel  und  ISeuntt^l ,  erfordern  nur  ein  Herabsteigun 
zu  den  Einheiten  der  zweiten  Ordnung. 

Wollte  man  mit  deu  Vorthcileu  der. Theilung  in  ^albe.  Drit- 
tel und  Vierteil  womit  die»  anderen  ebengenannten  VortbeUe  bin- 
tficbtlich  der  Tbeilung  in  Seiöbstef,  Achtel,  Neuntel,  ZwvKlel 
unzertrennlich  verhunden  sind,  noch  gleiche  Vortheile  fiir  die 
Theilnni;  in  Fünftel  zu  erreichen  suchen;  so  w?ire  hierzu  noth- 
v\  endig  eine  Grundzahl  erforderlK'h ,  welche  nicht  kleiner  Hc'm 
könnte  als  60.  J>icse  Zahl  ist  offeuhar  viel  zu  gross,  um  üher- 
siebtllcbe  .Systeme  sm  ergeben.  £e  blieb«  daW>  wenn  die 
*  '  Fflnftbeileng  durchaus  in  der  obigen  Weise  berfiiAficbtut  wer- 
den sollte,  INichts  weiter  übrig,  als  die  bequeme  Theilung  is 
DrittrI  (»der  in  Viertel  zum  Ö|»fer  zu  bringen.  Aui»enschein- 
lieh  uürd»'  ein  solches  Verfahren,  wenn  man  die  praktische  An- 
wendung des  Maasses  auf  die  \  urgani;e  im  ^w  ülinlicheu  Leheu 
in  Au^e  bat»  dntehans  eiebt  gerechtfertigt  sein,  da  die  FflnlUbel» 
luDg  eine  sehr  untsq|eord|iete  Holle  gegen  die  Drei-  Kider  Vier- 
theilung s|>iclt,  ja  sogar  im  Verglttul  sa  «den  »ietslefeii  als  Sel- 
tenheit betrachtet  w:eraeB  BMise« 

Hierans  etMärt  eich  zur  Genüi^e.  wie  die  Volker  bei  ihren 

Maasssvstonion  voTznp;sweise  auf  die  Grundzahl  12  gekommen  sind, 
und  der  (jlrundzaht  10  unseres*  jet/.ii;on  Zahlensystems  fast  ijar 
keine  liechnuog  getragen  haben,  inde^n  sich  durch  die  letztere 
Zahl  bei  ZuhQlfenahme  der  nächst  niedrigeren  Ordnungen  nor 
Tbeihmgen  in  die  HSIfte,  in  Fflnftel  nnd  tn  Zehntel  voniebmen 
lassen,  wogegcll  Theilungen  in  Viertel  schon  die  z  uz  weit  fol- 
gende Ordnuntj,  \\m\  TbeilnrJi»on  in  Achtel  die  zudritt  folgende 
Ordnung  in  Anspruch  nehmen,  und  'rheilnii<:<«n  in  Drittel,  Necbs- 
tel,  Neuntel  ganz  und  gar  nicht  bewirkt  werden  können,  selbst 
wenn  das  Maasssystem  eine  unendliche  Menge  von  untergeordne- 
ten Einheiten  besSsse  und  man  aHe  sukzessiven  OrAms)^  ss 
Hfilfe  nehmen  wollte. 

Das  Duadezimakystem  hat  aber  vor  dem  Deziottlsystane 

nicht  allein  den  Vorzug,  dass  sich  damit  ^io  aoi  bivigsten  vor- 
kommenden,  also  wichtigsten  Theilungen  bequem  howorksteiliirefi 
lassen,  sondern  auch  noch  den,  dass  sich  überhaupt  eine  ucit 

Srussere  Menge  von  Bruchtheilen  ein^r  Jeden  i^laasseinheit 
urch  die  niedrigeren  Einheiten  darstellen  lassen.  *  Dlei  Itsst  tudi 
am  besM  ihenbhen,  wenh/men  auf  jenb  E^iWMjbafl  fljr.  beide 
ISysteMS  »lle  echten  Brilchsi  ptift;- di»en»Nc»Mr.bie{sa  Ein  und 
deiselben  Höhe  binaufrcidien.  '  '••  .i.  .  * 
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Uütorsuchen  wir  z.  B.  alle  echten  Brüche,  deren  Nenner  die 
/.dileii  3,  4,  5«*:.12  sind;  so  gibt  es  deren  im  Ganzen  (ki  »Stück 
(von  denen  einiß«  «4;  %,        V4,  V5»        %»  %  etc.  «indk 

Von  dit)8en  Qö  Brüchen  sind  iro  Duodezimalsysteme  38  Stück 
(W4irnnt»r  41^  7  wichtigen  Stammbific^  %,  Vi,  V*,  V«»  Vsj  Vo»  V12). 
im  DoKimnlftTHtome  ji'docb  nur  28  Stück  (worunter  die  5  weniger 
«lichtisen  St'nnnilirüehe  V4,  '/j,  ^^y,  y,o)  durch  die  Kinheiten 
A^r  niedrigeren  Ordnuntren  darstellbar.  Die  .Menije  solcher  Brüche 
ist  al.-^o  im  erstereil  Sy.steme  um  ein  i)rittel  grü/iner,  al«  im  letz* 
tcren,  und  dabei  können  sämnitliche  38  erstere  Brüche  mit  Hülfe 
fier  swet  zuttllch«$t  Mf  efiiMider  folgenden  niedrigeren  Ordnunsen 
aimftedrffclct  werden  ,  w  ahrend  die  letzteren  BrOdM  die  Zohofife* 
ttnhme  ^er  d  r  e  i  aufeinander  folgenden  Ordnunirefi  nothuendig 
machen ,  also  trotz  ihrer  kleineren  Menge  noch  grOättcre  Unlie* 
f|neiiiliohkeiten  mit  sich  führen.  Es  ist  7^  B.  * 


im  ttvodeeimaleystem 

\  l^ilhen  Fuss, 

%  Kutheu  =7  luM  6  ZoU, 


da|;ege«iiii  Desimalsysleiiie  • 

%  Ruthen  =7  FussSZoll, 


Nn<  h  bedeutender  uird  die  Menge  der  durch  niedrigere  Ein- 
heiten nies^jbaren  Brüche  im  Dnodczimal^ystemc  im  Vergleich  zu 
denen  des  Dezimalsystems,  wenn  man  die  Untersvehimg  weiter 
ansdehiit.  Unter  saiiiiiitlichen  echten  Brüchen,  deren  IVenner  bis 
zur  Zahl  IT'iH  hinaufreichen,  befinden  sich  n'imlich  17ll>3  Stück, 
Moh  he  durch  das  DuodezimaUystem ,  dagegen  nur  11404,  welche 
diirrli  das  Dezimalsystem  genau  darzustellen  sind,  .so  dass  also 
hier  i;chon  die  Menge  der  ersteren  anderthal  bmal  so  gross  Ist» 
als  die  der  'letsteren,  woliel  die  letzteren  noch  eine  viel  grSssere 
Keibe  von  unterg<'ordneten  Einhttiten  erfordern,  als  die  erateren^ 
und  an  <tie1i  selbst  viel  unwichtiger  sind. 


•i'i 


Die  ehenerwahiiten  Vortheile  des  Duode^tmalsysteros  stellen 
sich  bei  der  Rednlctlon  der  in  Bracbform  gegebenen  Theile  der 
bTiberen  Einheiten  auf  niedrigere  heraus.  Bei  der  umgekehr» 
ten  Operation,  nämlich  bei  der  Ziirückfiibning  der  niedrigeren 
Einheiten  auf  höhere,  machen  sich  ähiiTu  he  Bequemlichkeiten 
fiihlbar.  Wenniileich  bei  dezimaler  Eintheilnng  die  niedriireren 
Einheiten  stets  solche  Brüche  der  höheren  Ehiheiten  sind ,  weiche 
zn  Nennern  die*  Zahlen  10,  100,  1000  ett/iabert^,  mithin  In  der 
Form  voi|  l>ezimatbrQebeh  auftreten  kHnnen  und  in  dieser  Oettalt 
hei  vielen  Rechmmg^'lirozest^en  Erleiehtemn^  mit  sich  Rihren ;  sd 
i.«t  doch  kltif,  dass  in  rielen  Fallen,  wo  es  auf  die  Anschatiimg 
der  nif»'4iij"hst  einfaelieri  Verhfilfiiisse  zwischen  zwei  (irüssen  an- 
kommt, die  Form  der  gewöhnlichen  Brüche  vor  der  der  Dezi^ 
maihKiche  den  Vorzug  verdient,  und  dasa  engarbel  fielen  Reeh» 
ntln gen  eine  Onerfitliih  mit  '{^^enion  BvOchen  VortbeÜe  fnr  dev 
Oneration  init .  Oezinialbriirhen  besitzt.'  Das  Lefltere  werden 
selfist  l^iejenrgen  nicht  verkennen,  denen  der  T'nifj.'mir  mit  Dezi» 
matbrüchen  so  golftiilii;  geworden  ist,  wie  mit  ^an/eii  Zahlen,  und 
welche,  dessenungeachtet  unter  gar  manchen  Umständen ,  wo  beide 
Bruchformen  zulässig  wären,  doch  die  Fehn  der  «emelnen Brtlelill 
^Mden.  Wem  wflrdtn  nicht  «ehr  bMig  die  eiHMdien  Anadittebf» 
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Vi'  %'  Vs  erwünschter  sein,  als  die  trleichbedeuteruien 

Uezinialbrüche  0^;  0»375;  0,333333^3....  u.  s.  tv. Zu  ^olcheu  ein- 
flieben  f^emeinen  Brüclkeii  f&hrt  ulicr  da«  DiMMUilmaUyt^ten  bei 
der  Ziirtlckfuljruiig  der  Einheiten  iiiedfigor  Ordnung  auf  Einheiten 
höherer  Ordnung  in  bedeutend  «ifteren  Füllen,  »U  das  Dezinial- 
s^'stem ,  weil  die  Grundzaltl  12  nicht  bloss  mehr,  wundern  auch 
häutiger  im  eemeinen  Leben  vorkoinmende  Fakturen  2,3^ 
4,  6  eotfaiilt,  aiis  die  Grundzahl  10,  weiche  nur  die  beiden  Fakto- 
ren 2  und  5  beaitzt« 

Aus  diesen  gewichtigen  Gründen  behauptet  denn  die  dnodezi- 
male  Eintheilung  der  Maasssystemc  iVir  den  praktihcheu  Gebrauch 
einen  cnt«jchiedenen  Vorzug  vor  der  tieziuialen,  und  es  kann  nicht 
bofireniden,  wie  jene  erster«  EinAeilanif  sich  dotch  alle  Meneehen- 
,  alter  der  Vergangenheit  den  Vprrang  eHdbnpfl  hat  Ehe  die 
Masse  des  Volkes  durch  den  Aursch\\ung  der  Kultur  befähigt 
war,  die  Resultate  der  Messungen  in  mancherlei  arithmetische 
Rechnungsverknu'plungen  zu  verflechten,  waren  jene  Maas^systeme, 
wenn  .auch  in  uovollkommener  Durchbildung,  doch  in  den  Haupt- 
aOgen»  liech  den  dringenden  Erfordemlasen  aufsebaael»  weldie 
der  gemeine  Lebensverkehr  erheiacbt»  und  weiale  unaShini^ 
sind  von  der  Eigenschaft,  dass  die  a»is  den  Messungen  sich  erge- 
benden Zahhverthe  auch  mit  aller  erreichbareo  Leichtigkeit  in 
einen  koiu|>lizirteren  Kalkül  eintreten  kümien. 

Erst  fih  das  dekadische  Zahlensystem  und  die  gegenwärtige 
Bezeichnung  der  Zahlen  durch  die  arabischen  Ziflfern,  allgemeinen 
Eingang  fand,  und  die  fortschreitende  ßildung  der  Menschheit 
alle  Klassen  in  immer  höhere  industrielle  Thätigkeit  und  in  die 
Nothwendlgl^eit  Teraetzte,  die  Grösaenmessungen  zu  vielfachen 
arithmetischen  Operationen  an  beoutcen,  gaben  sich  allmäblig  die 
Uebelatande  kund,  welche  aus  der  Veraebiedeabeit  der  Maasa- 
Systeme  und  des  Zahlensysteme  hervorgehen  und  welclu;  bereite 
weiter  oheo  angezeigt  aiaa.  *  . 


II  ^»7» 

Da  nun  aas  den  früheren  Betrachtungen  folgte,  dass  ein  voll- 
kommenes Maasssvsteni  wegen  der  bcabsie4itigten  Rech en vor- 
^heile  mit  dem  iiahlenayateiae  überein  stimmen,  .also  nach  der 

gmndtabl*  IQ  geordnet  aein  ^mllaae,  dagegen  ana  der  letzteren 
etraebtang  eich  ergibt,  dass  die  gro^^ste  Vollkommenheit  eine* 
llMaasystemes  in  Iiucjcai<^t  auf  praktiacbe  Verwendung  nar 
bei  der  Grund/.ahl  12  erreicht  werden  kann;  so  sind  wir  in  einen 
l^ntlikt  der  Argumente  gerathen,  welcher  vou  zwei  ganz  ver- 
aeniedenen  (lesicbtsuunktieu  ^us  betrachtet  werden  muss  und 
4pvtMeb  ieiebt  die  Kiebter  in*  iwei  einander  schroff  geeenttber 
ilelienile  Parteien  trennen  kann,  jenachdem  der  eine  Tneu  dleso^ 
der  andere  Tbeil  jene  Vortheile  init  bartnackiger  Verkenuung  der 
gegen  ihn  sprechenden  INachtheile  in  die  Wagschale  legt.  Die 
Bntacheidung  darf  jedoch  bei  einer  so  wichtigen  Angelegenheit 
wnnOgiiob  schwankend  bleiben  und  ohne  die  sorglältigate  P^iii'uug 
alle«.^  et  ooMmt  gaOMt  iretdea.  .    .  . 
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Nach  meiner  persönlichen  UeberEeuguog  verdienen  die  oben 
afkgeflllirteii  |inklltehM  Veithaile  dm  Dmdt«maky9t»uM  64» 

Ü«beir||f0wkfat   ober   die  theoretischen   Vortbeile   des  UeKinuÜ* 

Rvstfins.  Obgleich  ehne  »oltlie  individiK  IIc  Ansicht  von  iicnngeni 
iielaniif  Ut,  wenii  .^ie  mcH  hlona  gelühiK\vnise  auf  eine  oberUäch' 
liebe  Abschätzung  der  sich  gegenseitig  auäschliebsenden  V^orÜieilc 
«t^itzt  und  nicbi  evidente  Motive  herausstellt;  so  slaube  ich  doch, 
da^s  dieses  Urtheil  wenigstens  frei  von  dem  Verdachte  fler  Paf- 
teilichkeit  sich  boren  lassen  kann,  da  ich  in  meiner  iStellüng  als 
Techniker  nur  sehr  ueni»  vnn  jf^neii  {iruk  tischen  Vortheilcn 
eines  Maasssystem p<<  /n  erl'aliKiu  haho,  hingegen  vorzugsweise 
von  alle  den  ünbe<|uuuiUchkeiten  betroffen  werde,  welche  aus  der 
KchwerfiUKgkelt  der  Rechniing  mit  gemesseoen  GtOesen  iMnror* 
flehen.  Inxvrisclieit  »telMii  diMer  Ätisicht  felgeii4e  erbdUiehe 
Motive  XQf  Seite. 

Unter  der  UnhehoHcnheit  des  DeximalsvKtoms  bei  seiner 

Kraktiscben  Verwendun«;  in  dem  gewöhnlichen  Verkehre  des  Lebens 
at  die  gesammte  Masse  des  "VotkesM  Mdes.  Die  Ii e* 
qucmlienkeit  dieses  Systeme^  bei  Recbminge^perationen  IceOMMt 
Jedoch  nur  einer  sehr  kleinen  Klasse  von  Menschen  zo 
gnte,  denen  ihr  Bfnif  dio  Ansluhnfnir  vH'U^r  l^rrhenoffprMtionfn 
mit  gemessenen  Griissen  auierlect.  llieae  kias.se  uniiasst  nnch 
keineswe^««  Jedermann,  welcher  liautig  in  die  Lage  kommt,  leichte 
Reülliimigei»  änmstelleti.  Es  sind  davon  «a^ngeschlMeeo  alle  l>ie« 
ienigen,  welche  zum  Behuf  der  liefriedigung  der  aUtSglichen 
j^i»l»erf<.hedifrfnisÄe  einfache  Kxenipel  zu  lösen  haben,  die  KauF- 
letite  .  Handwerker  n.  A.;  deun  bei  deren  Rechnungen  ist  in  der 
Reget  die  Form  der  Dezimaibruche  viel  unbequemer,  als  die  der 
gemeinen  Brüche,  und  es  ist  schon  weiter  oben  angeführt,  dase» 
im  Dttodtoftimalmtem  viel  Öfter  luiC  einfaebe  gemeine  Brüche 
ftbfft,  tls  das  UeziniaUystem«  Hiernach  kommt  nur  diejenige 
Ktasse  in  Betracht,  ^velcne  zu  höheren  techniseben  und  wisseui 
schafttichen  Z>^ecken  kuniplizirtere  Herfinnfii:*  !)  un/nstidlen  baL 
Ich  glaube,  dass  die  Letzteren  wegen  ilirer  Miuuntät  ihre  speziel- 
len WflMiobe  dem  eretcren  groeeen  Tbelle  des  'Velkefl  eher  äum 
Opfer  lirjiifen  kennen,  aU  timeekehrt,  und  dieses  am  so  mehr, 
da  sie  vermdge  Ihrer  wi.ssen8rnaftlicben  Ausbildung  und  der  da* 
mit  erworbenen  Pechenferti'jkcit  leichter  im  Stande  sind,  gewisse 
theoretische  i!>cbwieri<;keiten  zu  flbefwin»li?n ,  als  die  übrigen  Klas- 
sen im  »Stande  sind,  die  envfthntcn  Belä«tiguDgea  beim  gewöbu- 
JidMi  CSeftraoche  der  Gemtese  ztt  ertmglBn.  Oegii  IsemMt  noch, 
dm»  jener  wiseen^ehnftlkhcn  Klasse  manche  Hlillsniitt^  mi  (ikh 
böte  Rtcben,  um  sich  bei  der  Verivendnng  eines  gewissen  Maas- 
ses  7M  besonderen  Zwecken  von  vom  herein  die  gewünschten 
Ilecbenvortbeile  zu  sichern.  So  ^^ürden  s.  B.  die  Geodäten,  welche 
bei  ihren  rein  geoniotriscben  Arbeiten  der  oben  angeführten  prak* 
Hedieik  VortheUe  de«  dnödefelmelen  Maasesyetstaiee  nick:  kedüdm» 
vnd  denen  auch  die  beschränkte  Stufenletter  der  Begriffe:  Rutlie, 

Fuss,  Zoll,  liinie,  J!leich2:fifti!X  sein  knrm.  da  sie  ja  doch  h.'iulig 
in  die  Ln?e  kommen,  \>o  diese  Reihe,  selbst  wenu  nie,  eine  dezi" 
male  Anordnung  bennsse,  wegen  ihrer  wenigen  Glieder  nicht  ausr 
reicht  ,  nur  ' die  Grandeislielt  Ihres  Msassstabes  oder  ihrer  Messr 
kett^;  iu  »B(>  dl«  RnNle,  dehiiliecb  «bmitlMUra.  .biMchon;  4i» 
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Aufzeichnung  der  mit  solchen  Stäben  i^emesseneu  Längen  niinlp 
alsUaiin  stets  in  Fornl  von  Dezimalbrüche«  erlolgea,  deren  Ein- 
Ketl  die  LKnge  «iMT  Ruthe  bt»  dme  daM  jene  G^emeter  vit 
dem  Werthe  einer  je(!<Mi  Ziffembdle  einen  «äderen  ßegriff,  aludea 
des  lOten,  UUMmn,  lOüOsten  elc  Jlieilea  einer  RntlM  verbiMte. 

Aus  diesen  Betracbtongen  fol^,  dass  ein  kon«eqnent' 
durchgefiibrtes  Üuodezimalsystem  das  praktlacbete. 
von  ^llen  anderen  ist  und  demnach  erstrebt  werden  muss. 

Gegen  diese  Ansiebt  scbeint  die  Thatsache  zu  sprechen,  dass 
die  Franzosen  in  der  neueren  Zeit  bei  einer  Unigestaltuog  ihrer 
Maasse  dem  Dezimalsysteme  den  Vorzug  gegeben  und  dasselbe 
in  zieuilicber  Reinheit  und  Allgemeinheit  ein^reführt  haben.  Aliein 
das  blosse  Faktum  der  Einl'übruog  eines Slaasssysteais  beweist 
nur  die  grossen  Hoffnuneen,  die  man  daranl*  geseüt  hatl% 
iiirht  aber  die  entschiedene  Vorziiglichkeit  jenes  Systeme«.  Jene 
Hoffnungen  tvarcn  bei  dem  französischen  Dezimalsysteme  lediglich 
auf  die  mancherlei  Uc ch en vortheil c  gestützt,  zu  denen  das 
fragliche  System  unliet^treitbar  Gelegenheit  gibt;  man  hat  also 
Torzüglich  dem  luatbematisch  gebildeten  Publikum  in  die  Hände 
■earbeilet,  ebne  auf  die  BedQrfnisse  des  gewübnliclieii  Lebens 
Uticksiclit  /u  nehmen.  Dass  aber  das  französische  Maasesyatem 
för  den  Gebrauch  in  Handel  und  Wandel  weit  unvollkomraener 
ist«  als  ein  konsequentes  Duodeziniatsystem ,  geht  nicht  allein  aus 
den  obigen  allgemeinen  Betrachtungen«  soudera  aus  der  Erfahrung 
selbst  herxor. 

Im  französischen  Längensysteme  ezistireü  dem  >iamen  nach 
In  anibteigender  Reihenfolge  die  Einheiten:  Miflimeler,  Wentims 
tsr,  Dealmeter,  Meter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer,  Myibl* 
meter,  wovon  das  Meter  die  Grundeinheit  bildet.  Wenn  man 
jedoch  die  praktische  Verwendung  dieser  Maa.ssplnheiten,  wie  sie 
in  Frankreich  wirklich  vorkommt,  naher  beachtet;  so  findet  man, 
dass  bei  der  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Lüogen  in  den  W  erk- 
stMten  und  in  der  Natur  fiuit  auasebliesslich  das  Metex  mit4em 
Zentimeter  in  Gebrauch  ist,  ebne  dass  die  dem  Meter  aanficbat 
Hegenden  Einheiten  Dezimeter  und  Dekameter  mit  heraneezogen 
werden,  wogegen  man  sich  bei  sehr  kleinen  Längen  des  Millime» 
ters  ohne  die  höheren  F/mheiten ,  und  bei  sehr  grossen  Liiniicn 
des  Kilometers  oder  Myriameters  ohne  die  niedrigeren  Einbeiteo 
bedient:  Se  sant  nnd.schvsilyt  man  gewCbnUeb  3  ületer  75  Zeafi- 
meter  ßfr  eine  Lin«  von  S%  Meter  oder  von  3  Meter  7  Deaime- 
teir  5  Zentimeter.  Es  erklärt  sich  dies  leicht  aus  dem .  UoMtaade« 
dass  1  Meter  mit  Hülfe  des  Dezimeters  weder  in  Ii,  noch  in  4, 
noch  in  (i,  also  nicht  einmal  in  die  so  häufig  vorkonmienden  gleichen 
Theile  getheilt  werden  kann,  dass  eine  Tbeiluog  in  8  gleiche 
TbcHe*  4lf»ei  nSebsl  niedrij^ere  Ordnungen,  •  niiinueb  Demroelsrt 
Zentimeter' und  Millimeter,  in  Anspruch  nehmen' würde,  und  dass 
eine  Theilung' in  'S,  G,  9  gleiche  Theile  sogar  mit  Hülfe  aller 
deifikbaren  dezimalen  Unter-Einheiten  unmöglich  ist,  indem  z.B. 

Meter  =3  Dezimeter  3  Zentimeter  3,*i333         Millimeter  sein 

wQrde.  Diesem  grossen  Uebelstande,  welcher  ducch  die  ia  urak- 
tieeher  SMMkmf  hOebst'  nnwicbfife  Möglichkeit«  ewer  Tb^Juag 
In  5  gleielHl  Tbeile  nkbt  im  entferntesten  ausgeglichen  w  ird ,  ent- 
gebt man  iitm>>einigennaaseen  diirsb  die  Unlerdrikfcunit  dee  Desi* 
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nieters.  eBt«(ehen  uUd.iiin  auf  flrin  Meter  100  Abschnitte 
^leicli  Eiuem  Zentimeter,  Hodurch  Thcilungeu  in  Viertel  mögliGh 
iMVileii»  «Bfl-die  ThtUnigeii  in  Drittel,  SeelTstel,  Aebt«!,  firno^ 
tttl  iBit  AufouferaDg  d«r  «trangen  Genauigkeit  na lierungsweine 
bewirkt  iverJen  können.  Diese  gleichnol  un^ulangiidie  Prozedur 
bat  dann  aber  zum  Gefolge,  da»  man  n'wh  stvts  mit  einer  z%vei- 
Kiffrigen  Meuge  van  Zentimetern  Kela^sseTi  muss  ,  welche  in  dem 
grosi^en  Zwischenräume  von  1  bi»  100  variirt,  und  detnuach  ge- 
wIm  mdkt  mit  Beqaerolidifceit  Aiüipnicb  macben  lumn. 

V  Noch  deutlicher  bethätigt  sieb  <la«  eben  Gesagte  bei  dem  Irau- 
toenschen  Geld^ysteme,  wo  man  sogar  die  n&cbste  Untereinheit 

des  Franken  ganz  ans  dem  Systeme  ^csto^sen  nnd  dafiir  die  danil' 
folgcnfle  Finhcit,  Tinnilicb  den  lOüstcii  Tlieil  des  Franlsen  unter 
dem  Hainen  der  Zentiine  aufgenommen  hat. 

INIehr  noch,  als  alles  Vorstehende,  wird  aber  das  Vertrauen 
in  das  Ideal  französisrlien  Üeziinalsvstemes  dadurch  erschüt- 
tert« dass  sicii  neben  ^enem  Systeme  nocli  manches  andere  neue 
•  Doodeiimalftfiaass  in  Frankreich  die  liahn  gebrochen  hat  und 
aar  Anwendan^'  knmnit.  So  existirt  der  sc^enaonte  ';.eue  Fiias 
=  \  Meter.  Dieser  Fussrist  In  12  Zoll'  und  der  Zoll  in  12  Linien  . 
^etheilt.  Mrin  hat  eine  nfMje  Elle  Ton  12 Dezimeter  Länge,  welche 
III  Hall)«  und  Viertel  getheilt  i«t. 

Endlich  haben  die  Franzosen  es  car  mrht  einmal  gewagt,  die 
-alte  duüdezimale  Zc  i  tci  nth  ei  I  n  ?  iJes  Jahres  in  IVjoiiate,  des^ 
Tages  in  Stunden,  der  Stunden  in  Minuteu  u.  ».  w.  anzutas^n 
DDa  In  elo  dezimales  System  zu  beugen;  Nicht  bloss  die  daraus 
ewtotdbende  Disharmonie  roit  aaderwi  Volbero,  auch  die  grosfia 
StdruflK  der  Gewobnh^ten  im  eigenen  Lande  wurde  einen  solcheri 
Versuch  uhroiiglich  gemacht  haben,  und  so  ist  daher  das  Prinzip 
der  Dezimaltheiluni»  selbst  in  Frai»krei(  Ii  jtirht  in  vollkommener 
Keiubett  auf  alle  Grikisenni/iasse  übertragen  worden,  weil  die  An- 
fiurderungen  des  bflriierliebeo  Leben«  elto  entscbiedeiies  Veto'  ehf* 
legten  und  sich  nicht  durdrdie  dem  Getebrten  zu  gute  kommen« 
<m  Bmtbeiivortbella  flberttoen  liessen. 

Dtese  Bemerkungen  Ober  das  fran/.osische  Dezimalsystem  fair 
len  also  ebenfalls  zu- Gunsten  des  1)  uodeziiiialmaasses  ins 
Gewicht  und  machen  es  w  iinschenswcrth ,  dass  das  letztere  mit 
möglichster  Konsequenz  für  das  uraktische  Leben  «ingeliihrt 
werde,  yvobei  es  den  zu  tvissenscbaniichcn  Zwecl^cn  Operireuden 
flb^riaseen '  bleiben  banu^  eine  jed«»  beliebige  Einbeit  aus  jenem 
Qysteme  ntr  besondere  Tendenzen  besonders  xatneileiiu  ohne, die- 
sen Ybeiien  eigene  Namen  beizulej^en. 

,,.  Jls.  wird  wohl  Niemand  geben,  welcher  den  im  Versiebenden 
erörterten  Konflikt  zwischen  dem  dezimalen  MnnsssyNfeme  und 
den  praktischen  IJedürfiiissen  des  Lebens  oder  den  Kf»titlikt  /\vT<;rhen 
dem  diiodezimalen  iMaasssysteme  und  den  licdürlnisscn  der  Wis» 
sienscbal^  sehr  beklagte,  da  dies  oflfeubar  ilindemisse  sind,  Wslehe 
eine  allseitige  VolliEoaimieRibeit  de«  lUaansny'teniea  naml^glleh 

Th«il  XII.  a 
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.mucbeii.   Fra^t  luao  oua,  ob  es  Mittel  gebe.  Jene  m  iderstrebM 
den  Pole  nn  TeiteiiiiMi  mid  woiiii  dieMUbon  heateh— ;  so  M 
klar,  da«»  die  auf  den  einfacheo  TheiluDfi^  und  auf  dem  StüB* 

ben  nach  niucbliohKt  einfachen  VerbaltnisszanIeD  benihenden  Lebens« 
botiiirfni^se  durch  Nichts  alterirt  werden  können:  dahingegen baairen 
sicli  die  Oponitioneii  der  nmtheniatiscben  Wissenäcnaft  auf  den 
Gebrauch  eines  rein  cri'uhdenen  und  durch  keine  äussere  Notli- 
weodigkeit  bedington  Zahtonsysloiiies*  Dieses  Zahlensysteai  ist 
trauriger  Weise  ueksdisch  oder  nseh  der  Grundzahl  10  geordnet, 
und  damit  hei  der  ersten  Anlasse  verunglückt.  Welche  Berech- 
tiirim«r  hat  die  aus  den  beiden  Piimlaktoren  2  und  5  bestehende 
Zalil  10?  Es  liisst  sich  keine  nennen,  als  dass  jene  Zahl  nicht 
übermässig  gross  und  auch  nicht  übermässig  kleio  sei,  also  bei 
ihrer  Vemendung  als  Grundzahl  ein  fassllehes  snd  jfbersiditlklieB 
Zahlensystem  ergebe,  in  welchem  zuletzt  ein  jedes  GrSssenver- 
hältniss  seinen  Platz  fisdet  im  ücbrigea  Meist  sie  die  onerbeb- 
iichsteo  Vortlloile.  v 


Man.  hStte  statt  der  Grundaahl  10  mit  ^le^ohcal  Reeble  a«ck 
die  aus  den  beiden  Prirofidctoren  2  und  /  bestclisad^  Zfthl  14 

wählen  können.  Das  hieraus  entstehende  Zahlensystem  würde 
jeden  Ver^h  iib  ii/it  uns(^reiu  jetzigen  aushalten,  da  die  beiden 
Faktoren  ;>  und  7  in  der  Natur  der  Dinge  ge>vj»t»  sehr  nahe  eine 
gleiche  Rolle  spielen.  Wir  haben  uns  nur  zu  sehr  an  das  jetzige 
Zahlensystem  gewohnt,  um  diese  Bebanptong  nicht  sofort  m 


wird  hlerOber  gewiss  bei  Wenigen  einen  Zweifel  Obrig  iasseo. 

Es  scheint  mir,  als  ob  koia  erheMieherer  Uinsteiid«  elft  4er 

HinbKGk  auf  die  2  mal  5  Finder  an  Händen  Wßi  Fisse«  den  Im- 
puls EQ  unserem  dekadischen  Zahlensysteme  gegeben  blitte,  und 
ilass  wir,  wvwn  nns  der  Herrgott  mit  '2  mal  /  Fin^m  erschaffen 
hätte,  ein  Zahlensystem  nach  der  Grundzahl  14  besitEen 

Wörden.  Diese  Verniuthung  liegt  nahe,  wenn  man  orwftgt,  dass 
<  Im  rohestea  Kvituraustande  der  Vulket  di^  Woito  Dlr  Be grifft 
—  und  Zahlen  sind  Hegriffe  —  seltener  sind,  nnd  daaft-die  inilnl> 
tivirten  Völkt  r  wie  unmündige  Kinder  anfanglich  zu  ostensibelen 
Zeichen  ihre  Zuflucht  richmen.  Solche  Zeichen  für  Mengen  bieten 
sich  durch  die  hervorstehenden  Finjjer  sehr  natürlich  dar,  und 
man  sieht  noch  heute,  wie  die  Menschen  häuüg  ihre  kleiooita 
Zahlangahen  dntdi  entsprechende  GeslikoTationen  der  R&nde  esd 
Finger  tiegleiten.  Auch  wird  jene  Ansicht  durch  das  Faktani  aa- 
terstützt.  dass  es  in  Amerika,  namentlich  an  der  Mosanitoküste, 
ein<;eborene  Völker  2iU{ ,  welche  nach  Hfindenvoll  a  5  Stuck 
zählen,  indem  sie  clie  illierächicssenden  Eifier  besonders  benen- 
nen, dabei  die  Hände  vorhalten  und  bei  einer  Menge  von  2U  die 
Hibide  mit  ansgesprehston  Fingern  deitf  Fnsssniteen  suneigen,  um 
auf  die  Somme  dar  Finger  und  Zehen  zu  deuten. 

So  haben  die  zufälligsten  Dinge,  welche  wiihrentl  der  Kind- 
heit des  Blenschengeschlechtes  de^  Darstelltiag  von  I^Iengen  zun 
•rston  Anhaltspunkte  dienten,  den  Civand  an  etnem  SynStm^  ffe>* 
legt,  welches  später  mit  aller  Koaseqnenz  auf  die  Darstellung  lir 
grössteii  und  kleinsten  IMenijen  ansgebildet  ist,  ohne  dass  mwi 
«lieh  je  liechenacbait  gab,  ob  der  Nerv  Jenes  Systemen  die  Be- 
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(iingtmgpn  in  sich  vereinigte,  welche  den  Uni|pkng  mit  etn^m  sol- 
chen Systeme  hehuf  Aunfühfun!?  der  verschiedensten  Zahlenkom- 
binatitf>nen  zu  dem  m6glich  bequemsten  inachte.  Kann  «ich  die 
eriemeiiteto'  MMebbelt  im  fortwthienden  Drihgen  naeta  Ter?nil» 
ifcoHMannBy  allsr  ihrer  ZnntSnde  und  ßcschäftiguiigen  dabei  bemlri* 
Sjen ,  dass  Ihren  Vorvätern  eine  krifir><  fir  Fin>if  ht  irj  die  F<»ljien 
einer  höchst  nichtigen  Institution  unmüglich  \\;ir.  und  dass  die 
iCurzstchtigkeit  jener  Antiinger  den  spfitoren  Gi»<chlecbtern  eme 
GewrohnhcMt  auferlegt  hat,  welche  jet/.t  i^ewissermaassen  in  da« 
Bkrt  alier  VolksklasM  «^gegao?en  und  demoaeb  nur  mit  grea* 
Stil  {Schwierigkeiten  zu  vertilgen  und  durch  eine  neue  zu  ernetaen 
ist,  u'elche  erst  nnch  valiiger  Vergessen fir  it  d<"r  altfn  ihre  srgen.*;- 
reichen  Früchte  trügt Gewiss  nicht  diirten  süh  lie  Kiicksif-hten 
und  ^Schwierigkeiten  das  Strichen  nach  einem  Ziele  veniiciiten, 
ffelcbe«  aln  eine  wabrhalte  Verbesseniog  des  binher  Benfmdenen 
eilunnt  wird. 

Es  liegt  aber  «n^Tage,  dase  dae  nntSfilcbste  und  dnrcb  innere 

GrCnde  gerechtfertigte  Zahlensystem  auf  keine  andere»  als  die 
Grundzahl  12  bastrt  werden  kann,  dass  dasselbe  also  dodeka- 
disch  oder  dnoflpzinin  I  ^<»or<}npt  Pf  den  mn^s.  Dirsn  Znhf  ist 
iveder  zu  gro-s.  do»  Ii  zu  klein,  iiiii  iiniibcr.^jicTitrKhe  (irujuion  von 
anbordiuirten  Kinlieileu  zu  ergeben.  Ausserdem  bat  sie  die  hus« 
genidiacta  Emprehluog  fiir  mob»  daee  sie  dureb  die  Reibe  der 
eibfachsten  Zahlen  2,  3,  4,  6  tbeilbilr  ist,  und  das^  Theilungen 
dnrch  8  utuI  9  schon  mit  Hülfe  von  zwei  unmittellmr  ;inf  einatider 
folgenden  iliitheiten  bewerkstelligt  werden  können.  Diese  Eigen- 
schaft macht  die  Zahl  12  fiihig,  in  die  einfi^cbsten  und  am  faäutig- 
sten  Torkommenden  Theilungs Verhältnisse  des  menschlichen  Lebens 
einsutreten,  wodurch  Vortlieile  gewonnen  werden,  welche  nicht 
hkies  für  die  ^wuhnlichsten,  sondern  sogar  für  die  koniplizirte- 
sten  mathematischen  Operationen  von  Wichtigkeit  sind,  und  welche 
eini!»erroaassen  aus  den  früheron  Anführungen  über  die  Bequem- 
lichkeit der  Grundzahl  12  zu  Maas8t»ystcnien  verstanden  werden 
kOnnefi.  Keine  kleinere  Zahl  als  12  iuetet  jene  Eigenschaften  dar, 
und  unter  allen  srusseren  Zahlen  ist  die  Zahl  24  die  kleinste, 
welche  dieselben  Eigenschaften  hesfissp  Oto^r  Zahl  24  ist  je<loch 
jedenfalls  zu  gross,  um  ein  ubersichtliches  Zahlensystem  zu 
liefern. 

Pa  nun  dnreh  die  F/mfiihrung  der  Grundzahl  12  in  das  abso- 
lute Zahlensystem,  wenn  gleichzeitig  auch  dui^  Maasssystera 
eioe  duodezimule  Eintheilung  erhält,  f(ir  das  letztere  Svsteiu  sieht 
blee»  alle  Mber  erwftbnten- prnbtiscbe«»  sowiero  aneh  eile  tlieef 

retlscben  Vortheile  errangen  werden;  so  folgt ,  dess  die  neueren 
Reformversuche,  nenn  sie  rine  höchste  Vollkommenheit  erstreben 
wollen,  gleich/pitiu'  aut  ein  du  o  dezimales  Maass-  und  Zeh« 
lensystem  gericiitet  sein  müi»sefi. 

Es  ist  übrigens  bereits  angeführt  norden,  dass  seijiist  Iiei  der 
Beibehaltung  des  dezimalen  Zahlensystemes  dennoch  ein  duodezi-' 
males  Mansssystem  den  Vorzug- ▼erdient,  nnd  da  das  jetzige  un- 
vollkommene dezimale  Zahlensystem  in  friiber  oder  snüter  Zukunft 
jedenfalls  verlassen  ^verden  muss  und  verlassen  werden  n  ird ;  so 
würde  die  bei  einem  (l(>>rimalen  Zahlen-  und  einem  duodezinialen 
MaasM^'ateine  verbieibcude  iJnUeqiieml(A.'ldieit   sui;ai .  eiu  (irynd 
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'  tiiefir  fdr  die  \ei/Ä^e  koiise(|uente  ElnfdiruBg  de»  dvodeuBtleo 
MaasHsy^iteraed  sein,  damit  bei  dem  elneichtoTollereo  Tlieile  4m 
Nation  der  Wvnedi  und  das  Boatvebeh  um  ae  reger  gemacht  wird« 
irtnan  UeMstund  durch  baldig«  Aanahme  eines  duodezimako  Z«b* 

Teä9y8teme<9  zu  licscitiaen.  Awsserdnni  »vürde  man  davor  geachötzt 
Kcin.  dem  Volke  rliin  nochinaU  die  Last  einer  VeränderuDg 

de»  Maar^s^ystciiiej»  aul^uerlegeii,  weichte  uiiabirei»lich  mit  eiotre* 
te«  miisatie,''  wenn  man  den  d«aiiiial«ii  a«  dem  dnotedMlaa 
Zahlefiayvteme^fibargta^e.  Endlich  aber  wurde  ein  koMMueotea 
Duod<>Kinialmaa6s  auf  eine  sehr  prai(ti«che  Weise  den  an  abstrak« 
tes  l)<Mik('n  vvcnisfer  Gewöhnten  allnialili«r  nuf  die  Zweckmassii- 
keit  einet»  dundcziinalen  Zahlensysteincs  hiiiieiten  und  aul  die  deU' 
nachstig^  Uuigeßtnltung  des  Letzteren  vorlteieileo. 


{.  9. 

Ehe  wir  KiniLK  s  über  die  Waa4>srcj:<'lii  «tircn,  welche  hehuf 
Rerorntatton  de«  jeUigen  .  dezimalen  j^al^lL' u^ynt  eniet»  ta  eia 
dnodezi Hilles  ergriffen  Kerden  mfiaaten,  wpUen  wir  in  4«^  Klbit 
die  Grundzifge  entni'erfen«  welche  das  Dane  System  annebmeo  würle. 

Das  Hauptprinxip  besteht  darin»  dass  sNe  denkbafsn  ganats 
Zählen  in  (■nippen  ^M'ordni'f  >verclen,  welche,  statt  10»  WNimehr 
immer  VI  Glieder  oder  Kinheiten  enthalten.  £lne  jede  solebe 
Einheit  ist  <]om  VVerthe  nach  &:Icif?h  12  Einbetten  dar  nftcbsl  nis- 
drigereu  Ordruntg.    Demnach  utufasst 

die  Iste  Ordomig  der  ganzen  Zahlen  I2jEuibeiteii  mtor  iMaMig 

odei;  Ijiriindeinheit«^;  , 

M  3te  ümfasst  12  Einheiten  z^veiter  Ordnung,  wores 

eine  jede  gleich  12  Grundeinheiten  oder  Bin* 

heiteu  erster  Ordnung  ist;  *  ^ 

»9   3te~  '     M       amfasst  12  Einlullten  dritter  Ordnun»,  wovon 

eine  jede  1*2  Eiuliriter»  z\veit«T  Oidtiung  oder 
,^  .  12x12  — 144 EinlieiLcn  eräter  ürdfiuni;^  enthält; 

U.  8.  f*        '  '  1, 


Die  Bezciclnuin £r  der  Zahlen  gesehreht  genau  nach  dem 
gen^ärtigen  Prinzipc  der  Stellun?  der  Ziffern;  so  dass  die 
Inheiteii  erster  Ordnung  oder  die  Grundeinheiten  die  erste  Stelle 
rechts,  die  Einheiten  svreiter  Ordnung  die'  sweite -Slene  vob 
rechts  nach  link:^ ,  die  Einheiten  drittel* 'Otilnang  die  dritte  Stelli^ 
von  rechts  nac  h  linkK  u.  s.  w.  annehmen ,  wobei  das  Zeichen  der 
Null  (ü)  ebenso  veru endet  wird,  wie  jetzt,  Indem  dnsselhe  In  die- 
jenige Stelle  einrückt,  \\<t  eine  "gewisse  Menge  von  Einbeitender 
betreffenden  Ordnung  niciu  gegeben  i^t. 

Hiernach  würde  z.  B. 

die  Zahl  7  sieben  Einbetten  erster  Ordnung; 

10  Eine  Eiolieit  z\^*eitcr  Ordnung,  also  eine  Menge 
von  awdlf ; 

„    23  airei  Einheilen  aweiter  Ordnung  und  3  Einheiten 


»»  »» 
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erster  Ordnunjj,  alno  im  Ganzen  eine  Men^e  von 
zwei  mü\  zwiAt  ^Aus  drei  =:  8iebeiMMi4awanzig  Ein« 
betten  erster  Ordnung; 

die  Zßhl  100  Fjno  F/mhelt  dritter  Ordnung,  also  eine  Menge  von 
2wüH  Eiitheitca  zweiter  oder  von  hundertvierand* 
Tierzig  Einheiten  erster  Ordnung; 

^  137  Eine  Einheit  dritter  plus  drei  Einheiten  zweiter  pius 

sechs  Einheilen  erster  Ordnung ,  im  Ganzeii  also 
htindertvierundvierzts  plus  secnsunddreissig  plus 
sieben  =  bundertaelitoodsiebzig  Einheiten  erster 
Ordnung 

anfeilen  u.  s.  w. 

taierbach  Isttciitet  ein,  dass  wir  bei  einem  duodezimalen  Zah- 
lensysteme mit  unseren  jetzi<;en  10  einfachen  Zahlzeichen  oder 
Ziffern  0,  1 ,  'i,  3,  4,  5,  <».  1,  S  Q  nicht  ausreichen,  das«  wir 
vielnielir  lür  die  Zahlen  zehn  und  elf  zwei  be«ondere  Ziffern  er- 
finden müssen ,  da  diese  beiden  Zahlen  zu  den  Grundeinheiten  oder 
Einern  des  Svstemes  eebOren  und  In  jeder  folgenden  Ordnung 
ehenfalls  die  Rolle  einacher  Einheften  spielen. 

leh  lause  liier  auf  die  Erfindung  Jener  awei  Eeieben  tlk 
die  Zahlen  zehn  und  elf  nicht  ein,  beBjierte  nur,  dass  es  Erfor- 
dernisse siful ,  (liiss  jene  Zeichen  im  Charakter  der  übrigen  nrahi- 
sehen  Ziffern  gehalten  und  leicht  zu  schreiben  Rein  müssen,  dabei 
aber  sifli  von  allen  übrigen  Ziffern  und  von  allen  geschriebenen 
nnd  gedruckten  Buchstaben  des  in  mathematischen  Schriften  häufig 
verfwmmenden  lateintnehen,  griechisehen  und  dentsehen  Alpbahe- 
tas  fcriifti^  unterscheiden  niüssen  uod  seihst  dann  in  Verwechse* 
langen  rtlelit  leirfif  Galegenbell  geben  dOrfen;  wenn  sie  Üfiobkig 
geschrieben  werden. 

Ich  wrrhie  hier  blos«,  nm  mich  verständlich  zu  machen,  fTfr 
die  Zald  zehn  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  3,  also  das  Zeirhen 
o,  und  fTir  die  Zahl  elf  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  4,  also 
flas  Zeichen  f.  Diese  Zeichen  eignen  sich  Jedoch  nicht  für  eine 
definltive^Elnfiibrnng.  weil  sie  hei  vielen  Personen  su  einer  Ver^ 
wirron!>f  der  Zahlen  drei  und  zehn  and  der  Zahlen  vier  und  elf 
beitragen  nir»ehten.  nnth  das  Zei(  hen  g  zu  viel  Aehnlichkeit  mit 
dem  griechischen  Ijik  ftstaben  epsilon  besitzt.  Tm  Uebrigen  wird 
hierdurch  einem  jeden  Schriftsteller  eine  leichte  Gelegenheit  gege- 
ben, sieh  mit  Rdlfe  der  gewShnßchen  Hmcklettcm  flher  das  dne- 
dezimale  Zahlensystem  zu  äussern. 

Hiernadh  hätte  man  also  folgende  12  einfache  Zahlzeichen 

0     1      2     3    "4     5      6       7      8     9      f  f 
null  ein«  XHci  drei  vier  luof  «eoht  aieben  »cht  neun  zehn  tli* 

Der  Gebrauch  denelhen  ist  nach  Vorsleheiideia  ■elhetveiiständ- 
Üeh.  £•  sind  a*  B« 

-  Ij^;  Eine  Einheit  zweiter,  plus  zehn  Einheiten  er.^ter  Ordnung: 

&^lf  sechs  Einheiten  vierter,  plus  zehn  Einheiten  dritter,  phis 
sivet  Eiobeiteu  zweiter,  pius  elf  Einheiten  erster  Ordnung. 
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Wir  kommen  jetzt  zu  der  Benennung  der  Zahlen  ET»  leuch- 
tet ein,  da««  der  INanio  einer  Zahl  ebenso  rationell  auf  das  I*rin 
zip  der  diiodezimalen  Eintheilung  basirt  («ein  muss,  \^ie  die  vor- 
stehende Bezeichnung;  ja  sogar r  dass  der  Narae  ilieae  BerOck* 
Mchtigung,  weit  ^her  verdtient,  al«  die  Bezeichnung,  da  die  tieUtere 
nur  der  syiubolische  Stellvertreter  des  lebenden  Viertes  Itt 

Beachtet  man  nun,  dass  «Ich  ein  Zahleninrstem  nicht  90  leicht 

aus  dem  V^olkslebea  \erl)unn€ni  lasest,  äU  ei«  MaaAssystem»  indea 
Ersteres  in  dem  subjoklivon  l^cgriffsvcrniögen  als  ein  von  der 
Aussenwelt  ganz  iinaMiati^iges  N  erstiuidc.^jioset/  wurzelt,  \^ahren<J 
Letzterem  sich  an  ein  Iciclit  nbcr  Bord  zu  wertendes  materielle;« 
Gemäss  knüpft;  so  kann  man  nicht  verkennen,  dass  nach  Ein* 
ftthrung  eines  neuen  Zahleneyetenis  noch  mandiea  Jahr  das  alte 
Spätem  in  dem  Mlunde.  vieler  Xieute  leben  uird.  Um  aber  durch 
eine  solche  Konkurrenz  zweier  Systeme  bei  dem  f»emelncn  Manne 
keine  Beijrifl'.sverwirrung  berbeizuiiihren,  ist  es  durchaus  nothuen- 
dig,  dass  V(»n  den«  alten  Systeme  in  das  neue  System  keine  an- 
deren als  solche  ZahhvOrter  übergehen ,  welche  in  beiden  Systemen 
genau  dieselbe  Menge  darstellen.  Hat  man  auf  diese  Weise  fir 
pasHCude  Wörter  für  das  duodezimale  Zahlensystem  gesorgt  ;  i-o 
tverd;  n  durchaus  nur  geringe  Verle";enheiton  aus  dem  Umstände 
zu  erwarten  sein,  dass  manefio  Menseben  sich  noch  eine  Zeit 
lang  im  dezimalen  Systeme  ausdrücken. 

Aus  dem  alten  Systeme  können  hiernach  unbedenklich  die 
Zahlwörter  von  eins  bis  elf  belbehaUen  werden,  welche  die  £iu- 
beiten  erster  Ordnung  ausmachen. 

Die  Namen  der  Einheiten  zweiter  Ordnung,  welche  im  alten 
Systeme  aus  dem  Manien  der  Grundzahl  zehn  oder  zig  gebildtt 
aind  undi  sehn,  zwanxig,  dreissig,  vierzig  etc.  ausgesprocbm 
werden,  mOssten  im  neuen  Systeme  auf  anuoge  Weilw  aus  dsa 
Namen  der  Grundzahl  zwulf  gebildet  werdien.  Da  jedoch  diese» 
Wort  etwas  sehwerlaHi«;e  Zusaunneusctzunijcn  liefert:  so  substi- 
tuire  ich  dafür  in  gcgenw  artiger  Schrift  die  durch  vulgiireii  Sprach- 

Sebraucb  aus  dein  \Vorte  Dutzend  entstandene  KorruptioitöMibe 
Uts-t  woran  sich  die  Begriffe  vieler  Menscheu  gewiss  mit  Leich- 
tigkeit anlehnen  \\  erden ,  indem  sie  alsdann  gewissermaassen  nach 
Dutzenden  zu  zählen  wähnen.  Im  Uehrigen  bin  ich  weit  davon 
entfernt,  z«i  tjlauhen  ,  dass  jene  Silbe,  sowie  alle  lolgenden,  welche 
ich  zu  ähnlichem  Behufe  hier  ado|ttiren  ^erde,  Anspruch  auf 
GefiiUigkeit  besitzen.  Es  ist  ledijlicb  Sache  deutscher  Snrach- 
forscher,  neue  Zahlwörter  in  Vorschlag  zu  bringen »  welcne  in 
Idiome  unserer  Sprache  liegen. 

Hiernach  erhalten  die  sukzessiven  Einheken  der  zweiten  Ort)* 
Bung  die  Namen :  dntz,  zweidutz,  dreidnta,  vierduta,  fllnfdiiti, 
sechadnts«  siebendulz,  achtdutz,  neundntz,  zehndutz,  elfdut2 
Dieselben  werden  pescbriebon:  10,  Ii).  M),  40,  IM),  (K).  TO,  H). 
^>  CO,  |-0,  und  stellen  .^^Ml^en  dar,  welche  im  dezimalen  System^ 
mit:  ]2,  24,  3ü,  48,  00,  72,  bi,  UO,  i08,  120»  m  bezeichod 
werden. 

Die  zwischen  jenen  Einheilen  z»\citer  Ordnung  liegenden  Zafc« 

ien  vrerden  iu'dMelbBh  Welae  .mttBnaiefiMmttt»  wie  diei  Im 
alten  Syileme  et«»  mil  duo«  Sahiea  eiMndnenBig,  «ireiuodf itniii 
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äreiuiHlvierziir  u.  s.  \v.  ^eeichielit.  Diese  Wortbildung  beginnt 
schou  uacii  der  ersten  Eiiüieit  dutz  dec  sweitco  ücduuiigf  iiuiem 
man  spricht: 

10  sdQts»  90  «saweidutz,  aO  £=«lrmdtttx, 

U  s=dii«nddaUf  21  ;sseiniuifiiweidtitk,  31  =:einaoddreidiits, 

12  =zweiunddutz,  22  =z\i'eiundz\veiiiuU,  32  —  zweiuuddreidutz^ 
u*  s.  w«  U.  8.  3|.  8.  * 

Fflr  die  erste  Eiiili«it  6mt  dritten  Ordnung,  welche"^  im  oMea 

Systeme  100  geschrit'hon  wird  und  nach  der  alten  SchreibweiM 
eine  ]\lengc  von  144  «larstollf .  '^vlihlo  ir  h  das  Wf>rt  efroff,  Avelehf»?« 
zur  (^nterscheidiiTiij  voti  di  in  'gleichnamigen  Adjektive  kurz  auszu- 
sprechen und  in  der  ^chritts^iracbe  hinten  stets  mit  einem  Dop- 
pel-f  zu  schreiben  ist,  um  hierdurch  an  die  Menge  eines  Gross  ' 
in  erinnern»  welchlfe  liekaiintttch  gleich  zwOlf  Dntseod  i«t 

Demgcmliss  hat  man  *  ' 

m  aegroir,  aOO^tw^lgroff,  aOO  sdreigroir....flOO  ssneongvoH; 

gOO  ssiUfkuf^t  fOO  sselfgrotr. 

Die  cr-^tf»  FiTihelt  vierter  Ordnung,  weiche  1000  geschrieben 
wird  und  eine  Menge  von  twOlf  Groiss  darsteUt,  nenne  ich  hier 

tau  a  i  g,  so  d'A»ti 

1000  ==laiieiir>  mOsEwettftoaig,  3000  »dfeitaiirigu.  a.  n.  ist 

Die  eraie  Einheit  fünftel'  Ordnung  oder  iOÜOU  heißse  duts- 

tausi^. 

Die  erste  £inlieit  aefibüter  Ordnung  oder  lOüüüOketsae  groff- 

tau  ^  i  ET-  - 

Die  erste  Einheit  ;9ieJi>Cttte(  Ordnung  oder  1000000  beiaseiuna-^ 

Alilliarde. 

Dir  Zahlen,  \vel<he  hieraut  immer  Milliarden  mal  irrr».<ser 
^ind,  als  die  vorhergehenden >  beiss^u:  Billiarde,  Trilliardcj 
^uadriiliarde  u.  s.  w. 

Nach  d'u  >(;iii  Prin%i|ie  ^viirde  mun  folgende  UebersicM  der 
Zahlwörter  und  Zahlzeichen  erhalten,  wobei  die  links  von  den - 
Wörtern  unter  der  rOmfachen  Cbtller  Xli  stehenden  Zahlen  die 
dnodezimalen  smd,  aufweiche  sich  die  VVOrter  beziehen,  unj ' 
die  rechts  unter  der  Chiffer  X  stehenden  die  Werthe  derselben 
Zaliien^nach  dem  alten  Dezimal -Systeme  angeben. 
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Bei  ?l}pfior  Gelepf ii?!oit  kann  noch  auf  ei»e  ninfpre  Annehm- 
Uchkcit  des  dugdeziinalcn  Zahlensystemes  auiiuerk-^aiu  ^emut-bt 
Hrerden,  welcbo  darin  bestellt j  das3  man  zur  DarnteUuug  der 
grOssereni,  Zahten  eine  geringere  Menge  von  ZUbm-  sv  g^hroMban 
Draucbt,  als  bei  deni  dezimalen  Systeme.  Wollte  mafl  t.  B.  alle 
zen  Z:ihlen  von  eins  bis  zu  Einer  Milliarde,  welfhn  =1000000  (Xlf) 
oder  =2985984  fX)  ist,  notiren  ;  so  hat  man  lolijtM)(fe  Mengen  von 
Ziffern  zu  Schreinen.  (Um  31ij:ft>verätäudui8se  zu  vermeiden ,  wird 
Bemerkt,  das»  alle  im  Nachstehenden  vorkommenden  Bahlen  die 
gewöhnlichen  Desimalzahlen  sein  sollen,  wenn  nicht  ausdrucklich 
angefährt  ist,  dass  sie  sich  auf  das  Duodesimalaystem  beziehe» 
oder  das  rSmiacbe  Zeichen  XII  hinter  dieaelben  geaetat  Ut,) 

A)  Wenn  alle  jene  Zahlen  bis  zur  Milliarde  aus  dem.  Duod«* 
ilnialsyatenie  entoontmen  werden: 

11  Stftdc  einziffrige  Zahlen  mit  dberhaupt 


9$ 


» 


»* 


ff 


ff 


f* 


ff 


»» 


11  Ziffern 

1140480 
15422912 

  7  . 

fi^taok  Zahlei^  mit  tiberhaupt  ....  176A445b  ZüwS. 

B)  Wenn  dagegen  alle  jeoe  Zahlen  aus  dem  Dezimaisysteoie 
entnommen  werden« 

9  Stuck  einaiffrig^  Zahlen  mit  ffberhaupt ....  II 


132 
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2-28090 
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90000 
900000 
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9066984  Stflek  Zahlen  mit  überhaitiil  v  . .  .  1929078A 

Das  Dezimalsystem  macht  also  mt  Bezeichnung  derselben 
vorgenannten  iMeiige  von  Zahlen  einen  ZiffernaufHand  erforderlich, 
«reicher  um  mehr  denn  3  Millionen  Ziffern  grosser  Ist,  ak  wenn 
jene  Zahlen  naeh  dem  Dnodeaimatayateme  geöidnet  und  beaeich- 
net  w&ren. 

Es  braucht  wohl  kaum  erw&hnt  au  werderf,  daas  afchi  weun 
man  nicht  mit  gemeinen  Brüchen  rechneu  will ,  das  dodekadische 

Gesetz  i\er  Zahlenbildung  in  entsprechender  Weise  über  die 
Ciränze  Einer  hinaus  in  absteigender  Lini^  ebenso  in  Anwen- 
dung bringen  lässt,  um  Duodezimalbrücbe  darzustellen,  wie  dies 
naco  dem  dekadischen  Gesetze  behuf  Erzeugung  der  Dezimai- 
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brflche  ge0chi«bt .  Treimit  innn  aocli  .  U'wi  iWa  iaaoseii  von  den 
Brüchen  durch  «in  Komma;  so  bedeutet  z.  B.  die  Zahl  5»4  eine 
Menge  ven  &  Ganzen  und  cliiem  Hniche«  dessen  Zlibler  4  und 

f1f»ssen  Nemipr  zwmM"  o(!('r  duf/  ist.  tl)tMKso  r>  4f)  eine  Mcnije 
von  5  Ganzen,  plus  einem  Bruche  niU  <lcni  Z  ihh  r  4  und  dem 
^'enner  dut/,  plus  einem  Bruche  mit  deui  Zahler  i>  und  dem  IN'en- 
ner  Krorr,  oder  auch  gleich  einer  Menge  von  5  Ganzen  plus  einem 
Bnicne  mit  dem  dodekadischen  Zähler  46  und  dem  dodelcädischen 
Kenner  lOD.  t,,     •  ♦ 

'In  gemeine  Brfiche  venvandelt  und  naeh  der  Diiodeatmalbe- 
Zeichnung  getchrieben,  wfinde  ahio  nein 

'  -  -    6,4=:6ru=*i*  "  ' 


f 


hc\  (*]ncm  duode/imalen  Maass-  und  Zahlenayiitcnie  %viirde 
man  hiernach'  ..• 

■  * 

>      6,46  FuM  p:5,FaM  4..Zoll  6  Linien  . 

haben. 

j  >  :  $.  10.' 

Die  Ausfiilinint»  der  vier  arithmetischen  Grundojierationen  oder 
5|)ei&ies  mit  duudezimalcA  Zahlen  i^t  eheoüu  einfach  wie  die  mit 
de^aJen. 

Bei , der  Additiun  hat  luü^i  nur  zu  heachteii,  ddtm  je  dutz 
Einheiten  irgend  einer  niedrigeren  Ordnung  dazu  gehOren »  um  eine 
Einheit  der  nächst  höheren  Ordritm^  auszumachen  und  demzufolge 
in  die  nächstfolgende  fiteli^  nach  der  linken  jl^eite  binfiberznruofcen« 
AI«  Beispiele: 

23081 


504^/ 19 

riT  T 
7(4562(1 


Bei  der  Subtrakti r>ri  wird  da,  *vo  es  erforderlich  i«jt,  ^itet« 
eine  Einheit  der  nSchst  höheren  Ordnung  f^elior^t,  welche  dem 
Werthe  nach  gleich  dutz  l^nheituu  der  nieiirigereu  Ordnung  i»t 
Z«  B.  . 

•  .         -      ti  -  }  .i 

78j*.5l7.0  .        .  , 

•iIU043 
TSTBHF? 

Zur  Au^fähniiig  der  IVt u Itipli  Uation  und  l)i\i^ion  int  das 
Knaenanntc  Linmaleiu8  behülflich,  welehea  in  dmlekadiachen 
Zaiilen  jo^endc  Qeatalt  wniroint. 


r 
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Dodekadisches  Etnmalein«. 


1X1  =1 

1X2  =2 

1x3  =3 
1X4  =4 
1X5  =5 
1X6=6 
1X7  =7 
IxS  =8 

1x9  =y 

IXfi  =c 

IXlOrsld 

5X1  =5 

5X2  =:g 

5x3  =13 
5X4  =18 
5x5  =21 
5x6  t3!!6 
5x7  —  2f 
6x8  -=34 
5X0  =38 
5XC  =42 
5xt  =47 
5x10=60 

9x1  =9 
9x2  ==16 

0X3  =23 
0X4  =30 
0x5  =30 

9x6  =46 

9x7  =53 

0x8  =ao 

0x0  =60 

9XC  =76 
9xr  =83 
0X10=00 


2X1  =2 
2X2  =4 

2x3  =6 
2x4  =8 
2x5  =e 
2x6  =10 
2x7  =12 
2x8  =14 
2x9  =16 
2XC'=16 

2x10=20 

6x1  :!=:6 
6x2  =10 
6x3  =16 
6X4  ==20 
6x5  ^"26 
*  6x6  ts30 
6x7  =36 
6x8  =40 
6x0  =46 
6X8 

6xt  =56 

»  6x10=00 


€X2 
8X3 
8X4: 

8X*J 

€X6  : 
8X7 
8X8: 
8X0  : 
ßXC 
CXT^  : 
8X10 


=18 
=26 
=34 
=42 

=50 
=  53 
=68 
r=76 
=84 
=92 

80 


3X1  ==a 
3x2=6 
3x3  =0 
3x4  =10 
.3x5  =13 
3X6  ssl6 
3X7  »10 
^X8  =20 
'  3x9  =23 
.  3X8  - 
3xr  —90 
3x10=30 

7X1  =7 

7x2  =12 
7x3  =19 
.  7x4  =24 
7X6  =2|: 
7x6«46 
7x7  =41 
7x8  =48 
7x0  =63 
7X8  ==88 

•  7xt  =te 

7x10=70 
t-Xl  =r 

^x2  =ie 

^X3  =20  ^ 
>X4  =38  * 

f.x5^47 
frxe  =56 
|rX7  =65 
.  ^X8  =74 
frxO  =83 
I^Xß  =92 

yxr  =8i 

^XlO=fO 


4x1  =4 

4X2  =8 
4x3  =rlO  . 
4x4  =14 
4x5  =18 
4X6  =20 
4X7  =24 
4X8  =28 
4x9  =30 

4X8  =^ 
4xr  =38 
4><iaU40 

8x1  =8 

8x2  =14  . 
8x3  =20 
8x4  =28 
8X5  =34 
8x6s340 
8x7  =48  ' 
8X8  =54 
SxOassfiO  ( 

:  8X8 
8x4  =74 

8x10=80 

10x1  =10 
lüx2  =20 
10x3  s=30 
10X4=46 
10x5  =80 
10X6  =60 
10x7  =70 
10X8  =80 
10x0  =00 
lOxg  =cO 
lOxf  =f6 
10X10=100 
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Eia  Beitipiei  der  iViuUipiikatiou  i«t  hiernach  lulgemies: 


53:139254  ' 


Ab  Beispiel  der  Diviei od  diene: 


— jr"  ' 

Oh  eioc  dotlckadische  Zahl  durch  irgend  £ine  der  einfachen 
Ziffern  okno  Rest  theitbair  eei,  erkennt  man .  an  folgenden 
Merkmalen. 

Durch  2  ist  jede  Zahl  theilbar»  deren  letzte  Ziffer  gerade  ist 

9  3  n  >»  ■  *»  derenle^te  Ziffer  eine 0,9»6 od.  9 bt. 
'  $9    4       »t     97    .  M  '    deMlelite  Ziffer  eine  €l4oder8bl; 

„    i^  Vm  XU  erfabren,  ob'  ^ine  Zahl,  z.  B.  die  Zabt  ISSPTW^ 
darcb  5  theilbar  sei,   schneide  man  Ton  dieser  Zahl  in 
der  Richtunc  von  hinten  immer  zvrei  Stelleo  ah,  wo- 
durch man  hier  i3j57|36  erhält.     Addirt  man  nun  die 
^  im  Isten,  3ten,  ^5ten  etc.  Abschnitte  steheoden  zwei* 

siffrigen  Zahlen  Wt  sieh  vnd  dann  auch  die  im  2ten> 
4ten,  6ten  etc.  Abschnitte  stehenden  zireiziffrigen  Zah- 
len für  sich,  was  hier  13  +  36=49  und  57  ergibt;  so 
muss  die  Differeo/  der  sich  hierdurch  ergehenden  Zah- 
len, alKo  hier  die  Zahl  57 — 49  =  ^  durch  5  thciihar 
sein.  Du  dieser  Umstand  bei  der  Zahl  135730  statt- 
indet;  so  Ist  sie  dureh  '5  tfceilbar. 

'  „'    ö»' Ist  jede  Zahl  theilhar,  deren  letzte  Ziffer  eine  0  oder  0  ist. 

«»  .7,  Ein  |od<"^  K<  nit/f'iclierj  der  Theilbarkeit  durch  7  ist  um- 
isLinilliciier  zu  Luui>Utircu,  als  ein  unmittelbarer  Uivi- 
sionaversocb. 

„     8  ist  jede  Zahl  theiibar»  ffnon  die  aus  <'en,  beiden  letzten 
Zimni  bealebeade  Zahl  dnrok  8  the'*iliar  Kat,  wie  dies 
'  II.  B.  bei  den  Zahlen  114,  3028  staltfndet; 

>»  .  ^  isMede  ZaM  theilbar,  wenn  die  atfs  den  beiden  felafen 
'    l^iflem  besfcheiulc  ZaTd  durch  0  ^heilbar  ist»,  wie  dies 
«.  B.  bei  den  Zahlen  116,  6723  stattfindet 

n  €  JM^  ^1*1  tbeilbar,  nekfic  mit  einer  geraden  Zaiil 
acbitesat  und  sugbich  dar  Theilbarkeit  mit  Ö  eDtajiibiit 
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Durch  f  \»i  Me  Zahl  ttieiibar,  deren  ZiffornsuiBine  d«rch  f 
^      theilbar  ist,  s.  B.  die  Zaiii        da  2-f ^  int. 

„    10  iat  jede  Zulil  the'til>ar,  welchti  mit  einer  0  schliesst 

$.  11. 

Es  \vir<l  häutig  von  Interes*c  8cin,  eine  tlek.nlisehe  in  eine 
dodekadischc .  oder  unisekebrt  eine  doüekit^Uclie  in  eiop  dekadi- 
sche Zahl  zu  ▼emaDdein. 

Man  kamt  »ich  zu  dem  ersteren  Zwecke  einer  l  abeUe  bedie- 
nen, in  welcher  der  Werth  sfimtiitlicher  Einheiten  der  suksessiven 
delcadisehen  Or^'nungen  in  dedekadischen  Zahlen  anereurliori  ist, 
indem  man  dann  die  zu  vcnvnndeintle  dekadische  Zahl,  wie  etwa 
2a9(X),  nis  die  Sumnio  im  \  ansieht ,  und  die  Werthe  der 

einzelne Ti  Summanden  in  Uodekadisclieii  Zahlen  zusaoinienaddirt. 
Es  uürile  die*i  ergeben 

X  XII 

20n  ^  liH 
30  =  26 
_9  = 

230  =  I7r 

Mit  einer  anderen  TabeHe»  ht  welcher  der  Weitli  «tainillicher 

Einheiten  der  stikzes«dveo  dodekrnÜschen  Ordnungen  in  dekadi- 
schen Zahlen  angegeben  ist,  kann  man  in  ana1o|rer  W«ise  eine 
dodekadische^Zahl,  z.  ß.  17^(X11)  in  eine  dekadisclie  vertvandelnf 
indem  man  ITf-^  100  4- 70  f  t  setzt  und  dann 

„  XII  X 

100«  144 

.  ' ,  70       84  ■    .  . 

•••   f"  ~  -   11    ■•  . 

17^  =3  2311  : 


Ohne  das  lüechnntech«  HttWitttl  ^  Tabitlen  gelangt  man 
aber^in  nachstehender  nnmltMlbartfo  Waise  «nm  .Zf^le. 

Bei  der  Verwanielaf^t  einet  delc«diechea  £ahl  bi  dna  dode- 

icadische  l)Pginnt  man,  die  erstere  nach  den  Hogehi  der  dekadi- 
schen Zahlen  mit  1'^  zii  dividiren.  Der  hierix  I  lifoihmdo  l?pst. 
Welcher  nothwcfxliL:  klcinor  s^'in  uird  als  Yl,  iiililct  die  erste  Ziffer 
der  gebuchten  dudekadischen  Zahl  von  der  rechten  8eite  her.  Den 
l>ei  jener  Divnsion  sieh  eo^abenden  Quotienle^  diyidirt  man  dann 
wiMer  mit  12.  Der  nene  Rest  :  ln  die  aw^ite  Ziiro  dar  dodeka- 
dischen  Zahl  von  der  reditaafldite  her.  So  fährtitnan  fort  die 
entstehenden  Quotienten  immt^r  nieder  aufs  neue  mit  12  zn 
dividiren,  bis  mnii  auf  einon  Quotienten  stösst,  welcher  kleiner  iflt 
als  12  und  demnach  die  ieti&tc  Ziffer  de^  gesuchten  ddcadischen 
Zahl  Ton  der  rechten  Seite  her  bildet  fia  Teratebt  dich  Ten  aelltft, 
daKs  man  statt  der  'Re«te  IO*«nd  .11»  iro  sie  vnrlniMnleh»  dtedo- 
deisadiaelien  Zittern  ^  und  ^  zU'aelke»  hat.  •  . 
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Wenn  z.  b.  Uie  dttkadische  Zahl  :]78*i&904  in  eine  d^ekn^i- 
sehe  tenratiMt  werden  soll;  so  fad  man  r 

m 

d7mm(X)     loattif^  (Xii> 

^  mim  \B 

262079  j  C 
21889  (f> 
1824  1 1  . 

Bei  dftr  Veruandeluojg  dodekadlschcr  Zahlen  in  dekadische 
hat  man  dae  eben  beaebnebene  iNvMloneverrahrea  nacb  den  lie- 


bln der  dedel^diaeben  Recbniing  mit  der  Zahl  f  (eebn)  muaza^ 
eUi 

Sollte  z.  B.  die  dodekadiache        tOSOl^  in  eiae  dekadt- 
verwandelt  werdeo;  so  hat  man 

llte01t^(XU)  ir'  37825904{X) 
.Öj62g97j0 

■>'■  €)  27iöj2  •  ' 

0  31J8 

'  '  .  Ö  347  .  .... 


•  •« 


.  fi-12. 

Aa0  dem  \  or**t«fht)iideii  ^vi^(l  man  ilu;  reljerÄeugunp  ge^rhöplt 
haben,  daas  die  EioKewöbiiung  in  daa  duuiiesinkaie  Zanlenmy^tem 
diftebaoa  befaia  ailieMichen  Sch«rieff^keiten  ao  wenig  fir  den  ge- 
hÜdeiPtcn,  wie  fUr  ^en  jdiirch  geistige  Beschäftigung  >vcniger  er- 
leoehteten  Mann  darbietet  Bei  den  niedrigeren  Volksklaasen» 
welr-be  durch  eifm  T^nn%älaung  des  Zablensystem-^s  scheinbar  am 
meisten  heliistipt  nerdtn,  bestehen  die  zu  lö'spuden  Kechen- 
exempel  in  der  Uegei  iu  den  allerein facbaten  Ufcraüonen  des 
Nnmerlrepa,  der  Addition /der  8ubtTakti9n«  der  Multiplikation  und 
der  Division ,  uml  die  ^attn  ▼orkemmenden  Zahlen  gehen  selten 
üTter  die  Hunderte  hinaus.  Alle  diese  Operationen  und  die  ganze 
Auffassung  des  neuen  Systemes  mit  seinen  Benennungen  und  Be- 
zetehnungea  werden  an  der  Vorstellung,  daas  nian  niinmehr  nach 
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DiitMifin  eben      tAhle,  f«l0>  frfliMr  iiiMüb  Zebiiem«  biJd  «In» 

kräftige  Unter^tätznns  tioden  und  mit  Leichtigkeit  bewerfatfeUijgt 
werden.  Der  mit  Zahlen  viel  Verkehrende  wird  aUerdin<>;s  im 
Anfange  ein  Bleis^etvicht  an  seiner  Feder  f^len  und  öfters  au» 
dem  einen  System  in  das  andere  iiinüberirren ;  allein  es  ist  zu 
erwägen,  du^sä  bei  einem  aus6chlieN8lichen  Gebrauche  den  ueueo 
Systemes  bald  das  alte  init  seinen  Formen  und  Regeln  in  vClIlge 
Verges^ienheit  geratben  wird,  und  das8,  wenn  dieser  Zustand 
heran£^ekonimrn  ist,  die  bloss  aus  der  N'crwrfhselnng  zweier 
pteiehzeitit;  dem  Verstände  vorscinvebendcn  Systeme  hervorgehen* 
den  8chwierii^keiten  von  selbst  verschwinden  werden. 

Ein  erhel)lirherer  Uebelstand  wurcie  darin  zu  erblicken  «ein, 
dass  wahrscheinlich  unsere  ISachbarvötker  nicht  gleichzeitig  zu 
einer  Aeuderung  ihres  Zableiisystemes  sieh  entschliessen  würden, 
und  dass  demanrolpe  bei  dem  IntertvitiAntlen  Verkehr«  üHr  eine 
geraume  Zeit  die  beiden  Systeme  sk'h  oegegnen  und  mandierlei 
Uabeenenilicbkeiten  herbeifabren  würden.. 

Allein  hiervon  n'drde  doch  immer  nur  ete  sverhältnissmässig 

kleiner  Theil  tmserej»  Vulkcs  hetrofipn  ^vcrden ,  und  dieser  Thei! 
gehiirt  zu  dem  ijebildcteii  Stande,  «elcher  mit  Zuhnirennhme  von 
Keduktioastabellen  und  da  di^  Zahlen  der  beiden  Systeme  ver- 
schiedene Namen  tragen ,  sich  dennoch  ohne  grosse  i^lühe  mit  dem 
Ausländer  wird  verstfindlicb  machen  können.  Dieser  Theil  des 
Volkes  wird  aber  ancli  .den  meisten  Qenil'  in  sich  füihlen ,  einer 

guten  Srio]ie  oin  anrreniessenes  Opfer  zu  brin'jon,  nnd  in  dem  Ge- 
aiikeu  Beruhigunt;  linden,  dass  der  Vorgang  J>eiitsch!andj!  auch 
in  den  übrigen  Landern  das  Streben  zur  Nachahmung  erwecken 
und  frifh  oder  spSt  znr  That  werden  lasfien  wird. 

(ileicbwohl  ist  durchaus  iiirlit  zu  erwartet),  dass  man  sich 
sofort  zur  Beseitigung  des  dekadischen  und  ;&ur  Annahme  des  do« 
'dekadischen .  Zablensystemes  ^ntscbResseo  werde.  Was  Ich  flir 
meine  Person  in  dieser  Hinsicht  hiw  hstens  zu  hoffen  wage,  be-^ 
steht  darin ,  dass  der  Eine  und  der  Andere  die  Ueberzeugung  von 
dem  cjrossen  Vorzuge  des  dodekadischen  Zahlensystenics  vor  dem 
dekadischen  gew  innen  und  den  Entscbluss  lassen  werde ,  nach  sei- 
nen Kräften  auf  eine  möglichst  baldige  Kinlübrung  jenes  ersteren 
Systemes  binznarbeiten. 

Dieses  Ziel  würde  iic^^isssehr  rasch  heranrücken,  wenn  allen 
betreffenden  Lehrern  die  Püicht  at^feriegt  würde,  bei  dem  Reche n- 
Unfievricbte  In  aHen  Land«  nnd  StadteabuleR  die -PiMIplen  de» 
dodekadischen  Zahlenbysiemes  mit  mllglichster  iOailidk  vorzu- 
tragen tirid  dnn  Srin'ilern  einige  Fertigkeit  im  Um^angeimit  dode- 
kadischen Zi\\\\vn  b ei /.n bringen.  Ferner,  wenn  ciie  fiber  elemen- 
tare Arithmetik  schreibenden  ^Schriftsteller  es  fibernähmen ,  in  jedem 
Kurmis  Irt^  Zahlenlebre  dem  dodekadischen  Systeme  einen  an- 
eemesaen  'Abaebrntt  zn  widmea  ttad  die  Vcvrthelle  nteluifast  ftotaii- 
Hrt'su  (siiMer»,  welelie  mH'jdtea^m  j^aleibe  verbiMden  ahid« 

Sobald  auf  diese  Weise  die  nächste^  penetatioa  auf  die  bßvor* 
atebeode  Eliiläbfitng'  des  dodeiiadiscben  Zablensysteines  grSodUch 
vorbereitet  ist,  was.ji^dnch  jetzt  schon  einen  energischen 
VelkaeAUcblusa  .Viaraus^etat,   wkd  man  im . Stande  sein. 
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eine»  iinhcn  Tennin  zn  "bestimmen,  mit  welchem  das  dekadische 
System  den  Vätern  zui  iick<regeben  und  das  dudekudische  in  Le- 
benskraft gesetzt  \ver<len  soll. 


r 


Wir  kehrM  Jitzt  zu  dem  eigentllcben  Maasssystero^tti- 
rück,  um  nach  geschehener  Feststellung  der  duodezimalen 
Eiotheilung  desselben  einige  Bemerkungen  über  die  wünsehens- 
werthe  absolute  Grösse  seiner  Grundeinheiten  beizu* 
bringen.         'V«  'r^P*-  ;* 

•t  Es  w&re  zuvorderst  die  Fru»e  zu  berühren,  ob  wir  die  selbst- 
stSndigen  Grundeinheiten  des  Maasssystenies,  insbesondere  die 
Grundeinheit  der  Längenraaasse,  aus  einer  in  der  Natur  irgendwo 
sich  vorlindenden  unveränderlichen  Grösse  entlehnen  sollen,  indem 
wir  entweder  den  ganzen  \Verth  dieser  Grösse  oder  einen  gewis- 
sen aliquoten  Theil  derselben  zu  jener  Grundeinheit  annenmen, 
ob  wir  also  dem  ISysteroeein  sosenanntes  Naturmaass  zu  Grunde 
legen  sollen,  wie  dies  fiir  das  Längensystem  z.  B.  aus  der  Lange 
des  Sekundenpendels,  des  Fallraumcs  in  der  ersten  Sekunde,  des 
Erdumrange2:  u.  s.  w.  gewtmnen  werden  könnte,  oder  ob  wir,  un- 
hekünimert  um  derartige  Natur^^rössen,  die  Grundeinheiten  ledig- 
lich in  Rücksicht  auf  deren  Geurauch  durch  einen  freien  Akt  des 
Willeos  za  whhien  haben. 

Die  beiden  wichtigsten  Bedingungen,    welche  man   bei  der 
Wahl  einer  Grundeinheit  zu  erfüllen  Hat,  sind  offenbar 

lass  si^  selbst  für  die  gewöhnlichsten  Vorkommnisse  im 
lenscblichen  Leben  möglichst  bequem  zu  verwenden  sei  und 
ebenso  bequemen  unter-  und  übergeordneten  Einheiten 
ihr© ; 

2)  (!as8  sie  vollkommen  sicher,  unzweideutig  und  unveränder- 
lich festgelegt  sei,   damit  auch   die  feinsten  Wissenschaft- 
^    liehen  IViessungen  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  damit 
•■'Vollführt  werden  können. 

Da  einzelne  Natursrössen  und  die  allgemeinen  menschlichen 
Lebensbedürfnisse  in  keinem  Kansalzusaiimienhunge  stehen;  so 
ist  klar,  dass  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  nur 
ganz  zufällig  durch  ein  ^aturmaass  erfüllt  werden  kann,  dass 
man  also,  wenn  man  sich  auf  ein  Natutmaass  kapriziirt,  nur  Ge- 
fahr laufen  kann,  unpraktische  Maasseinheiten  zu  erhalten.  Die 
franzosischen  Grundeitdieiten,  welche  niit  eiserner  Gewalt  dem 
Schoose  der  Natur  entrissen  sind,  und  deren  Kründer  den  Zusam- 
menhang der  Maasse  mit  dem  Reiche  des  Todten  höher  ange- 
schlagen haben ,  als  den  Zusammeidiang  mit  dem  Reiche  des  Le- 
bendigen, liefern  den  Belag  zu  dieser  Bemerkung,  da  dieselben, 
wie  wir  weiter  unten  noch  etwas  spezieller  zeigen  werden,  sämmt-  . 
lieh  mtzweckmässige  Werthe  erhalten  haben. 

Aber  die  zweite  Bedingung,  Sicherheit  und  Unveränderlich- 
keit  der  Grundeinheiten,  -scheint  sich  sehr  gut  durch  ein  Natur- 
maass  verwirklichen  zu  lassen,  da  die  Kräfte  der  Natur,  welche 

Theil  3 
« 

Digitized  by  Google 


34 

gewisse  konstante  GrOssen  erzeugen,  e'mestheils  unabbäng^ÜlRl 
von  der  Unvoltkomnienheit  der  nieelianischen  Künste  des  Itte»» 
sehen,  anderentheils  auch  eine  Lnvcranderlichkeit  befiitaen^  fvetoke 
von  keiner  Zeit  in  irgend  etnem  erheblielieii  Bmf»'9m^ß§i0flH 
wird.  Diese  Rücksicht  verleitet  Viele,  in  einem  Natiimiaaüe ini 
wahre  Ueil  der  IVIaasssystenic  zu  erblicken,  iiuiem  me  glaobni, 
nur  durch  dieses  IMittel  im  Stande  zu  sein,  der  spatesten  Nach- 
welt i^HMKui  dasscilie  Älaass  zu  übcriierern ,  dessen  sie  sich  jetzt 
zu  ihren  Messungen  hedieni  n ,  ja  sogar  die  ^achw^t  befaJu- 
gen,  dieses Maacss  mit  grosster PrixisionipHederfcetaMmMl&'Wän 
es  etwa  durch  irgend  welche  Ereignisse  verloren  gegangen  «41 
gleichzeitig  auch  alle  Beziehungen  verschnllen  wäfen,  in  wefehea 
jenes  Alaass  zu  irgend  einem  anderen  erhaltenen  Maiisi^i|^M|L 

Hierbei  bedenken  jedoch  die  mit  der  Physib  wealgeD^  wMrtni^ 

fen  Anhänger  der  Natiirmaasse  gar  nicht,  wie  ungemein  schwie- 
rig es  den  wahren  Wertli  einer  solchen  konstanten  Natur» 

frösse,  z.  I>.  die  wahre  Länge  des  Sekundennendels  oder  des 
allraumes  in  der  ersten  Sekunde,  darzustellen,  so  dass^ 
nur  erst  einmal  mit  aller  Schärfe  erkannt  werden  Mto.  Von  ~ 
▼ielen  ausgezeichiD  (< n  Cxperimentatoren  und  zu  wie'Vleien 
ist  wol  die  Lange  des  Sekutulenpendels  unter  gleichen  telfurij 
Verhältnissen  ermittelt  worder),  ohne  dass  zwei  Beobachtungeo 
genau  dasselbe  Hesultat  |regeben  hatten?  Hierzu  kommt  uocb, 
dass  der  Fortschritt  der  Wissenschaften  täglich  auf  oeve  Oemeote 
aaßnerksam  macht,  welche  bei  solchen  Beobachtungen  iu  Hfl!» 
nung  gebracht  werden  müssen«  um  die  Wahrheit  nicht  zu^Titir* 
fehlen,  und  dass  täglich  die  mechanischen  IMittel  und  Methoden 
der  Experinientirkunst  verbessert  werden ,  vvelche  dann  jedesmal 
eine  Korrektion  des  aus  früheren  Bestimmungen  gefplserteu 
suitates  nach  sich  ziehen,  also  den  früher  ermittelt^aj^^h  w 
fraglichen  Naturgrosse  als  falsch  bezeichnen,  ohne  diiHui^str^ 
der  Hoffnung  sich  brüsten  zu  können,  nunmehr  eine  spatere  lf_^ 
rektion  unmöglich  gemacht  zu  haben.  Die  letztere  nie  zu  besei- 
tigende Unvollkoninienheit  der  Messungsmcthf>dcn  verhindert  aber 
auch  seihst  dann,  wenn  eine  Natürgriisse  nicht  zuvor  dargestellt 
zu  werden  brauchte,  sondern  offen  und  unzweideutig  zijijl'a^,!^ 
wie  wir  dies  einmal  mit  dem  Erdumfänge  annehmen^  iinitai^j 
der  Werth  dieser  Grösse  genau  festgestellt  werde,  so  dass 
überzeugt  sein  kann,  in  cler  daraus  hergeleiteten  Maasseinhi^ 
wirklich  denjenigen  bestimmten  Theil  jener  Natnrgrösse  zu  besitzen, 
welchen  man  erlangt  zu  haben  wähnte,  und  w elcheilL j^dof  späteiS 
Experimentator  ehcnfalis  nicht  verfehlen  dürfte. 

In  Betracht  der  menschlichen  IMittel,  welche  zur  Erir#iilU|ii^ 
einer  INatnrgrüsse  der  hier  genieinten  Art  aufgewandt  werden  müs- 
sen, kann  man  daher  behaiiitten,  dass  ein  Naturmaass  das 
unsicherste  und  verlnoerlichste  von  iineiri^''und  die 
zweite  der  obigen  Bedingungen  am  wenigsten  erfil|llll  Jiuch  hierziti 
liefert  das  franzosische  Naturmaass  die  Bestätignhgl  Die  Gvni|4: 
einlieit  des  französischen  Längenniaasses,  auf  weiche  dann  auch 
das  (iewichts-  und  (ieldsystem  zurückgeführt  ist,  soll  in  dem 
Meter  den  lOOOOOOOsten  Theil  des  nordlichea  Meridianquad rie- 
ten für  den  Ort  Paris  darstellen.  Dieser  Bestimmnog 
im  Jahre  1705  auf  Grund  der  Üteren  Gradmi  
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pTwUMfiscb  zu  443>442  Lioi^n  des  alten  pariser  Fus«e4 
en.  Nach  späteren  senaoeren  HMungeo  «nmleitdei^ 
im  Jabrd  1801  das  Meter  deünitiv  etvra  zu  44^^296  festgeseUt 
Allein  eine  neuere  Revision  der  letzteren  Gradinessunp  liat  schon 

Seiehrt,  dass  diese l.nivjfMl es  Meters  durchaus  nichtder  lOO(X)OOüi»te 
'heil  des  fraglichen  Quadranten  ist,  und  somit  ist  die  an  die  letz- 
tafe  Besiebung  des  Meters  zum  Erdquadranten  sich  knüpfende 
Idee  eine  reine  lllosion,  welche  in  Zukunft  gewiss  noch  erheb* 
liebere  Korrektionen  erfahren' wird»  wenn  man  mit  ToUkommene- 
ren  Mitteln  und  IMetfiodcn  eine  abermalige  Messung  desselben 
Quadranten  veraoiitaiten  sollte. 

Die  Untrüglichkett  einos  Nnfnrinansses  ist  also  eine  C'himäre 
and  demnach  können  die  obigen  beiden  Erfordernisse,  nämlich 
ein  praktisches  und  müglicbst  unveränderliches  Maass 
«rch  frdwillige  und  umsichtige  Wahl  befriedigt  werden. 


Es  versteht  sich  von  seihst,  dass  man  auf  die  genaue  Fest- 
igung eines  solchen  Maasses,  sowie  auf  die  Kmiservirung  dessel- 
ben durch  zweckmässige  Deposition  des  Originales  und  geUeuer 
Kopieen«  die  gKisste  Sorgfalt  m  verwenden  hat»  wosn  es  der 
Scharfsinn  unserer  Naturforscher  gewiss  nicht  an  Rathschlfigen 
wild  fehlen  lassen. 

Was  die  Wlederherstellnng  eines  solchen  Bfaasses  t&r  eise 

Generation  betrilEt,  welche  nur  unsere  Schrillen»  nicht  aber  das  ma- 

terl(  II«;  Maass  und  kein  damit  genau  verglichenes  vorfinden  sollte, 
ein  Kreigniss»  welches  durch  eine  aasgedebnte  Verbreitung  rich- 
tiger Gemässe  an  und  für  sich  schon  höchst  unwahrscheinlich  ge- 
macht werden  kann;  so  bietet  diese  Wiederherstellung  keine 

rBeren  nnd  keine  kleineren  Schwieriekeiten  dar,  glelehviel  ob 
jetzige  Maass  ein  willkfirlich  gewühltes  oder  eiuTiaturrnanss 
war.  Ilrnn  man  braucht  jetzt  nur  durch  das  adoptirte  Maass  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  irgend  eine  jener  festen  Naturgrussen  zu 
messen  und  das  Resultat  der  Messung  in  Schriften  zu  notiren. 
WIM  alsdann  die  Nachwelt  das  etwa  rerloren  gegangene  Maass 
wiederherstellen;  so  braucht  sie  nur  mit  einem  ganz  willkflr* 
liehen  Maasssfabe  dieselbe  Messung  an  derselben  Naturgrusse 
zu  wiederholen,  nnd  das  sich  ergebende  Resultat  mit  dem  Kcsul 
täte  unserer  Messuii<r  zu  vergleichen,  uui  einen  RGckschluss  von 
ihrer  Maasseinheit  auf  unsere  Maasseinheit  mit  alier  in  dem  Wesen 
der  Sa6fie  liegenden  Prüzision  machen  und  demnach  unsere  Maass» 
einheit  ebenso  genau  wieder  darstellen  zu  kOnnent  wie  wenn  wir 
irgend  einen  einfachen  Theil  jener  Naturgrusse  snr  Bfaasseiahelt 
a^eaooinien  hätten*  « 

Wenn  nun  hiemach  bloss  das  praktlsi^e  Bedütfidss  die  Wahl 

der  Grundeinheiten  leiten  kann;  so  ist  es  doch  eine  Räcksicht, 
«yelcbe  wir  im  eigenen  Interesse  auf  die  jetzt  bestehenden  Ein- 
richtungen der  Nachbarvölker  zu  nehmen  haben,  dass  wir  etwaige 
kleine  Mangel  unbeachtet  lassen,  wenn  sich  dadurch  eine  cinfacne 
Beziehung  zwischen  unseren  Gemässen  und  denen  eines  anderen 
grossen  Volkes,  mit  welchem*  wir  in  lebhaftem  Verkehre  stehen, 
«veidMu  llsst.  In  diesem  Betracht  wird  es  jedenfalls  iweck- 
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tnnsslg  sein,  flio  fipnen  dentscbeii  Grundmaasse  aii  die  in  ^^nz 
Etiropa  viel  bekaooten  and  vetbreUeten  fraDsGe^beo  EinfaeitiB 

aiizii  lehnen. 

Im  ^achfülgenden  werde  ich  eiu  8olc!ies  mir  zwerkmnsslg 
schelaende.s  Sv^tem  zubuinrneiibtellen  und  Deheu  den  projt-ktirteo 
Maasseu  zugleich  deren  Werthe  nach  dem  gegenwärtigen  franzv* 
jiscben  ood  preassinohen  Maasssvsteme  ansehen.  Es  ist  bierbei 
eine  besondere  liücksicht  nicbt  bioss  darauf  genoiDDien*  dass  die 
Grundeinheit  eintvs  jeden  Snezinlsystemes  einen  angcmcsgeneo 
Werth  erhalte,  soiulern  anrh  flaraiif,  dnss  die  kleinste  Unter- 
einheit des  fSystemes  nicht  erhehlich  «^lüsser  ausfalle,  als  in  den 
bisher  bestandenen  Systemen,  weil  durch  zu  grosse  Minimal-Ge- 
müsse  leicbt  die  LeDensbedürfnisse  der  uotersleii  Volksklasw 
t^lne  empfittdllcbe  Verdienmog  erleiden. 

Vorweg  bemerlce  icb  Jedocb  binsichttleb  der  Benennung  der  rer* 
schiedenen  Einheiten  und  Untereinbeiten ,  dass  es  gewiss  rathsaai 
ist,  sieb  bierbei  soviel  als  möglicb  an  die  bisberigen  deutsckei 
Namen  zu  halten,  ohne  auf  eine  sojjenannte  rationelle  >io!nen- 
fclatur  y.u  drini^on,  wie  Kie  sieh  in  dem  iranaLüs.  Sysfeme  vor  linde  t,  wo 
der  ?iame  der  Grundeinheit  für  jede  Gnissenart  durch  das  gaoie 
System  läuft  und  nur  durch  die  Verbindung  mit  eewisseo  Zahl- 
wörtern zu  verschiedenen  Begriffen  umgestempen  wird.  Beso 
einestbeils  gehen  derartige  ZttSaihmensetzungen  in  unserer  Sfiraebe 
leicht  srhwcrf?illii:e  Wortformen  oder  ,  wenn  bteg.«faine  Wlirter  aiw 
fremden  Sprachen  /.n  Hülfe  genommen  werden,  Mischlin  je,  >\elche 
unser  iSprachidium  nur  noch  mehr  verletzen,  als  es  leider  schon 
genug  geschehen  ist;  andcrentheils  ahcr  heften  sieb  die  IBegriffe 
liir  die  versebiedenen  Einbeiten  bei  dem  grassten  Thetle  des  Vol- 
kes mit  grosserer  Hestimmtbelt  an  rerscbiedene  selbststfin^ 
Namen,  welche  wie  Klippen  aus  dem  gleichfitrmigen  Strome  einer 
von  Theil  zu  Theil  fortschreitenden  Gemässskale  liervorragen  r.vA 
die  <>ruppen  des  Systemes  nicht  in  einander  überscbleifen,  soudan 
scharf  trennen. 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  Behauptung  iverden  diejenlgeb 
•nipündcn,  welche  sieb  fragen,  wie  oft  sie  ihre  Gedanken 
auf  das  Prinzip  der  Benennung  der  franzOsiscben  Gemüsse  itabea 
■orOciLffibren  mOssen,  um  nicbt  diese  oder  jene  swei  der  Längen :  De- 
Ktmeter,  Zentimeter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer ,  oder 
der  Flächen:  Desiare»  ^entiare»  Dekare  n.  dergL  mit  einander  au 
verwecbsein. 

Ausserdem  aber  ist  es  wHnschen^iAverth ,  die  ei nfa rasten 
der  hie  otler  d  i  in  Deutschland  üblichen  Maasshenennnniirn  zu 
wählen,  und  dieselhen  nicht  etwa  mit  einem  Ballast  von  tpitbe- 
ten  zu  behängen,  um  hierdurch  den  neueren  Ursprung  zu  be* 
seiebnen.  Wenn  es  in  Zukunft  einmal  darauf  anbemmen  sollte, 
die  älteren  GemUsse,  welche  docb  bald  ausser  dem  Bereich  alter 
Nachfrage  kommen  würden,  von  den  neueren  zu  unterscheiden: 
so  kann  dies  immer  sehr  leicbt  durch  den  Zusatz  altes  Maas« 
geschehen. 
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Katwurf  eines  duodezimalcn  Maasssystemes. 

1}  LäDgenmaaasse. 

Die  Grundeinheit  des  fraozusischcD  LangenmaaMes,  daaMe« 
ter,  io  einer  Länee  tob  etwa  Sy^Fuss  rheinländiacb,  bt  viel  «i 

^oss,  um  bei  den  ü^pm  üjirrürlien  Längenh^'sfitiiraun^cn  des 
menschlichen  Lebens  ein  Irmi  k  ntes  Muas8  ah/.u<^eben.  Wenn  die 
Liuigeoaugabeu  nur  etwas  mehr  als  ,iJie  gröbsten  Annäherungen 
sela  sollen y  welche  fiuit  gar  keinen  praktischen  Werth  haben;  so 
kann  man  dieselben  nicht  in  runden  iMotern  machen,  sondern  moss 
die  unterp^eordneten  Einheiten  zu  Hülfe  nehmen.  Dieses  Faictum 
haben  sell).st  die  Franzosen  dad^irch  anerlcennen  müssen,  dass  sie 
neben  dem  Meter  noch  einen  neuen  Fuss  =  %  Meter  in  Gebrauch 
setzten. 

In  der  Tbat  empfiehlt  sich  dieFusslän»e  zu  dem  alltäglichen 
Gebsauche  durch  ihre  angemessene  Grosse  sehr.  Man  basire  da- 
her das  Längensystem  auf  den  Pnss  als  Gmodeinhelt,  und  gebe 
demselben  genau  die  Lange  des  dritten  Theiles  des  deft* 
nitiven  Meters«  Dieis  gibt  folgendes  System: 

1  Ruthe  SS  12  Fuss;  dem  Werthe  nach  =  4     Bieter  oder 

=  1*2,745 ...  Fuss preuss. 

1  Fuss    =  12  Zoll;      ^        „      „    =    »4   Meter  oder 

=  1,062  ...  Fuss  preuss. 

1  Zoll      SS  12  Linien;  „      „    ssz  27»  Zentimeter  oder 

t=  1,002 ...  Zoll  preuss. 

1  Linie    =  12  Skrupel;  ^  ä  *i»744  W r  «der 

1,002... Linie  prouss. 

1  Slompel  M         M      1»     =  ^Yö48Millinieteroder 

=  l,(k>2  ...  JSkrupel  pr. 

1  Meile  =  12x12x12       =  1728 Ruthen)  =   6912  Meter  od. 


=  12x12x12X12=  20736    Fus«)  =  22023  Fuss  pr. 

Nach  den  Einheiten  diese»  Systemes  «ind  Im  öffentlichen  Le* 

ben  alle  Längen  zu  messm  ,  so  das nii>  l"^prL'\^ rrkp  dns  1.  nrli- 
ter,  von  der  Sof  der  Faden  und  aus  dein  Latlt  n  des  KHulniiiiins 
die  Elle  Terschwindct,  welche  Maasse  doch  nur  aui  zutaiiigeo 
Clewobuheiten  oder  auf  unwesentlichen  Ei^eoscbaflen  beruhen.  So 
hat  s,  B.  die  Elle  nur  das  Bequeme  an  sich,  dass  sich  bei  ihrer 
Haodhahnng  mit  möglichster  Leichtigkeit  ein  Längeres  Stück  Zeug 
abrnpsseii  lässt.  Dies  Icrnm  jedoch  mit  dersolben  €Iplairfii»keit  ge- 
*<Hiehen,  wenn  man  sich  statt  der  Elle  eines  Stabes  von  'i  Fuss 
Länge  bedient.  Im  Uebrigen  ist  die  Eintheiiung  der  Elle  in  Halbe, 
Viertel  und  Achtel  bei  weitem  nicht  so  sweekroässig,  als  die  Duo« 
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dezimal •Etntheilutip:  dos  Fusses  in  Zolle,  welehe  dem  Kaufmaiiiie  | 
▼erstattet,  Längen  von  gruäserer  MaDnicbfalUgkeit  ao  den  Käufer 
abxttgeben  und  demnacb  Tielselterige  BedOrfiusse  zu  befriedigeo,  | 
besonders  da  eine  entsprechende  Üuodezimalelntbeilung  des  Gel-  \ 
des  die  Besablimg  eo  verscbledener  Längen  erieicbtern  wird.      ^  ; 

Vorstebendes  S3rsttm  echliettet  nicht  wm,  dann  der  Feld> 
meeier»  eolan^e  nicht  etienfalls  das  dodelcadische  Zahlensysten 

angcnommPTi  ist,  «lie  iresetzmris.sicc  Ruthe  nach  dem  Dezinialprin- 
zipe  in  Zehntel«,  Hundertstel •  Uutben  u.  s.  w.  abtheile,  um  durch 
die  Messung  sogleich  bequeme  Zablformen  für  seine  späteren 
Rechnungen  zu  erhalten.  , 

I 

2)  Flächenmaasse.  ' 

Die  Fliehen  werden  nach  Quadratratfaen,  QuadiatüiaseD»  Qua* 
dratzollen  u.  s.  w.  sowie  nach  QuadrataieileD  gemessen.  Ausser  : 
dem  hat  man  I 

1  Morgen.  s=  der  FlSche  eines  Quadrate?,  dessen  Seite  l^lxiitlien 
enthrilf.  also  —  144  Qnad ratruthen ;  dem  Werthe  nach 
isi  diese  Ii r«i».ise  =2304  (Quadratmeter  =  162^43  .•.(^' 
dratruthen  preussisch. 

1  QuadratmeUe  enthält  12xl2xl2x  12=20736  Morgen.  ^ 

3)  Korpermaasse. 

a)  Bei  der  Ansmessnng  der  Körper  werden  die  lEniieB  dct 
obigen  Längeneinheiten  überall  da  in  An^^enduiig  gelmchly  wo  ! 
der  kflrperiicfae  Inhalt  ans  drei  r&nmlicbeii  DimensioneB  sv  ermit- 
teln ist. 

Fdr  sonstige  Korpermaasse  sei 

l))  Zum  Al>mci>:5eii  der  Steine  und  Erde  beim  Bauwesen 

1  fi^bacbtruthe  =  Vi«  Kubikruthe  =  144  kubikfuss;  dcm\Verthe  , 
nach  =  5%  Kubikmeter  =  172,511 ...  Kubikfuss  preuss-  ! 

Die  Schachtrutbe  wird  in  12  Zuber  k  12  Kubikfuss  getheiif. 

c)  Zum  Ahmessen  des  Brennholzes  etc. 

1  Klafter  es  144  liubiktuss;  .dem  VVerUie  nach  =5V3  Kubikmeter 

=  172,511 . . .  Kubikl'usä  preusi^isch. 

d)  Zum  Abmessen  des  Getreides  und  anderer  IcSrniger 

Substansen. 

Die  Grundeinheit  sei  der  Scheffel,  welcher  1  Kubilifiiss ent- 
halte, was  dem  Inhalte  nach  =  VWKnbi^n^^ter  =  tii^' 
fnss  preussisch  ausmacht 

1  Wispel  =  12  Malter;  dem  Inhalte  nach  144  neue  KubifcfaM 

=s&%  Kubikmeter  ==4,044...  Wispel  preusf.  | 

1  Malter  =  U  Scheffel;  dem  Inhalte  nach  12  neue  KubikfiMS  I 

»% Kubikmeter  s=  ^jm.. .  Scheffel  prauss. 
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1  iSeMfel  s  IS  Motzen :  dem  Inhalte  nncTi  1  nener.  Kubikfusa 

=      kuhiknieter  =0,074...  Scheffel  preuss. 

1  Metze  ist  dem  lobaltc  nach       neuer  Kiihikfuss  =Va24  Kubik« 

metec  =0«bU8..,  MeUeu  preussiscb.^ 

e)  Zum  Aiismeeseo  der  Ptffssif^keiten,  Bier,  Wela  efe. 

Die  Grundeiiibeit  sei  das  Quurt,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Würfel  von  y^o^u^s»  gkich  ^/looq  Kubikfose  «ei;  so  das« 

das  Gewicht  von  einem  Quart  Wasser,  wie  wir  weiter  nnten  seilen 
werden,  genau  2  Pfund  betragt.  Dieses  Quart  ist  alsdann  auch 
glaidi  J  lüibikdezinieter  oder  gleich  l Liter.  Die  Eiothetluog  sei: 

I  Fass  =  12  Tonnen  oder  Oxhoft;  dem  Werthe  nach  =s  1728  Liter 

SS  1509,12...  Quart  preussiscb.  * 

1  Tonne  oder  Oxhoft  =  12  Anker ;  dem  Werthe  nach  =  144  Liter 

^  125,76 . . .  Quart  preussis6h. 

1  Auker  =  12  Quart;  dem  Werthe  nac Ii.  —  12  Liter  =  10,48...  Qrt. 

preossisch. 

1  Quart  =  12  Nüssel;  dem  Wcrüie  nach  =  1  Liter  =0,873...  Qrt. 

preussisch. 

1  rSüsselistdem  Werthe  nach =yi2Liter =0,0727...  Qrt. 
jlrensslsch. 

4)  Gewichtsmaasse. 

Das  framOrische  Kilogramm,  gleich  dem  Gewichte  eines 

Kubikdezimeters  Wasser  im  Zustande'  der  n:rf>s.steii  Dicbtii^keit 
(-ungefähr  bei  3,2^  R.  Wiirnie)  und  iiu  lüttleereii  Räume,  ist  für 
den  gewühnliclien  Gebrauch  zu  gross,  vvas  sich  auch  dadurch  he- 
thätißt,  dass  in  Frankreich  ein  neues  Pfund  =  %  Kiloprarara  ee- 
aetzltch  erlaubt  ist  Man  nehme  daher  als  Grunaeinheit  des  Ge- 
fvichtssystemes  das  Pfund  gleich  der  Hälfte  des  französi- 
schen Kilosrammes  an,  so  d.iss  I  Pfund  das  halbe  Gericht 
eines  Kubus  Wasser,  dessen  Seite  Vio  Fuss  beträgt,  oder  das 
ganze  Gewicht  von  ^Aooq  Kubikfuss  Walser  darstellt,  wonach  dann 
1  Kobikfuss  Wasser  7P'/„  Pfund  wiegen  wird.  Die  £intbeiiuDg 
•et  folgende: 

1  Tonne     =  12  Zentner;  dem  Werthe  nach  ™8<>4  Kiloc^amra 

1847,29  ...  Pfund  preussiscb. 

1  Zentner  ^  12  Stein;  dem  Werthe  nach   =  72  Kilogramm 

=  153,941  . . .  Pfund  preussisch. 

1  Stein      =  12  Pfund;    dem  Werthe  nach   =  6  Kilogramm 

=  12,828  ...  Pfund  preussl«;ch, 

1  Pfiwd     SS  12  Lotb ;    dem  Werthe  nach  ^  %  Kilogramm 

=  1,069...  Pfund  preussisch. 

1  Lolh       =  12  Quentchen;  dem  Werthe  nach  =  4)73  "Gramm 

=  2,h50  . . .  Loth  preussisch. 

1  Qnentcb.  ==  12  Gran;    dam  Werthe  nach  Gramm 

=  0,960...  Quentchen  preuss. 
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i  Q^tm       szU  A»9;     dM   Werthe   nach    =  ^/^s^  Graiuin 

=  4,75  . . .  Grao  preuäsisch. 

1  AsB     dem  Werthe   nach   ==  "*/öi84  Gramm 

—  Ü|3U()  ...  Gran  preussbch. 

Nach  diesem  Gewki|t«  wflrden  auch  die  Amte  und  Apotfift- 
ker,  sowie  die  Gold-  und  Silberarbeiter  za  recboen  haben«  * 

*  .  ■ 

6)  Geldmaaese. 

Der  franzusiscbe  Frank  tu  dem  Werthe  von  etwa  Yt^  Tblr. 

pr.  (»der  8  Silbergrojjchen  ist  offenbar  als  «[^«'hraurhÜrhstc  Grand* 
einheit  dos  Geldsystemes  zu  klein.  Man  ncliinc  den  doppelten 
Werth  de«  Franken  als  Thaler  zur  Gruudeinhett  ao  und 
bilde  folgendes  System:  « 

1  Pistole  (Goldmünze)  ==  12  Thlr.;  dem  Werthe  nach  =  24  Franken 

=  6  Thaler  1*VJ*2...  Silbergroschen  preuss. 

1  Thaier  (Stibermfinze)     12  Groschen;  d.  Werthe  n.:=  2  Franken 

s:  16^16  Silbergroschen  preuasiscb* 

1  Groschen  (Silberm.)  =  12  Pfennig;  d. Werthe Dach?s  %  Frankao 

=  lj34 « ^ilbergroschen  pr. 

1  Pfennij?  (Scheidemünze)  d.  Wierthe  o. 
sst       2entlmea  s=  1,34...  Silberpfennig. 

Es  versteht  sich  von  j>elbst,  da.<s  ncu  b  verschiedene zvTischen 
'  den  vorstehenden  Haupteinheiten  liegende  Münzen  aubgepräst 
werden  mtlssen,  welche  jedoch  keine  anderen,  als  die  Ihnen  naä 
diesem  System  zukommenden  Namen  in  der  Zusammensetzung 
mit  den  betreffendon  Znhlnnrfern  erhalten,  z.  B.  Doppel  -  Pistolen 
als  Goldmünze»  Zwei-Tbalerstücke  als  Silbenaünze  u.  s«  w. 

6)  Zeltmaasse. 

Der  Zeitrniim  von  Mit^f*rnnrbt  tu  Alitfrrnncht  ^rrrdr  atTch  fer- 
ner in  2  mal  1-!  gleich  24  iStnnden  l;*  tiu  ilt.  Die  Ntiindr  theile 
man  jedoch  zuv»»rderst  in  12  Grad,  wovon  ein  jeder  ein  Ititervall 
gieicn  5  alten  Minuten  umfassen  wird.  Hierdurch  gewinnt  man 
tttcht  bloss  ein  konsequentes  System,  sondern  auch  eine  £rlelc|i* 
tening  der  Zeitbestimmung  fOr  das  bürgerliehe  Leben,  in  welches 
jetzt  durch  den  immer  mehr  sich  ausdehnenden  Eisenbahnverkehr 
die  ganze  für  Manciien  fast  unüberselibarc  !\lenu:e  «ler  tiO  Minuten 
eingeführt  ist.  Durch  eine  Kintlicilumj  der  Stunde  in  12  Grad 
würden  die  Fahrpläne  der  verschiedenen  Bahoverwaltungen  cewiss 
eio«  viel  einfachere  C^eetalt  anaebmen,  und  die  nach  Oradmi  an- 
gegebenen Zeitmoraente  würden  sich  bei  der  bekannten  Einrich« 
tung  unserer  Ghren  mit  der  grOeaten  BeqaeQÜiebkeit  aUeeea  las» 
sen«  jJe  sei 
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1  Tag  = 

12  Standeii; 

dm  Wfiithtf  i 

nad 

i  s  1  j«ttige&  Tage. 

1  Stiiiide= 

12  Grad; 

ft 

>• 

=s  1  jatiigeii  Stnode. 

A  bnia  SS 

Ii  Minuteu; 

»* 

»»  1 

M 

=  5  jetzigen  Minuten. 

1  Miaute  = 

1^  SnIciindAii 

M  d^     ^  '  X.'  1%  U  ■  1     V«  %M 

m 

fM 

9» 

=  25jetzigeti  Sekund. 

1  Sek. 

]2  Terzieo; 

M 

»» 

=  2 Vi  2  jetz.  Sekund. 

1  Tenie 

ff 

M 

sM/s^jeti.  Sakimd. 

7) 

Winkelmaasse. 

Man  theiie  den  Kreisquadranten  in  12,  also  den  Ualbkrei«  in 
144  mid  dea  ganaen  Kreia  in  288  Grad;  ferner 

1  Grad     ia  12  Mioutan, 
1  Mbnte    Ia  12  Sekunden» 
1  Sekunde  in  12  Tecilen. 

Die  Erde  durchläuft  aladann  bei  der  ümdrehungsbeiregiing 
mn  ilire  Axe 

In  dem  Zeitraum  von  12  Stunden  die  WinkelgrOsae  von  144  Grad; 

M         M  »    1  Stunde    „  „  „    12  Grad; 

M   tf         M  *f    IGrad      „  „  „  IGrad; 

ww   «f         ff  f»    lÄüoute    n  »  ;»     1  Minute; 

f>        »«  »>    1  Sekunde»  ^     1  Sekunde. 

6)  Kr&ftemaaaae. 

Behuf  Measunff  der  physischen  und  chemischen  Krftfte  aller 
Art  suche  man  Systeme  herznatellen,  weiche  ndt  m^gUeiiater  Keii* 
aequenz  auf  dem  Duodeaimalgeeetae  beruhen* 

So  theiie  man  a.  B.  behuf  Meaanng  der  Wftrme  die  Tiwr- 
mometerskale  iwiachen  dem  Geiirier-  und  Sled^unkte  den  Waaaeis 
In  lüGrad. 

9)  Stflckmaaeae. 

Die  stückweise  iw  zahlenden  Güter  im  gewübnlicben  Leben 
meüäe  mtui,  wo  e^  nur  irgend  thunlich  ist,  nach 

Dntienden  k  12  Stück  und 
Greffen  k  12  Dutiend, 

indem  man  sirh  der  viel  unbequemeren  Zahlmaasse:  Sdnlck»  Man- 
del»  Stiege,  Zimmer  u.  dergl.  gänzlich  enthält. 

Wo  gewerksmSß^iijer  Gebrauch  för  ijrösscre  Mengen  beson- 
dere Begriffe  und  Namen  erfordert«  iiihre  mau  eine  strenge  Duo- 
dezimaleintheiluDg  ein.   So  sei 

ThaaUL  4 
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.bei  der  6mrn*FabrikatioB 

1  Bund    t=:  12  Lopf; 

1  Lopf    =12  Gebiüd; 

I  Gebind  =  144  Fäden  ä  6  Fuss  lang. 

Bei  der  Pnpfer-Fabrikntion. 

1  Ballen  =  12  Ries; 
1  Riea  =  12  Buch  ; 
I  Bneh      12  Bogen. 

U.  8.  W. 


VVeoii  uüter  Verleugnung  kleinlicfior  Rficksichten  ein  in  Tor- 
«tejiende^  Weise  streng  geordnetes  Duudeziuial-Maasssygtenit 
dem  uffentlichen  Leben  dbergeben  und  der  GebraodI  deeselben 
dem  Volke  zur  anderen  Natur  geworden  ist;  so  kann  es  nicht 
fehlen«  dass  bald  selbst  In  den  untersten  Schichten  die  Idee  eines 
duodezinialen  Zahlen  System  es  verstanden  wird  und  Ar»lw'lan£^ 
ßndet.  so  dass  alsdann  nur  noch  eine  £rerin?c  BeihCilfe  von  äeiteo 
der  Schulen«  der  Schriftsteller  und  öffentlichen  Redner  erforder* 
lieh  Ist,  um  das  gesammte  Volk  zu  der  früher  besprochenen  hSchst 
eegennreiciien  Imwälzung  des  absoluten  Zahlensysteme  bereit* 
wuJig  Btt  machen. 
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Heber  ein  deiiteclies]|laa8s-i,Oewielito- 

und  inünzsysteiD. 

Von  dem 

Herrn  Düctor  J.  Dienger, 

Lehrer  aa  der  hüliereii  Bürgertclii|lc  zu  SiiMbeim  bei  Heidelberg. 


Das  Bedürfniss  eines  gemeinschaftlichen  deutschen  Maat««- 
MtomM  ist  ein  vielfach  ^efllhltes  und  mit  der  Krifligung  der 
MÜODaleliibelt  wird  es  ein  immer  allgemeiner  cnipfandeDes  wer- 

djen.  Der  geijenseittixc  A  orkehr  verlangt  zu  sciiicr  Erleichterung 
ein  solrhps,  uenifrstciis  in  so  weit  als  es  sir  h  einfuhren  ifieet» 
d.  h.  mindestens  innerhalb  der  Griinzeii  de8selben  Staates. 

Bei  Einluhrunp:  eines  solchen  sfheint  es  jedoch  nicht  geradezu 
nnthwendie;  zu  sein,  von  einem  (irundniaasse  auszugehen,  das  die 
Natur  6eii):!>t  anzeige,  wie  La  place  sagt.  Denn  es  kann  dies« 
doch  ofleobar  nur  ans  dem  Grunde  geschehen,  damit  man  da» 
TTiiiaiiss  wieder  auffinden  könne ,  wenn  es  je  sollte  verloren  geben. 
Alierdiogs  ist  dieser  Grund  ein  äusserst  a\  ir  lifiirer,  allein  er  kann 
vollstnnatc^  erreicht  werden  ,  ^\  enn  man  irgend  eine  beliebige  Länge 
zum  lirundmaasse  annimmt.  Denn  ist  das  Volk,  das  eine  solche 
Länee  als  Grundmaass  annimmt,  eines,  in  dem^die  Wissenschaf- 
ten blähen,  so  werden  eine  Menge,  als  vnTerlnderJich  aninse- 
hender  Längen  von  ihm  in  dem  angenommenen,  wlllkührlichen 
Maasse  bestimmt  werden,  als  dit»  IN  julpllan^o  in  den  verschie- 
denen Hreiten  und  Längen,  die  Läni;e  der  Erdi^radc  w.  s.  f.  und 
dadurch  ist  ganz  eben  so  gut  das  Mittel  gegeben,  das  trmaass 
wieder  zu  finden,  wenn  es  verloren  gehen  sollte.  Ist  ein  solches 
wUlkfihrliches  Urmaass  z.  B.  der  Pariser  Fuss,  und  man  weis«, 
daeis  du  Lange  de«  Pendels  im  leeren  Räume  nnd  bei  10®  in 
Paris  3^(^if  ,6  ist,  so  kann  man  ans  dieser  Angabe  sehen  aUein 

Theil  XU,  6 
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das  UrmaaM  inmer  wieder  finden.  Freilich  kHonte  sich ,  io  Fol^e 

von  Umwälzungen  tin  Innern  der  Frdo,  die  Pendellanse  in  Pans 
andern,  es  ist  aber  nicht  wahrscheinlich,  da»*»  dte^s  ülierr^li  cre- 
schebe»  und  ist  daher  die  Pendellänge  an  vielen  Orten  geuau  in 
dem  angeiMMDaieneli  Maaaae  beattmint,  so  kann  das  Umaaas  ab 
für  immer  festgestellt  betrachtet  werden.  Ich  habe  hier  die  Pen* 
dellänge  nur  als  Beispiel  angenommen;  das  Nämliche  gilt  von 
noch  vielen  andern  Längen,  die  in  der  Natur  ais  US  AUgemeioea 
unveränderlich  angesehen  werden  küunen. 

AU  Resvllnt  scheint  sich  somit  m,  e^eben»  dass  die  2p- 

gnindelcgnng  eines  „natOrltchen"  ürmaasses  keineswegs  nothvren- 
dig  i^t  Vielmehr  nmss  man.  so  viel  diess  immer  möglich  ist, 
sich  an  <ii«  bestehenden  iMaa-s.»-<' ,  die  das  Bedörfniss  geschaffeo, 
anlehne».  Die  nothwendige  Bedingung  ist  nur  die,  das«  die  Unter- 
abtbeiloDgen  dergestalt  gewShIt  seien,  daas  dieRecbnone  erielch* 
tert  wird ,  d.  h.  dass  sie  nach  der  Theilung  von  10  zu  10  gescbe- 
hrn  Nach  diesen  vorläufigen  Benierlcnngen  wende  ich  mich  sofiKt 
zum  Vorsobiage  eines  gemeinschaftlicbea  Maasssystems. 


1.  Längenmaass. 

Als  natürliches  Maass"  bat  sich  im  Laufe  der  Zeit  hier  Äe 
beiläufige  Länge  des  menschlichen  Fusses  herausgestellt.  Diese 
Bestimmungsweise  musste  es  mit  sich  bringen«  ilass  der  Fuss 
(das  Maass;  an  verschiedenen  Orten  verschieden  ausfiel,  woher 
sich  denn  auch  die  Unzahl  verschiedener  Fussmaasse  erklärt. 
Ward  aber  in  einem  Staate  ein  StamTn  herrschend,  so  nothigte  er 
die  andern  Stämme  zur  Annahn>e  st^ln*  s  Maasses,  oder  durch  Ten- 
tralisiruüg  der  Regie run^&geu  .ik  war  die  Möglichkeit  gegeben,  da«- 
selhe  Maasssystem  In  einem  grussern  Staate'  elomdlmrea»  Keines 
dieser  beiden  war  in  Deutsehland  der  Fall,  mid  man heamte  dahar 
nicht  anders  erwarten,  als  dass  so  viele  IVIaasse  sich  bilden  Wör- 
den .  als  Staaten.  Wollen  wir  nun  ein  gemeinschaftliches  Maas«» 
so  diirlen  wir  uns  nicht  zu  weit  entferneu  von  den  bisher  gebräuch« 
liehen  Einheiten,  wenn  wir  nicht  gewaltsam  stürend  in  eine  Menge 
Verhfiltnisse  eingreifen  wollen.  Zweckmisslg  scheint  es  eher  sa 
sein,  eine  Einheit  zu  u  ahlen«  die  in  einfachem  Verbältnisse  stehe 
zum  französischen  Meter;  zweckmässig  des  internationalen  Ver- 
kehrs wegen,  zweckmässig  des  Uebr.iuchs  des  französlsclicn  Älaas- 
ses  in  der  Wissenschaft  wegen.  Unter  diesen  Umstanden  scheint 
als  Einheit  des  Fnssmaasses  die  angemessenste  UnterabtheUung 
des  Meters:  drei  Decim^tres  au  sein,  so  dass 

1  dentscber  Fuss  st  0,«3. 

Der  Fuss  wfirde  in  iO  ZoMe,  der  Zoll  in  10  Linien  u.  s.  f.  abge- 

theilt.  Da«  vorgfsrhlnirene  l>fni:renmnns»?  ^'^gt  80  ziendich  in  «er 
Mitre  zwischen  den  biaher  in  Ueutschiaud  gebräuchlichen.  Es  iai 
nämlich : 
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der  wiener  FuäS 
„   preuss.  „ 

iMiyer.  „ 

karhess. 
tvurtemb.  m 
brainiftchw. 


:0,"»31G110 

:a  300000 

:0«  mm 

:0f  mm 

=  0,  'i<S7(>90 

=0,  286361 
:0,  283190 


der  böIimiRclie  Fuss 
nassaui^cbo 


w 

»9 
ft 

»» 


:0,«2063«>8 
:0,  287b44 
0,  287618 
lO«  291003 
:0,  »6415 
0,  289200 
:0,  284ÖU0 
:0,  2^2880 
«UnnuitiHlt    t.  »ft  35( 


lubdokUtche 

Oldenburg. 

bremische 
fr  ;ui  Ii  furter 
fuldaer 


ff 
ff 

ff 


ff 
ff 
ff 


Zugleich  hätte  die  Scfnveiz  da/^selbe  Fussmaas« *  wählend  der 
cn^Iisihe  (russische) 'Fuss  o&cht  Tiel  daTon  verschiedeo  wire 

(=0,'"aO47945). 

Dieser  Aonabme  nach  wäre  sodann: 


der  wiener  Fuss 
„  preussiHche 

badiscbe  » 
„  bOlimlseli«  ^ 
ff    Oldenburg.  „ 
fp   banuöv.  „ 
bayerische  „ 
bremische  „ 
nassauische  „ 
kurbessische  „ 
gothaische 
,9  würtemberg. 
M  brannschw«  ft 
ff  frankfurter  », 
sächsiliche  „ 
.«  fuldaer  „ 
ff  darmst&dter  » 


ff 
ff 
ff 
ff 
ff 


=  1,05370  deutsche  Fuss 
=  1,04617 
:s  1.00000 
s0,98799 
=0,98805 
=  0,97304 
=0.97286 
2^0,96400 
=0,9tS948 

^0,95899 

=0,95872 
=0,95496 
:=  0,26120 

=0,94866 

:^ 0,94396 

=0,94-293 


ff 
ff 
f* 
ff 
ff 
ff 

ff 
ff 
t* 
ff 
ff 
ft 
»» 
ff 


ff 
ff 
ff 
ff 
•  ff 
t» 
ff 

• 

>» 

»f 

9f 
ff 
ff 

>» 

f 
l  » 
ff 


Die  Eile  würde  am  einfachsten  zu  2  Fuss  angenommen,  das 
Klafter  m  6  Fusj»,  wie  die^m  vielfach  gebräuchlich,  während 
die  eigentliche  Oberabthetluiig  die  Ruthe,  zu  10  Fuss,  wäre. 
SUe  vnd  Klafter  wireo  mehr  Benennuogeo ,  wie  etwa  Dutaend  n. 
s.  £  In  den  nnbenannten  2alilen.  Es  wSre  alaes 
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1  Ruthe=10  Fuss, 

1  Fuss  =10  Zoll,     1  deutscher  Fuss  =0,3  iiietres, 
1  Zoll  =10  Linien,  1  Wes^stunde       =1000  Ruthen, 
1  Linie  =  10  Punkte,  2  Wegstunden      =1  Meile. 

II.  Flüchenniaasse. 

Sie  ergeben  sich  natürlich  aus  dem  Längenmaass,  also  Qua- 
dratnithen  ,  Quadratfuss,  Quadratzoll  u.  s.  1.  100  Quadratrutben 
sind  1  Acker,  wovon  4  einen  Morgen  ausmachen. 

•  ■ 

III.  Körpermaasse. 
Werden  eben  so  aus  dem  Längenmaasse  gebildet. 

IV.  Flüssigkeitsmaasse. 

Sie  mCissten  fiir  alle  Flüssigkeiten  dieselben  sein.  Als  Eia- 
heit  wähle  man,  wenn  man  sich  von  den  gebräuchlichen  Maassen 
nicht  zu  weit  entfernen  will,  Yjn  Kiibikfuss.  Zweckmässig  dürAe 
dafür  der  norddeutsche  Name  Kanne  sein.  Quart  (in  Berlin) 
ist  nicht  deutsch,  Maass  (in  ganz  Süddeiitschiand)  vielleicht  zu 
unbestimmt.   Es  wäre  dann  die  kanne  =1,35  litres.  Ferner  wäre. 


die  bayerische  Maass 

=  0,791  Kannen 

„  hessische  „ 

=  1,481 

;,  wiener  „ 

=  1,048 

„  berliner  Quart 

=0,866 

„  badische  Maass 

=  1,111 

„  leipziger  Kanne 

=  0,81)1 

„  würtemberg.  Maass 

=  1,:360 

10  Kannen  würden  sodan 

n  1  Eimer, 

10  Eimer        „  „ 

1  Ohm, 

10  Ohm 

1  Fuder 

ausmachen,  während  die  Kanne  in  10  Glas  getheilt  wäre.  Ffir 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  halte  die  Kanne  *2  Flaschen,  die 
Flasche  2  S<;hoppen.    Die  Abtheilungen  waren  also: 

1  Fuder  =10  Ohm, 
1  Ohm     =10  Eimer, 

1  Eimer   =10  Kannen,  *  "^^"^""^  =^'^'  '*'*'"^- 

1  Kanne  =10  Glas. 
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.  V.  Getreidcmaa«»« 

Diese  üeleu  mit  den  FlässigkeiUmaa^i^en  zusammeo,  wenn 
auch  unter  ftodem  Namen.  Es  hiemu  ntalicli: 

Das  Glan  hier  :  Bechw»  . 
die  Kanne  „  :  Mianchnn  • 
der  Einer   „   :  8cheM , 

das  Ohm  :  Malter,  ' 

da«  Fuder       :  Zuber. 

■ 

VL  Gewicht 

Ale  Gewiclitaelnfaeit  eignet  eich  das  halbe  Kilogramm,  daa 
wohl  um  HO  eher  eingeführt  werden  dürfte,  als  diese  Einheit  htt 
ZoÜTerein  als  „Zollpfnnd"  achen  emgef&hrt  iat*  Aladaan  iat:  - 

» 

da^  bayerische  Pfund  =1,12   deutsche  Pfuud.  '<;' 
„   hessitjche    „      :=1  „ 

„  oaterreicniacne  =J,iANl 

„   prenaaiaehe  I»     =sO,9354     »  „ 

„  aichaische  „      =0,9340  „ 

wflrtemberg.,,  —0,01551  „ 
10  Pluod  würden  sodann  1  Stein« 
10  Stein     M        j*       i  Zentner  anamachen. 

Die  Unterabtheilungen  des  Pfundes  uacli  der  Zebntbeiiung 
«od  hiaher  nicht  fibllch  gewesen.  Sie  gehören  iedoch  aethwen- 
dig  in  ab  geregelten  Gamchtssystem*  Die  Thaunng  hilnnte  fol- 
gende aeb: 

1  Pfund     =::10  Unzen, 

]  Unze         10  Drachmen,  . 

1  DrachmeslO  Gran, 

Für  deo  gewohnlickeu  Gebrauch  gabti  e^  V«,  V4,  Vs  Pfund, 
%,  %  und  y,  ünaen. 


VIL  Munaen. 

r 

Auch  hier  soll  der  Grundsatz  festireb alten  werden ,  sich  nicht 
an  weit  von  dem  Beatebeoden  zu  eDtleroen..  Zu  diesem  Zwecke 
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dürfte  M  dienlich  «eiiij^  in  Deutschland  allgtnein  den  14,7  Thaler 

fiiss  einzuführen  (14,7  aaf  die  feine  Mark).  Dieser  ((Icut^cbe) 
Thaler  ^vfirrie  m  10  Zehner  orirr  lOQ  Kreuzer  oder  lOÜÜ  UeUar 
abgetheiii  werden.  Alsdann  wäre: 

der  preussische  Thaler  =105  kr.  =1  Tblr.  5  kr. 

„  auddentache  Galdfea  ss  IM)  kr.  ^Ofi  m 

„  Silbergroacheii  s  3'^kr. 

„  Österreich.  Gulden         72  kr.  (genauer  73yj|). 

Es  würden  somit  die  bestehenden  ( Haupt ^Mfinzen  sich  ge- 
oau  in  den  neuen  angeben  lassen,  ja  sie  kQnnten  einstvretteB» 

thcihvelse  als  Uoterabtheiluni^en,  mit  in  rmlanf  hieiben;  sonSren 
die  */,TliaIprstfirk'o  70  kr.,  die  Gnlrlenstiicke  (K)  kr.  Für  den  Ge- 
brauch würde  man  Stiirko  ytm  50,  10,  5  kr.  in  Silher  prSiren, 
während  in  Kupier  ausser  den  Kreuzerstücken,  V^^*"*  prägen 


TbaleTstücke  gingen  flir  85  kr.,  die  ^AGutdenstücke  für  30  kr. 
die  2FI.'Stacke  würden  IV«  Thir.,  die  2Thalerstücke  2.1  Tbaler 
gcTten.  An  Goldmünxen  würden  3»  ö  und  lOThalerstücke  aai- 
auprägen  sein. 


VorschlSge  zur  allgemeinen  deutschen  Maass-,  Ge- 
wichts- und  Münzregulir ung.  Von  Dr.  G.  Karsten,  Pro- 
fessor der  Physik  an  Kiel.   Berlin.  1848.  ^  4  Sgt. 

Der  Verfasser  dieser  Sr  hrift  will  don  dritten  Theil  der  LSnfC 
des  einfachen  Nekundenpendcls  unter  45**  der  Breite  auf  Tem- 
peratur, den  luftleeren  Raum  und  den  Meeresspiegel  redncirt,  eb 
Einheit  des  Längenmaasses  unter  dem  Namen  deutscher  Fvss 
au  Grunde  lo^en.  Ausserdem  will  er  überhaupt  bei  allen  Maasseo 
die  DecimaUEintheiiung  möglichst  consequent  durcbgeföhrt  wissen, 

und  gebraucht  s.  B.  bei  den  Längenmaassen  folgenae  Einthsifaisg* 

...  I    «  •  • 


ui. 
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1  Linie       =:10  Punkte, 
1  Zoll         =s  10  Linien^ 
1  Fu8«        s  10  Zoll, 
1  Küthe       =10  Fuss, 
1  Strecke     =10  Rathen, 
l'Stadie      ^10  Strecken, 
l  UeineMeflesrlO  Stadtoa; 


1  Elle  sr^Tnset, 

1  KWter  =G  Fuss  ,  ' 
1  gro80eMeile=s3  kleine  feilen. 

Im  kleinen  Verkehr  will  er  nooh  dl»  Reebnunj^  nach  halben 
«Bd  viertal  Zellen»  halben  nnd  viertel  Fussen  gestatten.  Da«  Wei^ 
tere  über  nie  andern  Maaase  muss  man  In  der  Schrift  aelbat  nach- 
•eben. 


Allgemeine  progressive  Grund-  und  Klnkonimon- 
«teuer,  gleiches  Maass  und  Gewicht  für  Deutschland 
von  L.  Freiherrn  von  GtosB,  Grosahera.  Sich«.  Gehe!- 
nen  FInanarath.  Jena.  1848.  8    8  Sgr. 

Wir  empfehlen  diese  Schrift  namentlich  In  Bezug  auf  ihren 
Hrinptinhalt,  und  auch  rücksichtlich  der  vom  Zollverein  fiher  die 
tinluhninw  alljjemfnu'r  IVIaasse,  Milnzen  und  Gewichte  gej)flo|^e- 
oen  \  erliaridluiiLreii  als  sehr  lesenswerth  und  instnictiv.  Ueber 
die  Maaäsc  uud  Gewichte  macht  der  V^erfassw  folgende  Vor- 
•chlSge: 

LSngenroaaaa. 

1  Fuss  zu  3  Dezimeter,  in  12  Zoll  theilhar, 
1  £lle  zu  6  Deaineter  (halber  firanateiicher  SUh)* 
1  Ruthe  stt  IS  Fkia«. 
Das  Meilennmaw  der  bekannten  geographiacheB  Meile. 
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1  Quadratruthe  (%  Are), 

1  Acker  2u  164  Qoadratrutbeu  (V»  Uectare). 

K5rpermaas8. 
1  Sehachtnitlie  m  Kvbtklbf», 

1  Klafter  zu  108  Kubikluss  (bei      Fass  Scheiüäuge),  3  Kilolitre, 

1  t^cbeffel  (zu  70  Litres  französisches  IMaass)  in  4  \  ierlel  oder 
16  Metzen  ,  jede  zu  5  Maass  theilbar,  de-^seTi  HaumiDhalt 
einen  Zollcentner  Roggen  mittlerer  Qualität  lasäl, 

1  Eimer  gleichen  Inhalts  (Vio  Hectolitre)  zu  80  Maass  oder  Flascbes. 

Gewicht- 

Der  ZoUceDtoer  (80  Kilogramme)  k  100  Pfand* 

Das  ZoUpfund  zu  32  Lotb  a  4  Quentchen. 

Die  Begrüuduog  dieser  Vorschläge  mass  man  in  dem  Gat- 
•chten  S.  36  —  S.  40  selbst  nachlesen.  Auf  S.  40  —  S.  44  £kU 
der  Verfasser  ein  Gutachten  über  einen  in  der  Beilage  «nr  deut- 
schen Zeltung  vom  19,  Oktober  1847  gestellten  Antrur  Ton  eines 
Herrn  Heneelidl  In  Beaiig  auf  Vereina-Maaea  vnd  Gewteht 


*       '   !  ■»- 
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Systeme,  liebr-  und  WSrterbfleher. 


^  l^yiirbitcii  der  Mathematik  für  den  Schal-  und  Selbät- 

nte||l[cht  TOD  Dr.  W.  A.  Wilde»  Professor  am  Gymna- 
iain  i«  Star  j^ard.  Z  w ei  ter  H  an  d.  Auch  unter  dem  Titel: 
^ehrbuch  der  A  r  i  tb  in  et  i  k  für  den  vSchul-  und  Selbst» 
uterricht  Zweiter  Band.  Die Gleichungs-»  Beziehuo^s- 
jU.U|^lAatlon8 lehre.  Mit  einer  Figurentafel.  Leip- 

1*  Der  erste  und  dritte  Band  dieses  cmpfehleasv^  ertiieD  Lchrbacbes 
M  Im  Literar.  Ber.  Nr.  XXIV,  S.  m  and  Nrl  XXX.  8.  449. 
rtgezdict  worden.  Was  dort  fiber  seine  Eigenthilmtiebkeit  and  sa 
('ioer  Empfehlung  gesi^  werden  ist,  gilt  auch  von  dem  vorlie- 

enden  zweiten  Bande,  und  es  ^efMlc;t  (Inher  ,  den  Inhalt  dessel- 
€n  hier  anzoijeben:  G  leichunfj  s  I  rhr  r  ( Altjehra).  Erster 
ibschnitt.  Einfache  Gleichungen.  Anliatig  zum  ersten  Ab««chnttt. 
Blimmation).  Zweiter  Ab  schnitt  Quadratische  Gleichungen. 
UihaDg  zum  z^^eiten  Abschnitt.  (Kettenbrüche ,  unbestlnirote  Glel- 
fcungen).  Dritter  Abschnitt.  Höhere  Gli'icbnnijeTi.  Anbang 
um  dritten  Ab-^cbnitt.  Directe  Auflttsunp  der  enbiscbeu  und  bi- 
uadratischen  Gleichungen.  —  B  e  ziehungslc hr  c,  (VerhKlt- 
wse,  Proportionen,  Logarithmen,  lieihen).  Vierter  Abschnitt 
Verhältnisse  and  Proportionen.  Fflnfter  Abschnitt.  Logarith- 
men. S  e  ch  s  t  e  r  A  b  s  ch  n  i  ti  Reiben  (Progressionen).  Anhang  zum 
Prhsten  Ab^srbnitt  i'Aum-  und  TJentenTerfinung.  Arithmetische 
^eihen  höberer  Ordimagea).  {Siebenter  Abschnitt  Combina-, 
iribche  Gruodoperationen. 
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Beitrfiee  zur  meteorologischen  Optik  und  zti  ver- 
wandten  VVissenschaft^e  n.    In  zwanglo&ien  Heften  her- 
ausgegebeo  von  Jobann  August  Grunert  ErstcrTbciL' 
«  Erstes  Heft.  Mit  einer  lUhograpbirten  Tafet.  Leipzig, 
184a  8.  IThlr. 

tlin  wie  uicbtiger  und  interessanter  Tbeil  der  gesanimten  rSa* 
torleiire  die  ueteoroloffisehe  Optik  ist,  seMnt  wt  i«  mmtnt 

Zeit  voHetliidiir  erkannt  worden  na  sein,  uod  auch  der  Name  die- 
ser Wissenschaft  ist  neu,  wenn  :\\u  h  schon  in  sehr  altiT  Zeit  die 
LicbterscheiniiMirpn  in  der  Atuumphäre  der  Aufmerksamkeit  <1^. 
Naturforscher  .sich  nii  lit  entziehen  konnten,  und  schon  »ehr  früh; 
mannigfaltige  Versuche  ^u  deren  Erklärung  gemacht  worden  sind. 
Seipr  yiifi  Mt  aber  in  dief er  Wiaeensobaft  noch  ^  wi^jjuii^^,.mmä 
sie  ifcrer  8o  In  zn  \viiri.«tchenden  Vollkommenheit  nlaer  ^ef^ikrt 
werden  soll.  Ueslialh  Inhe  ich  jetzt  den  Versuch  eewRet,  einen 
schon  vor  iäniicit*r  Zeit  i;efaj«sten  Entschluss,  nai-li  iiM  lirfarh*»r 
Ueberlegung  desselben,  in  Ausführung  zu  bringen,  und  unter  dem 
obigen  Titel  eine  eigne  der  meteorologischen  Optik  gvwtdaiete 
Zeitschrü't  in  zwangtosen  Heften  herauszagebea.  fis  ist  eine  ava- 
ftthrliche  AnkGndigun^  dieser  Zeitschriß  ausgegeben,  und  ge\ri»> 
Hennnssen  als  V(»rr»Mlo  /ii  dem  ganzen  Werke  nnrh  dem  ytA 
er.schienenen  ersten  lielt»*  des  ersten  Theils  vori^edruckt  ^%orileu, 
aus  welcher  die  Leser  <les  Archivs  den  Zweck  der  Heitr.i^e  zur 
meteorologischen  Optik  TollatSndia  eiaeben  kSnnen.  Ich  benMrkc 
daher  hier  nnr,  dass  Alles,  was  In  tiieoretiscber  oder  praktiachcr 
Heziehnns:.  also  aiil'  deni  W'eL'»*  ru);ilytischer  Ent\virklun»jcn  nnj 
geometrischer  Üetraclitunuen ,  oder  auf  dem  Wege  tler  Hpnfiacli- 
tung  und  des  Versuclis,  auf  dem  Wege  historischer  und  amiuuä- 
rischer  (Jutersuchungen,  so  wie  auch  durch  pooulSre  Darstelfun- 
j;;eQ«  zur  l^'irderung  der  meteorologischen  Optik  beitragen  kann, 

'  in  den  Kreis  der  neuen  Zeitschrift  gezogen  werden  soll.  \  on  des 
eiGrentÜrhen  atmosphärischen  Lichlerscheinuniren  gehnren  also  y. 
A.  hierher :  <lie  l)urehsichtii:keit  der  Atraosidiiire;    iVui  iiliiiie  df» 

'  Uimniel.s;  die  !\loruün-  und  Aljcndrüüic,  überhaupL  die  versciiie' 
dene  Fürlma^  des  Himmels;  die  scheinbare  Geatait  des  Hinmels- 
^ewölhrx;  iiiQ  verschiedene  Grosse  und  Geiftalt  der  Sonne  und 
äts  Monds  in  verscliiedenen  Hüben  über  (1( m  riorizonte;  die  Darr 
raerung  und  was  damit  /.usammenhäni;t;  der  Polarisnt'Tf>f)S7o>itar>d 
der  Atmosphiire;  die  sogenannten  Hayons  crepuscuiaireä  und  dl« 
Bandes  poiaires;  das  sogenannte  W'asscrziehen  der  Sonne;  dei 
Regeatiogen,  naturlich  auch  der  liondregen hosen;  die  kleinere 
und  grösseren  Höfe ,  die  Nebensonnen  und  Nebenraonde ,  so  wii 
die  für  diese  Lehre  sehr  wichtige  Krvstallisation  des  Eises;  da? 
Kunkeln  der  Sterne:  die  Lnltsiiiegemn^;  die  terrestrisehe  un^ 
astronomische  Strahicnbrechung  int  weitesten  Umfange;  der  ii 
vielen  Bexiehonaen  so  wichtige  Znaammenhang  der  atnosphSr» 
sehen  LIchterscbeinungen  mit  den  flbrigen  mdeorologischen  Er 
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»cheinuAgeu ;  die  atmofiobärioche»  LichtertchAioiuiaeu  al«  Vor- 
boten m  Wetters;  ued  naoehes  :Andere,  waa  hifr  Mbt  allea* 
naiiihaft  gemacbt  werden  kaan.  Aaaair  Aaaaa  eigeotlicfaea  ataia* 

spbSrieclieD  LIcMeracbetnungen  aollea  aber^  auch  noch  maache 

andere  Phnnonn'Tio,  welche  mit  Lichterecheiininnen  am  Himmel 
verhuiiden  sind,  wie  z.  Ii.  das  Nordlicht,  das  notli  jschr  in  Dunkel 

gehüllte  Zodiakallicbt,  selbst  auch,  wenigstens  zum  Theil,  die 
iternschnuppen  und  Feuerkugeln,  in  den  KreiM  der  neuen  Zeit- 
achrifl  gezogen  werden,  im  aa  einen  und  demselben  Orte  Vielea 
zu  vereinigen,  was  5;onat  nur  an  Teracbiedenefi  Orten  sehr  aer- 
streut  angetroffen  wird. 

Sowie  «cbon  in  der  besonders  atjsgegebeneu  Anküniiiguog  eriauJoe 
IdiBdr  nua  aueb  hier  die  geehrten  LeiMr  des  Archive  aufinifordeiii, 
aiidl  durch  recht  Tieie  Btttrige  au  der  neuen ,  der  meteorologi- 
schen Optik  vorzugsweise  gewidmeten  Zeitschrift,  sei  es  durcl» 
theoretische  Abbandtungen,  oder  durch  IMittlieiUing  von  lieohach- 
tungen,  bei  denen  besonders  auch,  wo  es  die  INatur  des  (iegen- 
»tajides  und  die  VerhaUnisse  gestatten,  auf  sorgfältige  Messungen 
Rflchalcht  an  Dehmen  aetn  mfichte,  auf  welehe  genaue  Rechnen« 
gen  gegründet  werden  küunen,  feruer  durch  populäre  Aufsätze  oder 
durch  historische  Untersuchungen,  h<i  der  Il(>rau8gabe  der  j^eit- 
sciirift  zu  unterstützen,  wehet  ich  zugleich  bemerke,  da«s,  was 
mir  in  fremden  Sprachen  als  Originalabhandlung  mitgetbeilt  wird, 
in  der  Regel  auch  in  derselben  Sprache  in  die  Zeitschrift  au%e- 
nomnien  werden  wird,  wodurch  aber  Uehersetzungen  aus  aeit 
erscheinenden  aueländischen  Werken  aatfirlicb  nicht  ausgeachioaaen 
werden. 

Dan  irorliegende  erste  Heft  des  eraten  Thelle  enthSIt  eine 
theoretische  AiVhandlung  Ober  den  Uegenhogen  und  einige  Benier« 
kungen  über  die  Krystallisation  des  Eises  von  dem  Herausgeber 
der  Zeitschrift.  In  der  Abhandlung  üher  den  Regenbogen  ist  die 
Theorie  dieserpracht\ ollen  Ersefieinnng  auf  einen»  mehr  elenuntai  (»n 
geometrischen  vVege,  und  auch  mit  Anwendung  der  durch  die  analv  li- 
aclie  Geometrie  dargebotenen  Hülfsnilttel  dargestellt,  und  nament- 
lich ist  dabei  auch  die  bekanntlich  in  einer  hesondern  l^eziehung 
wichtige  elliptische  (iestalt  der  Tropfen  ausfiihrlicb  berücksichtigt 
worden.  Vielleirlit  dürfte  aiK  Ii  die  voüstnuflii^e  Auflösung  der  in 
der  Theorie  de.^^  iiegcnbogcns  vürkunimenden  culiiischen  und  bi- 
quadratischen Gleichungen  im  ersten  Tfaeile  der  Abhandlung  ein 
besonderea  Interesse  darbieten*  Den  noch  nicht  jganz  yolbtandig 
und  einleuchtend  erklärten  jCherzShligen  oder  sekundSreu  Bogen 
ist  hesondere  Aufraerksamkeii  eeschcnkt,  nn<l  <lie  verscJsiedcnen 
ErkLiriiiiLTsweisen  »lerselben  sina  vollsfandii;  aniieluhrt  udrdeu;  für 
den  von  deui  Ueraus&eber  selbst  aufgestellten  Erklärungsversuch 
dieser  ttera&hKgen  Bogen  nimmt 'deraellie  die  betobdere  Naoh* 
siebt  der  Leser  in  Anapruch  und  bittet  nuf^eich,  die  Hanptabsicfat 
bei  diesem  Erklärungsversuche  nicht  zu  verkennen,  welche  darin 
bestand,  die  IVewton'scbe  Theorie  des  Kegenbogens  auf  eine  so 
vollständice  und  ronsequente  Weise  wie  niöfflirti  durchzufuhren, 
oline  zu  ganz  neuen,  dieser  Theorie  an  sich  liemdeü  Hülfsmittein 

bei  der  Erklärung  dea  Regenbogens  aeine  Zuflacbt  nehmen  au 
mfiaaen. 
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loh  würde  mich  sehr  freuen,  wenn  es  auch  dieser  neaen  Zeit- 
schrift gelingen  sollte,  f^'wh  Theilimhroe  und  das  Interesse de4 
betreffenden  Publikums  bald  zu  erwerbe». 

Der  Preis  eines  niw  vier  Heften  bestehenden  Bandes  mt4 
3  TUr.  nickt  fliierstsisen.  Gr. 


Vermteclite  8<dirifteib 


In  Mager*s  PSdagogischer  Revae.  Nennter  Jsbrgane.  Band 
XVin.  XIX.  XX.  Aprii  1848.  Nro.  4.  S.  226  ff.  findet  skh  die 
erste  Abtheilung  einer  Abhandlung,  welche  fiberschrieben  ist: 
„Üeber  die  sogenannten  oriranisch-wisseTischaftlichen 
Lehrgebäude  der  Elementar -Mathematik,  welche  der 
Herr  Prot.  Keuter  zu  Aschaffenb urg  nun  schon  seit  ge- 
ranroer  Zeit  erfunden,  und  snr  wahren  HellsfUrdernng 
des  Unterrichts  in  wenigstens  2i  Heften  der  Neuen 
Jahrbücher  für  IMiilologie  und  P&dagogtii:  nicht  bloss 
auf  das  Dcntlirhste  Ii  es  rh  rif  bei\,  sondern  auch  auf  d.is" 
Angel  en  tlichätc  der  a  1 1  ü  <^mein  en  Beachtung  emptohleo 
hat.  Von  Professor  Grabow  in  Kreuznach/'  —  £s  »irc 
sn  wflnschen,  dass  noch  manchen  andern  mathematischen  Recen 
sioiisfabriken  und  Recensionsfabrilianten  eins  gleiche  dJbfertigung 
sa  Theil  werden  mdehte. 


Die  Jahrbücher  für  Wissenschaft  und  Leben.  Her- 
ausgegeben vüti  Dr.  Ludtvi^  Noack.  Der  Jahrbücher 
für  succulative  Philosophie  dritter  Jahrgang.  I8IB. 
L  Heft.  Januar.  Darmstadt.  1848.  enthalten  5  —  S.  Ü 
den  Anfang  eines  sehr  lesenswerthen  Aur^atzes  Ton  Herrn  Prof. 
Dr.  Reuschle,  welchrr  die  Ueberschrift  führt:  „Kepier,  Probe 
einer  philosophischen  Lebeosskizze." 


Berichtigung. 

Von  dorn  geehrten  und  höchst  eitisicht«voIlen  Rccenscnten  meiner  im 
Lllsr.  Ber.  Hr.  XL11.  S.  SOS.  angexeif^  Sdiilfls  „Ueber  die  arfttler* 
EntfernnDg  einer  Figur  too  einem  Vuultte*^  in  den  Heidelberger  Jahr- 
bärhern. 1848.  Mai  und  Jnnl.  S.  459.  bin  ich  atif  rin  Paar  nrnrltff lilrr 
(oder  vielniehr  Schreibfehler)  aufraerksam  gemacht  wonieii)  die  ich  hier, 
mit  dem  aabeldigsten  Olabe  iftr  dm  Herrn  Recenmicn,  mu  K«mlBiis 
4er  geehrten  Leser  des  Arebirt  bringe: 

S.  T-2  Z  8  V.  u.  «tatl  „der  Spitze  9C"  und  Gegenseite'*  a.  m. 
^dera  l'unk  t«  0  '  und  „Seile^'^  S.  73.  3.  v.  o.  ttsU  „der  Soits  e 
„Gegenseite**  i.  m.  „dem  Pnelrte  0**  und  „Seite''; 
8»  TS*  Z.  13.  T.  n  ntatt  „der  Spitze  (F/^  und  „Gegenteile*'  e.  m. 
„dem  Punkte  0"  und  Seite":  S.  T5.  Z.  v.  o.  statt  ,«ert|en** 
«.  ra.  „lotsten**!  2*  10  v.  o.  etstt  t.  m.  »iE^V'** 
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ülterarisclier  BericlLt 


Arlthnetlk. 


Der  Lebeosvertrag.  Zwei  neue  Sätze  uod  füof  und 
zwaozig  neuberechnete  Lebenstafeln.  Von  Dr.  M.  G. 
TOB  Paacker.  Bosonderer  Abdruck  aus  dem  HL  Heft 
der  Kurl.  Geeellachaft  fflr  Literatur  and  Kunst.  Mitau. 
1847.  8. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  aus  mehreren  Gründen  eine 
aOgcmemere  Beachtung  und  Verbreitung  sehr  xu  verdieneus 

1>  Tvei!  die  betreffenden  Rechnuniren  «^^mmtlich  ohne  Hülfe 
▼on  roriuelö  und  aigehraisrhen  Ent^vickelmiufn ,  bloss  mit  Hülfe 
der  gemeinen  Arithmetik  in  derselben  auszulühreu  gelehrt  werden; 

2)  wegen  der  ihr  angeliftigteii  neu  berechneten  sehr  zweck- 
nieiigeD  und  die  Reefmungen  wesentlich  erleichternden  Tafehi; 

9i  weil  in  derselben  die  Einrichtung  oder  die  Statuten  einer 
groseen  Annbl  «»BnltlindiecheT  Lebensetlftungen*'  die 
als  VetUlder  Or  ihnlkhe  Sliffamgen  dienen  kennen,  milgedieill 
wttden. 

Jedenfalls  hat  sich  der  Herr  Verfasser  um  die  bctreffeuden 
Anstalten  und  solche,  die  mit  dei  Elorichtnu«  wm  Lebensstiftnn» 
gen  ideh  so  beschäf^ien  heabsichtigen,  ein  Verdienst  erworben« 
und  machen  nir  daher  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  sul  die- 
selbe aufinecksw.  , 

•  :  • 
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Üleometrle« 


Lehrbach  der Blementargeometrie,  mit  einer  Sarom- 

luns;  von  Aufgaben  von  F.  Rummer,  Hauptiehrer  an  der 
hühern  Bürgerschule  und  an  der  Generbschule  zu  Hei- 
delberg. Erster  Theil.  Ebene  Geometrie.  Zweite  ver- 
besserte und  vermehrte  Aollage.  Ueideibere.  1848.  8. 
MSgr. 

'  Dieses  deutlich  und  zweckrofissiff  verfaaste  Bleaeotariehrbttch 
ist  aus  seiner  ersten  Auflage  hioreiäend  bekannt 

Die  merkwfirdigen  Punkte  des  Dreiecks  mit  Rfldc* 
sieht  auf  harmonische  Theilung.  Eine  reiche  Fundgrube 

von  UoImi  II  iis  aufgaben  aus  der  coii  st  mir  enden  Geome- 
trie, ebenen  T  rigouoinctrie  ii  n  il  Ali;ebra.  Von  Dr.  Au- 
gust VViegand.  Zweite,  gänzlich  umgearbeitete  und 
vermehrte  Auflage.  Halle.  1848.  8.  t6  Sgr. 

• 

Jeder  Mathematiker  weiss,  wie  viele  interessante  Beziehun- 
gen die  sogenannten  mcrkwördlijen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
darbieten.  Es  war  daher  ein  glücklicher  Gedanke  des  Herrn  Ver. 
flissers,  diese  ganze  Lehre  In  syMemattschem  Zosanutteidiaoge 
aosfuhrlich  zu  bearbeiten,  und  dadurch  zugleich  ein  System  bOcAst 
zweckmässiger  Uebungsaufgaben  für  die  auf  dem  Titel  genannten 
Theile  der  Wissenschaft  aufzustellen.  Die  Ausführung  dieses  Ge- 
dankens von  Seiten  des  Herrn  Verfassers  lässt  nicfits  zu  ^run- 
scheo  übrig,  und  die  verschiedenen  Aufgaben  sind  oft  mit  beson- 
derer Eleganz  behandelt;  zugleich  ist,  wenn  aach  vorta^sweiae 
die  trigonometrische  und  algebraische  Methode,  die  der  Herr  Ver- 
fasser m  dieser  Schrift  mit  vorzüglichem  Geschick  und  oft  auf  sehr 
einfache  und  elegante  Weise  handhabt,  Anwendung  gefunden  zu 
haben  scheinen,  für  möglichste  Abwcchselui^  der  Methoden  ge* 
sorgt  worden,  so  dass  wir  diese  Schrift,  so  wie  zu  allgemeiner 
Berocksicbtigung  in  Bezug  aef  Ihren  interessanten  Inhalt  an  sich, 
namentlich  auch  alles  denen  sehr  empfehien,  yvelcbe  sich  In  der 
feineren  Geometrie  zu  üben  beabsichtigen.  Der  iohaU  |b  einem 
nur  ganz  allgemeinen  Umrisse  ist  folgender: 

1.  Die  mer  J{  würdig  en  Pinikfc  des  g  leichschenk  Ii- 
en  Dreiecks.  Erster  Abschnitt.  Vier  merkwürdige 
unkte.  Kap.  I.  Einleitende  Bemerkunsen  über  die  Reibenfolge 
det  merkwünAgen  'Punkte.  Kap.  II.  Ttigenevetrisdie.  Bestrai» 
mung  der  Abstände  der  merkwürdigen  Punkte  von  einander  und 
von  den  Hnhcnpnnkten.  Kap.  Hl.  Bestimmung  der  Abstände  der 
merkwürdigen  Funkte  von  einander  und  von  den  Höhenpunkten 
durch  Höhe  und  Seiten.  Kap.  IV.  Die  merkwürdigen  Punkte  und 
die  Huhenpunkte  als  harmonische  Punkte^  Zweiter  Abschnitt 
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Sieben  merktvflrdi  ge  I'unkte.  b^.  I.  Gegeoseitige  Lage 

tintl  Abstände.  Kap.  II.  INeue  Grnppen  barraoniscber  Punkte. 
Kap.  III.  Schlus8betracljtun2:cn.  Dritter  Abschnitt.  N*»un 
Punkte.  Kap.  I.  Der  IMUtelpunkt  des  Kreises,  welcher  die 
Seiten  halbirt.  Kap.  II.  Der  Mittelpunkt  der  Höhe.  —  U.  JJie 
merkwürdigen  Punkte  de$  ungleiek»eitia en  Dreieeki, 
Vierter  Abschnitt  Kiip.  L  VorbereituQg.  Kap.  U.  Kbnno- 
nSacbe  StraUenbÜflcheL 

Die  IvMere  AttMtatfuag  fart  b  jad«r  fiesMmig  vMOgSek.  ' 

MOebte  es  doeh  dem  Herni  Terfesser  '  gefallen ,  avcti  die 
merkwürdigen  Pankte  des  sphifleehen  Dreiecke  la  ilmliclier  lebr- 
relefaer  Weiee  t«  bebandehi. 

Das  Malfattische  Problem,  alc^ebra!  pplTts  t  von 
C.  Adams.  Procramni  der  Generhschule  zu  Wintertbiir 
für  das  .Schuljahr  1848.    Winterthur.  184S.  4. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  schon  durch  eine  frühere,  im 
Liiterar.  Bericht  iSr.  XXX.  8.  451.  angezeigte  Schrift  um  das 
üalfeHI'eehe  Problem  verdient  gemacht,  in  welcher  er  Danentltch 
eine  neue  einfache  Construction  dieser  Aufgabe  nebst  deren  voll» 
ständiger  Analysis  roittheilte.  Das  Mailattrsche  IVohleni  ist  in- 
dess  bis  jetzt  überhaupt,  und  auch  von  dem  Herrn  Verfasser  in 
seiner  früheren  Schrift,  zu  einseitig  aufgefasst  worden,  indem  sieb 
die  Auflosung  auf  den  einzigen  I^I,  wo  die  Seiten  des  Dreiecks 
selbst  t  nicht  ihre  Verlängerungen  berfibrt  werden,  beschr&ikt 
Liest  maa  jene^  Verallgeroelneraog  zu ,  wie  es  dem  Geiste  der 
neueren. Geometrie  durchaus  gemKss  ist,  so  giebt  es  nicht  nur 
einen,  es  giebt  sechzehn  verschiedene  Fälle  der  Losunp.  In  die* 
eem  umtaäscndeo  Sinne  die  Aufgabe  zu  behandeln,  iat  der  Zweck 
der  ▼orllegeoden  Abhandlung,  welche  daher  als  Supplement 
zu  der  früheren  Abhandlung  des  Herrn  Verfaseers  über  deneel« 
ben  Gegenstand  zu  betrachten  ist.  Für  alle  diejenigen  TiCser, 
welche  mit  den  früheren  rtnsfjezeichncten  geometrischen  Schriften 
des  Herrn  Verfassers  bekannt  sind ,  brauchen  wir  nicht  noch  zu 
bemerken,  dass  auch  diese  neue  Schrift  durch  Einfachheit  und 
Eleganz  der  Daretellimg  nnil  der  Entwickelungen,  ee  wie  dunib 
Eigenthfimlicbkeit,  welche  überall  dem  Gegenstande  neue  Seiten 
abzugewinnen  vorsteht,  sich  anszeirhnet,  und  empfehlen  dieselbe 
allen  denen,  weiche  sich  für  die  Innere  Geometrie  interessiren» 
aogelegentbübst  zur  sorgfältigsten  Beachtung. 

Cubatnren  durch  elementare  Summ ati on  o n.  Eine 
Abhandlung  von  Dr.  £.  A.  Wolfram,  K.  Lehrer  der  Ma- 
thematik an  der  tecbniecben  Anstalt  an  Hof.  Hof.  1848. 
8.  6  Sgr. 

Wir  haben  in  diesem  Schriftchen  nicht  eben  etwas  I^eues  ge- 
teden,  indem  alle  Cnbataien  sieh  auf  die  Smnknlrang  der  Potesk- 
s^n , der  natürlichen  Zahlen  gründen,  was  bekanntlich  eine  scben 
oft  angewandte  Methode  ist  Weil  jedoch  auch  KOrper  vorkom- 
men .  die  nicht  in  die  gewChDlirhen  Elemente  gehören ,  so  mag 
4ie  Sciirift  für  mandie  Xieser  lehrceicb  seia.    Die  iMhandeiteii 
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Körper  s\nd:  Rotationskörper  im  Alifi^emeinen ,  Ke^el,  Kugelveg- 
in*"tir,  Anpollofiischei*  Hotationsparaooloid ,  (-ubisches  Uotnrion*. 
|>arabolüid>  Rotattonseilipsoid»  iiotation«byperboioid,  P^tamide. 

Analytische  Geometrie  in  der  Ebene  nnd  im  Räume 
nebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trij^onometrie.  Ton 
Lefebure  de  Ponrcy.  N^acb  der  fünften  Ori|rtnat-Aiir 
läge  in«  Deutsche  ilbertragen  von  Fr.  Gruner,  Haupt- 
lebrer  an  der  K.  RealansUlt  in  SiaUgltrt.  SUItgatt 
1848.   8.   1  Thlr.  21  Sgr. 

Ein  in  Frankreich  sehr  beliebtes  Lehrbuch,  was  eine  Ueber- 
traguiii:  Deutsche  wohl  verdiente.  Die  Uebersetzung  uod 
äussere  Ausstattung  lassen  nichts  2U  wünschen  übrig.  Dass  der 
Beir  UdbcKMiier  in  der  epblrinclm  Tiiconemeble  Um  emmiA 
sehen  Gleicbangen  beiftgte»  veidient  Anetvennung.  I>en  schoaee 
Lehrsatz  von  (  auchy  über  die  Anzanl  der  zwischen  gegelienco 
Gränzen  liegenden  imai^inaren  Wurzeln  einer  Gleichung  (m.  vrgl. 
Archiv.  Theii  1.  S.  lÖ.),  welcher  neine  Entstehung  geometrischen 
Betrachtungen  verdankt,  so  \fie  überhiuipt  Vieles  über  die  tri^* 
noniettlsehe  Anftöstmg  der  Gtelekmigeo»  bat  iieir  Lefebnre  de 
Fourey  nach  in  dieses  Werk  aoi^noinmen,  was  denedben 
denfiiUe  so  beeondeter  Empfebflnng  gereicben  wird. 


»  1 

Praktische  Geometrie. 

Die  Elemente  der  Geometrie  und  deren  praktische 
Anwendung  für  den  Bürger  und  Landivirtb.  Nach  eioer 
veransobanlicbenden  Metbode  bearbeitet  von  Dr«  Av^ 
Wiegand,  Königl.  Oberlehrer  an  der  Reaiadiole 
Halle.  Mit  vielen  iti  den  Text  eingedrnekteii  Bei'* 
•cbnitten.  Halle.  1848.  8.  10  S«r.. 

Der  geodätische  Messappatat  und  sein  Gebrauch- 
Fin  Hülfsmittel  beim  Vortr.i'^e  der  GcoTnetrle  auf  hS* 
heren  Lehranstalten  zur  Hin*veibunu  auf  die  prakti- 
sche Anwendung  dieser  Wissenscii a ( t.  Von  Dr.  Aog> 
Wiegand»  KSnigl.  Oberlehrer  an  der  Realschule  at 
Halle.  Halle.  ISla  8.  6  Sgr. 

Diese  beiden  in  gewisser  Bezielmn»?  ztisanimengehöreodeß 
und  sich  jgegenseitig  ergänzenden  Schritten  entsprechen  ihrem  auf 
dem  Titel  genannte  Zwecke  reebt  wohl.  In  der  zw^ten  Schrift 
ttScbten  freilich  die  Holzschnitte  etwas  besser  sein,  was  jedoci 
natürlich  nicht  Schuld  des  Herrn  Verfassers  ist.  Dass  derselbe 
m  der  zweiten  Schrift  auch  die  Messinstruniente  des  bekannten 
l^astors  Hommershausen  beschrieben  hat,  ist  ganz  recht  und 
sweckmässig,  da  diese  Instrumente  meistens  sinnreich  eingericb* 
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tet  t»ind  uad  eine  weitere  Verbreltuns;  wohl  verdieoeo;  jedoch  darf 
mao  von  deaselbeo,  wie  uns  selbst  die  £rfabning  gelehrt  hat,  ja  nicht 
mehr  verlangen,  als  sie  zu  leiateii  im  Stande  sind,  was  iMUiieDt« 
Höh  vott  dem  sonst  guasninnrdcb  eiogeriekleteB  Spiegeiniveaagllt 

-  -  • 

Die  Instrumente  und  Werkzeuge  der  bvheren  und 
Dl^deren  Meg^kunst,  so  wie  der  geometrischen  Zeicb- 
nenkanstf  ihre  Theorie,  Consf ruction,  Gebrauch  und 

Prüfung.  Zum  Cnt erficht  und  Selbststudium  l)e ar- 
beitet vor»  r.  F.  .S  (  Ii  II  f»  i  1 1  e  r ,  ri  V. -T  nn  en  ieu  r.  Mit  '213  Fi- 
l^^urcn  iu  lloi  z  e»  tlj  II  i  1 1.   Leipzig.  J818,   8.  1  Thir.  12  Sgr. 

Es  war  jedenfalls  ein  sehr  ^Iflcklicher  Gedanke,  einmal  eine 
vollständige  !><  s(  hreihnnij  riller  in  der  niederen  und  höheren  Mess* 
kunst  (Geodäsie  mit  Kiii><'hlus.s  der  Markscljeidekiinst  und  selbst 
aucii  der  wicbtigs^ten  nautiätcheo  Instrumente)  zur  Anwendung  kom- 
nenden  Instrumente  xa  ttefem  und  Anleitung  zu  deren  Gebrauch 
und  Beriobtlguog  in  systematischem  Zu»>ammen hange  zu  |?eben^ 
nach  dem  gegenwärtigen  Zustand«  der  Kunst  und  der  Wissen- 
schaft, gewissermassen  eine  neue  Ausgabe  von  der  zu  ihrer  Zeit  in 
grosser  Achtung  stehenden  Mathematischen  Werk  schule 
von  Bion,  3.  Aufl.  von  J.  G.  Doppelmayr.  3  Thle.  Nürn- 
berg. 17z6.  4.,  und  einiger  anderen  ftbnlicben  Werlte,  deren 
Anzahl  jedoch  nicht  gross  ist»  an's  Licht  zu  stellen.  Auch  kOn* 
nen  wir  dem  Herrn  Verfasser  aus  Ueberzeugung  das  Zeugniss 
geben,  dass  er  sich  seiner  Auft'nlje  mit  vollkommener  iSarhkennt- 
niss  und  auf  eine  wahrhaft  praktisciie  Weise  unterzogen  hat;  die 
Terlagiibandlunj[  aber  bat  rCilcksicbtlich  der  Ausstattung  *  oament- 
lieh  auch  rücksichtfich  der  treHRichen  Holzschnitte,  213  an  der 
2fthl ,  Alles  gethan,  ^vas  man  nur  verlangen  und  erwarten  kann, 
60  dass  in  dif'sf'r  Beziehung  kaum  etwas  zu  wünschen  übrig  blei- 
ben dürfte.  Wir  halten  dalier  dieses  Buch  für  ein  einem  jeden 
Geodäten  nicht  bloss  nützliches^  sondern  geradezu  unenthehrUches 
Bncb,  und  empfehlen  es  der  sorgfältigsten  und  allgemeinsten  Be* 
acbtung.  Leider  müssen  wir  uns  hier  mit  der  folgenden  nur  ober** 
flächlicheti  Angabe  des  Inhalts  ficujuigen,  der  wir  nachher  nocb 
eliüge  wenige  Uemerkungeu  beifügen  wollen: 

Einleitung.  I.  Die  Instramente  und  Werkzeuge.  A.  Die 

Instrumente  und  Werkzeuge  zum  Messen  und  Absterken.  H.  Die 
Instrumente  zum  Ah^tpeken  und  Messen  horizontaler  Winkel. 
C.  Instrumente  zum  Messen  vertikaler  Linien  und  Winkel.  D.  In- 
strumente zum  Bestimmen  horizontaler  Richtungen  und  Ebenen 
oder  NiTeUii'*lAstrumeDte-  E.  Instrumente  und^  Hülfsmittel  zur 
grepklschen  Darstellung  oder  geometrischen  Zeichnung  des  Ge* 
me*!«;enen.  II,  Die  ToTis ervation  der  Instrumente.  An- 
hang I.  Die  Preise  der  Instrumente  und  Werkzeuge  der  gesamm- 
teo  Messkunst.   II.  Tabelle  der  bekanntesten  Liiugenuiaasse. 

In  dem  Abschnitte  A.  hätte  der  Herr  Verfasser  immer  anth 
das  zwar  sehr  einfache .  aber  für  die  Schifffahrt  buchst  wichtige 
Log  (oder  die  Logge;  nach  seiner  gewöhnlichen  und  nach  der 
verbesserten  Einricotung  von  Bouguer  beschretlieB  kSnneo.  In 
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(lern  die  Theodoliten  betreffenden  Abscluiitte  haben  «\ir  unfern  eine 
vollständige  bildliche  Darstellung  der  trelüichen  und  auch  in  ihrem 
äuHseren  Bau  höchst  eleganten  Theodoliten  von  Pistor  (oder 
Reichen  buch)  vermisst;  auch  hätte  in  diesem  Abschnitte  wohl 
etwas  über  die  Theodolit<Mi  mit  sogenanntem  gebrochenen  Fern- 
rohre gesagt  und  eine  Abbildung  eines  solchen  Instruments  gege- 
ben werden  sollen,  da  dergleichen  Instrumente  allerdings  verschie» 
denc  eigcnthümlichc  Bequemlichkeiten  darbieten,  tvelche  andere 
Instrumente  nicht  in  gleichem  Maasse  zu  gewähren  im  Stande  sind 
Dass  der  Herr  Verfasser  den  Reflections  -  Instrumenten  besondere 
Aufmerksamkeit  gewidmet  hat,  verdient  alle  Anerkennung;  jedoch 
hatten  wir  neben  der  Beschreibung  der  neuen  Pistor'schen  paten« 
tirten  Reflections- InstruMiente  auch  eine  Beschreibung  der  Steio- 
heirschen  Prismenkreise  zu  linden  gewünscht  Dass  bei  den  Ni- 
vellir- Instrumenten  nicht  ausführlich  auf  die  treHlichen,  aus  dem 
Wiener  polytechnischen  Institute  hervorgehenden  Nivellir- Instru- 
mente, und  deren  eigenthündichen  Gebrauch,  worüber  man  allcj 
Erforderliche  in  der  T h eor etisch en  und  praktischen  Anlei- 
tung zum  Nivelliren.  Von  S.  Stampfer.  Zweite  Auf* 
läge.  Wien.  1847.  fmdet,  Rücksicht  genommen  worden  ist, 
hahen  wir  für  einen  wesentlichen  Mangel  des  vorliegenden,  sonst, 
wie  schon  gesagt,  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlenden  Buchs; 
auch  wäre  in  diesem  Kapitel  wohl  etwas  über  die  sogenannten 
Kollimatoren,  welche  überhaupt  grossere  Berücksichtigung  verdie- 
nen dürften,  n\»  sie  bis  jetzt  gefunden  zu  haben  scheinen,  zusa- 
gen gewesen.  Üeberbaujit  hat  sich  der  Herr  Verfasser  vorzugs- 
weise an  die  Constructionen  des  Herrn  Breithaupt  in  Kasseli 
dessen  Preisverzeichniss  auch  am  Ende  des  Buchs  mitgethcilt  ist, 
gehalten,  die  zwar  wegen  der  Wohlfcilbeit  und  der  meist  zweck- 
mässigen Anwendung  der  durch  dieselben  hergestellten  Instru- 
mente in  der  Praxis  bei  den  Geodäten  mit  Recht  sehr  beliebt, 
aber  doch  nicht  überall  so  vortrefflich  sind,  dass  sie  nicht  von 
anders  construirten  Instrumenten  in  mehreren  Fällen  ubertrofTen 
werden  dürften.  Endlich  hätten  wir  noch  gewünscht,  dass  der 
Herr  Verfasser  den  einzelnen  Instrumenten  noch  hin  und  wieder 
eine  schärfere  Kritik  und  genauere  Angaben  und  Bestimmungen 
über  das,  was  dieselben  zu  leisten  vermögen,  beigefügt  hätte,  da 
namentlieh  darin  von  angehenden  Praktikern  häufig  gefehlt  wird, 
dass  sie  von  einem  Instrumente  zuweilen  mehr  verlangen,  als  es 
seiner  Einrichtung  nach  zu  leisten  im  Stande  ist,  im  Gegentheil 
aber  auch  durch  nicht  ganz  richtigen  Gebrauch  aus  der  Anwen- 
dung eines  Instruments  nicht  alle  diejenigen  Vortheile  ziehen, 
die  es  bei  ganz  richtigem  Gebrauche  zu  gewähren  geeignet  ist 

Aber  abgesehen  hiervon,  wiederholen  wir  hier  nochmals  da« 
im  Eingange  ausgesprochene  günstige  L'rtheil  über  das  vorliegende, 
gewiss  einem  Zeitbedürfnisse  abhelfende  Buch,  und  empfehlen  es 
namentlich  angehenden  Praktikern,  die  oft  in  ihrer  Lentzeit  we/* 
ter  nichts  als  eine  Messkette  und  eine  gew  ühidiche  Boussole  niit 
Dioptern,  kommts  hoch  einen  einfachen  Messtisch  und  ein  halh- 
kreisförnjiges  Astrolabium  und  etwa  eine  Kanal-  oder  Keithsche 
Quecksilberwage  zu  sehen  bekommen,  zur  sctrgHiltigsten  Beach- 
tung und  eifrigsten  Benutzung;  denn  gerade  für  solche  junge Pral^' 
tiker,  die  zu  einem  Tonducteur  in  die  Lehre  gehen,  wird  dier>e<« 
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Buch  ffpwlcs  sehr  nützlich  sein,  und  zu  der  selir  %u  wunticiienden 
Verbreitung  einer  grussereii  Instriimental  •  Kenntnis«  wesentlich 

beitragen. 


Astronom 


Beiträge  zur  Dynamik  de£t  Uiiumels  iu  poftuiärer 
I>arst»lliing  voii  Dr.  J.  R.  Mayer,  StadtaraC«  In  Heil- 
broan.  Heilbrooa.  1848.  &   16  Sgr. 

Diese  SehrHt  bescbätligt  sich  mit  der  Beantwortung  der  Frage : 

„Wodurch  »vird  die  8onne,  die  auf  eine  so  grossartige  nnd  herr- 
liche Weise  die  Räume  des  Weltalls  mit  iliren  Strahlen  erfüllt, 
ha  ew'ie  nfii^f-^rhwiichter  Kri\f\  ihm!  Jugend  erhalten?  Wodurch 
wird  einer  endlichen  Erscböj»runir ,   einem  Zustande  des  l^leieh- 

Sewichts  vorgebeugt,  damit  nicht  ^iacht  und  Todeskälte  die  Räume 
es  Planetensyatetna  erfdilaf  —  Dieselbe  zeugt  von  Kenatniaaeti 
und  beaoaaaner  mbigar  Betrachtung,  und  verdient  wohl  geteaea 
7Ji  ^verdeu.  ^erm  unn  nuch  nicht  äberall  mit  dem  Harra  Verfasaer 
TOD  eineriei  Meinung  sein  sollte.  ^ 

• 

Bah  nbest  i  m  nui  ng  d  <•  s  vondeVico  am24.  Jün  ner  18-iO 
entdeckten  Cometen.  Von  Dr.  C.  Jelinek,  Adjunkten 
der  iLk«  Sternwarte  (zu Prag)  und  auaaerordentlicbem 
Mitgliede  der  k.  bShmlscben  Gaaellachaft  der  Wiaaan- 
achaftea.  4. 

Eine  aabr  lleii^sige  Berechnung  des  auf  dem  Titel  genannten 
Cometen,  mit  sorgHiTtiger  Benutzung  aller  vorhandenen  beobach^ 
tu nsen ,  und  gallKhrt  nach  den  neuesten  und  schärfsten  liechnungsr 
metnoden. 


a  u  t  i  k. 


(Boi  dem  neuen  Anfjichwitngc,  welchen,  so  wie  dt«  pruLtiHriie,  auch 
die  wlMeBMAl«fUiclieNaotlk|ecttn«tht»ett4ig  nehniM  mw  eud  wM,  kelle 

et  ffirnöthig  und  zeitgeinä««.  in  dfn  Lit.  Her.  eine  eigenr,  dorsrlhrn  pe- 
widractc  Rubrik  aufr-nnehracu,  nnd  brmrrkp  znpleirli,  ilasn  es  mir  mAir 
ttiigenehm  «ein  wird,  wenn  mir  dazu  beiuhigic  Miiuuur  Aufvulzu  über 
die  veieehiedeeen  Thelie  der  KaalUt,  auch  AberScbifftlMmkonst  e.  dfgi., 
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fir  H»  Avehlv  tasHMaden  4ie  Gfito  balitn,  wMt»  imm^f  hwmtmiilUg^m 

Md  baldige  Aufnahme  finden  werden.   Gelingt  e»  übrigens,  etnea  ^  e  r 
le^cr  iiüd  eine  hinreichende  An/nhl  von  Ulttarbeitem  für  ein  eigene«  der 
Nautik  in  ihrer  weitesten  Ueiieutang  gewidmete«  Journal  au  gewinnen, 
■o  w«fd«B  aaleha  Beitrü<^e  dano  MB  bcMlcn  dtewr  aeuea  Zdtaehrift  mm^ 

Mein    hochverehrter  Freurul,    der  Director  der  Hambursjer 
^»ternvvarte  und  der  dortigen  rsavigatioiis-SchuIe,  Herr  C.  Uümker, 
hat  mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dans  die  im  ttten  TlMÜe 
des  ArchiTs  S.  50.  von  Herrn  Doctor  M.  A.  F.  Prestel  in  Ea« 
den  niitgetbeilte   Auflösung  der  beim  rechtwinlclich  ten 
sphäri  sflien  Dreieck  vorkommenden  Aufgaben.  vorn>  It- 
tel t  durch    das  sph  Sri  sehe  Filnfeck,  im  VVeseiitli«  hen  ganz 
mit  der   tu  8einem  auHgezeichneteo  Handbucbe  der  ^icbirr- 
fahrtsktinde.  Vierte  Auflage.  Hamborg  1844.,  weicbes 
den  Lesern  des  Archivs  aas  der  im  Liter.  Bericht.  Nr.  XXII. 
S.  340.  gelieferten,  ziemlich  ausführlichen  Anzeige  hinretcheod 
bekannt  ist  ,  auf  S.  28.  flf.  gegebenen  Ableitungswei.se  nhereinstirnme. 
Ich  muss  die  l^ichtigkeit  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Director 
Riimker  vollkoiumeii  anerkennen  und  wurde  dem  Aufsatze  des 
Herrn  Dr.  Prestel^  der  übrigens  eine  längere  Zeit  hei  mir  aiif 
den  Abdruck  gewartet  hatte,  gei^bg  die  Aufnahme  In  das  Archtr 
versagt  haben»  wenn  mir  die  von  Hesm  Director  Kfimker  in  An- 
regung e:pbr;icTjtp  nahe  ürt)preinstimmTmg  desselben  mit  »einer 
Arbeit  beim  Abdruck  aufgeiallen  wäre.  Wenlf^stens  wiire  es  jeden- 
falls meine  Pflicht  gewesen,  vor  dem  Abdruck  an  Herrn  Dr.  i^re»- 
tel  und  Herrn  Director  Rümker  zu  schreiben,  und  um  nähere 
Aufklärung  des  SachverbSltnisses  zu  bitten.  Ich  kenne  das  treff- 
liche Werk  des  Herrn  Director  Rum k er  namentlich  in  sdnMI 
eigentlichen  nautischen  und  astronomischen    Tbeile  sehr  genau 
undiziehc  es  häuligboi  eignen  Arbeiten  zu  Ratbr:  «lass  mir  aber  die 
Vorbereitiingslehreii  aus  der  ebenen  wul  s|iluiiischeu  i  rigunoaie- 
trie  nicht  so  häufig  wieder  vor  die  Augen  kommen,  werden  die 
Leser  des  Archivs  und  der  HerrDirector  Kfimker  nach  nelhsl  gewiss 
begreiflich  fioden,  und  mich   deshalb  wohl  eioigermaseen  eot^ 
schuldigen ,  wenn  ich  die  Pflichten  eines  Redacteurs  eines 
nals  im  vorliegenden  Falle  nicht  vollstnntüg  erfüllt  habe.  Jeden- 
falls wird  es  am  besten  sein,  dass  ich  den  von  Herrn  Director 
Rümker  in  dieser  Angelegenheit  an  mich  gerichteten  Brief,  so 
weit  er  hierher  gehört 7  im  Nachfolgenden  abdrucken  lasse. 

G. 

„Ich  wollte  es  Ihrer  gefalligen  Beurthcilung  anheim  stellen, 
ob  der  ti>r.  Prestel  Seite  S6  Im  ersten  Hefte  des  eilftenTbeiles 
des  Arehlv's  der  Mathematik  und  Physik  Ober  die  re^t* 
vrinklige  sphärische  Trigonometrie  etivas  gesagt,  oder  es  besser 
gf»s;i'jrt  !iat  als  es  zuvor  von  mir  Seite  im  Handbnrhe  der 
iS|ChiM  I  rtskuude,  welches  ich  Ihnen  zu  überreichen  die  IJire 
hatte,  gesagt  ist.  Das  Beste  ist,  dass  Herr  Dr.  Prestel  auch 
meine  Abänderungen  in  den  Neper'schen  Original -Regeln  getre« 
nachgeahmt  hat  Dass  er  mein  Buch  gelesen,  bevreisen  seine 
Briefe  an  mich. 
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Wenn  Herr  Dr.  Prest«!  keinen  Werth  anTdeo  von  mir  zuerst 

£>föhrten  Beweis  setzte,  so  hatte  er  Ihnen  denselben  nicht  anbieten  dfir- 
D,  Diid  wefin  erWertb  daraaf  Miste,  Mwar  imrecbt«  das*  «r 
sieh  denselben  zuzueignen  suchte,  wekhes  Hbrigeiw  nicht  di^ 
erste  Mal  ist;  in  seiner  Trigonometrie  für  Ingenieure  etc.  linden 
Säle  mehr  dei^leichen.   Bei  Compilationen  ist  mir  dies  gleichgültig. 

Da  sich  der  HerrDoctor  aber  durch  einen  Aufsatz  in  Ihrem  Jour- 
nale offenbar  das  Eijjenthumsrccht  auinassft,  so  ist  mir  der  Ver- 

■ 

dacht,  als  oh  icli  in  <lfr  jetzt  unter  **inem  spateren  Datum  er- 
Scbeiuendeu  neuen  Aul'laue  des  Handbuches  den  Herrn  Doctor 
bcHBütsen  woltte,  eben  oiclit  gleicbgfiltig. 

Mich  in  einen  Federkrieg  einzulassen,  habe  ich  keine  Zeit 
und  keine  Lust.   Wenn  Sie  ▼ieileicht  bei  passender  Gelegenheit 

darauf  hinweisen  wollten,  dass  die  von  dem  Baron  Neper  ent- 
deckte Eigenschaft  der  rechtwinkligen  sphärischen  Trigonometrie« 
dass  alle  darin  vorkommenden  Falle  sich  durch  zwei  einfache  sym- 
metrische Regehl  auHusen  lassen,  lange  eines  allpremeinen  Be« 
weises  entbehrt  hat,  und  dass  ein  solcher  in  meinem  Hand- 
huobe  XU  finden  ist,  «o  wfirden  Sie  mieh  gniw  iMfiiedigen*). 

Hamburg.  Aug.  2.  1848. 

Ausser  dem  Abdruck  dieses  Briefes  hatte  ich  mich  noch  ver- 
pflichtet, einen  zweiten  Brief  des  Herrn  Director  Rümker,  wel- 
cher hauptsüchlich  die  vom  Herm  Dr.  Presto!  in  Emden  her- 
ausgegebene Tr'igonumetrie  beltidt,  hier  vollständig  abdruckeo 
an  Tnneifny  und  entnehme  die  Erlanbntss  biezu  einem  anderwei- 
ti^en  Mefe  des  Herrn  Director  Rümker  v<jiii  17.  Octöber  1848, 
in  welchem  er  sich  nTisffrüt  klu  !i  (Inhin  ausspricht,  „dass  es  kei- 
neswegs seine  Absicht  sei,  in  dieser  Streitsache  anonym  zu  blei- 
ben'S  und  „dass  er  es  ^ileiu  mir  überlasse,  das  von  ihm  (gesagte 
dem  Räume«  den  ich  daran  wenden  wolle,  anzupassen worüber 
Seh  bemefke»  daaa  ea  mein  fester  Grundsata  iat, .  in  F&Uen  win 
dar  Turliegende  durchaus  nicbta  nur  einigermassen  Wesentliches 
wegzulassen  oder  seihst  Ktwa«  hinzuzuthnn ,  ^vas  ich  nicht  voll- 
kommen verantworten  zu  können  glauben  darf.  Am  allerweuigsten 
darf  ich  dies  aber  im  vorliegenden  Falle  thun,  wo  die  Streitfrage 
die  Rechte  einen  Blannea  lietrifl,  deasen  Charakter  als  im  bOcn- 
aten  Grade  ehrenwetth  und  anspruchslos  allgemein  bekannt  iat^ 
und  der  mir  selbst,  wenn  wir  uns  auch  leider  noch  ni«  ht  person- 
lich können,  schon  sehr  viele  Beweise  wahrerTreundschaft  und  im 
höchsten  (iraüe  ehrenwerther  Gesinnung  gegeben  hat.  Indem  ich 
Duu  iu  Bezug  auf  den  folgenden  Brief  noch  bemerke,  dass  ich 
selbst  die  Trigonometrie  des  Herrn  Doetor  Prestel  nicht 
hesHze  und  mir  dieselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  auch  nicht 
zugesandt  worden  ist.  fnsse  ich  den  Brief  des  Herrn  Director 
Rümker  voilstäudig  folgen. 

,,kh  danke  Ihnen  sehr  iBr  Ihren  gäti^cn  Briefe  und  darin 
ausgesprochenes  Versprechen.    Sobald  meine  jetat  mit  sn  viel 


•)  Dieter  leftite  Waateh  des  Herra  Director  Rfinker  erltdigt  «ich 
durch  d«n  Abdruck  Hhuf»  Briefs  rw  mUmI«  O. 
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Geschäften  überladene  Zeit  es  gestattet,  will  ich  an  den  Vor- 
schlag, eine  nautische  ZeiUchriit  herauszugeben,  oiier  doch  wenig- 
titüus  Antbetl  daran  %u  nehmen,  nameotlicb  wenn  Si«  sich  dabcB 
betbeiligeQ  wollte« ,  denken. 

Vielleicht  hat  der  Herr  Dr.  P  r  e  8 1  e  1  Ihne»  auch  »eiue  Trigonoine> 
fr I  e  BugeMmit,  welche  er  der  BannÖTerseheD  ReglentDg  statt  meineft 

Handbuobes  rar  Emführung  in  den  Haunöverschen  Navigation«* 

Schulen  vorLrr^r  ltfasr'Mi  hat.  ISuri  wollte  ich  Sie  bitten  MIT  eteCB 
Blick  auf  die  lulgeaden  Gegenstande  zu  werfen. 

Scito  34  etc        lT(^hung^  -  Aiif'!2:al)en,  wo  Lftogen-  und  Bogen- 

maa-ss  unverständlich  durch  eiaander  gemengt 

Den  Bewei«  von 


aus  der  Figur  hat  er  mit  der  von  mir  zuerst  gegebenen  Figur 
Seite  J4.  ^netnes  fJundbtiches  entlehrit,  aber  durch  Fehler  ent- 
stellt. Abgesehen  von  den  die  Grüs:»e  der  8inusse  und  Cu^inufise 
der  Summe  und  Differeni der  Winkel,  und  8in2A— u.8.w.  l-^nsa.. 
betreffenden  8&tien  eind  bin  dabin  wenige  von  den  Glei- 
chungen unter  den  trigonometri8ch en  HüifsUnien  syn- 
thetisch durch  die  Figur  beu  ie?<en  gewesen.  Sie  werden 
wi^en  ,  du&s  ich  di  es  Sei  te  6,  7,  ^  in  eines  Uan  dbucbes  durcb 
die  Figuren ,  welche  ich  Raum-Ersparnlss  halber  in  einer  einzigen 
Figur  Seite  0  zueammengentellt  babe,  allewid  unftar  dfm  anaMl- 
«chen  Beweine  synthetisch  in  den  Nrn.  (8).  (9),  (10),  (11) 

 ('^2)  ausgeführt.   Herr  T)r   Prrstel  hat  die  Figuren 

und  Beweise,   «»o  weit  er  es  konute«  getreu  beuutzt» 

In  seiner  Figur  21  bt  ^ 

Dreieck  C/U  Identisch  mit  meinem  EßP  S«ite  6. 
„     B'JUJ     „       „       „  VQB 

und  der  iieweis  derselbe. 

Figur  20  sein  Dreieck  AFB  iden^h  nit  laeinem  £lri7, 

t»       »*  tf 

und  so  durchgchends  Figuren  und  Beweise  dieselben. 

Ich  habe  die  zwischen  den  Segmenten  der  antiegenden  und 
g^enuhcrliegenden  Winkel  und  Seiten  des  durcli  einen  Perpen- 
olkol  von  der  S|>itze  auf  die  Grundlinie  getheiltei»  srhiefwinkligeo 
sphiirischen  Dreiecks  slattlindcnden  Gleichungen  anderweitig  niciit 
so  zusammengestellt  gesehen  wie  icb  es  Seite  42  gethan  habe. 
Der  Herr  Dr.  Prestel  hat  es  aber  getreu  befolgt.  Aber 
mit  welchem  Erfolg!  I 

■ 

■ 

Seite  00  statt  coseca^=lcotga^  lies  cosec'a=l-|-cotg*a. 
( I;      „   61   „    vi  +  tge  Uea  V (l+cotg\i). 
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A*l  .         V  Ij-CWU  ^  1-f  CQgg 

„    63    „  cos^aas  "  ^ —  Kes  — j — - 

Mte  66  Zeile  5  ist  in  DP=BOmb  der  N«BDer  %  aoegelassen. 

67  Zeile  7  statt  sinC/^2Mn;(ai6)  iie$  »inC/iB'=:6ia4(a+6). 

„    71  Zeüe  2  statt  — .     ,  .     lies  — .  ,\k\  • 
*  sin«  -1-6  siD(a<f  o) 

»    80  ZeUe  11  statt  KA=zKA  cosb  lies  i^Os:104eos6. 

75  Fofmel  S3  ein  eosa  zu  viel 

„    76  Formel  56  statt  siiie<|-6  lies  siD(a-i-6). 

M    76  Formel  55  statt  ama—b  lies  810(0 — 6). 
^    76  s<«tt  Formel  5  lies  ^7). 

^    8$  Zeile  15  von  unten  statt   sio(9ü— c)  6iD(90~-c)  lies 
ßin(lK)— 6)siD(90— I). 

,t  132  Zeile  4  tod  unten  statt  cos2asseo«*ir  — eos*«  liei 
cos^^sin*«. 

„   132  Zeile  3  von  unten  soll  heisseu:  „wenb  mati  2a^A  uod 
•  s^  setit 

133  Zelle  12  von  oben  statt  cos^a  —  Jcosasina  lies 
cos'ft  —  3  cos  a  stn*a= 4  cos'«  —  3  cos  a . 

^  133  Zeile  10  von  oben  statt  co84a=co8^a-^6sin*aoos^-|-sin^ 
lies  ees4a=cos^a— 6sin^aeos*i(*fsiii\i. 


134  Formel  30  und  31  statt  X  lies  x. 


„  134  Formel  32  staU  Mm 


9$ 


136  Zeile  11  voo  oben  statt  sio^— cos£^  lies  cos^— cosB.  01) 


„  136  Z-üe  10  .Utt  «^41^  h..  m 
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m  Mit  Ftamei  (52). 

138  Zeile  10  etatt  coeosV  1— fliD«2>  lies  Vi— eio^a. 

138  Zeile  15  vod  obeo  statt  cos-usin^  lie»  cos%  — siu%* 
130  Zelle  24  von  obeo  etatt  grusser  BP  lies  grueeer  eis  BP. 

0  +  6      .  «—6 


149  Zeile  21  so  wie  auch  23  etatt  — osd  — y 


liee 


147  etatt  wenn  Seite  a>b  so  ist  B>A  üee  so  ist  A>B. 

153  ZcUe  10  von  unten  statt  ^  —  


4ac 


:0S2'O  =  ^   —  


152  Zeile  5  von  unten  statt  cos  2-0  =  ^   JJ^ 

V 


183  Zeile.  S  von  uoten  statt  V'"(^Ji^|^?^^^' 


(a+6+c)(6+c— fl) 


156  statt  --CiJl^-^CE^  iies  »C/)s+C£>. 

156  Zeile  5  Setzt  man  diesen  Werth  von  CBß  lies  CE^- 

158  sind  von  Zeile  8  an  alle  Fomeln  ohne  Oidaoog  durch- 
einander gemengt 


sin  s  sin  (f^^ 
sin  a  eine 

109  ZeUe  14  von  oben  lies  statt  Fig.  48.  Flg.  13. 
109  ZeUe  10  von  unten  stott  ACAa^i^  Ues  ACB:=^9* 
160  oie  Zeile  von  unten  <p  fehlt. 

1  1 

199  unterste  ZeUe  statt  i— c=rr(9+P-a:)  Ues^  (9+?-«) 
190  statt  I  (7+/3'-Hr)  ^  33.3^3»  Kes  33.L5S^ . 
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Seite  170  statt  i?)=:33.28.13,55  lioa  3^28.42,0. 

weleliM  von  elmt  HümIm»  Asireiiduiie  4et  —1  od«r  n«^ 
tiven  Hohe  herkommt,  welche  er  subtranirt  statt  addirt  hat« 

Ueberhaupt  hat  er  in  (liefern  Beispiele,  die  Reduction  auf  den  ll^*. 
rizont  hptreffend,  welches  von  ihm  selbst  ist,  (die  anderen 
ßeiiiipieie  sind  von  mtr^,  eiueu  üevveis  der  crati-^esten  Ignoran» 
gegeben.  Abgesehen  davon,  dass  er  den  Gebrauch  des  AJi'uus-t 
Zeichens  niseverstanden,  aetst  er  den  CpL.  cosin— >l=s0,9Qll9O499^ 
das  beisst  er  hat  den  log  cos  —  1  von  i  subtrahirt»  indem  er  dtm 
Zeichen  des  Winkels  auf  den  Lon;nrithni  des  Cosinus,  einen  ne-  * 

fativen  Logarithmen,  übertragen  hat!!  abu:psphpn  davon  ,  da^^  das 
deichen  des  Cosinus  sich  im  3ten  Quadranten  nicht  ändert  f  —  und 
wo  gleiit  es  ein  OpL  cosfnns  mit  9  flfr  Kennziffer.  EndUch  macht 
er  sich  Scbwieriskoiten  wo  Iraine  gewesen  wären ,  wenn  er  statt  ne*. 
gativer  Hohen  Zenith- Distanzen  gebraucht  hätte.  Die  äbrigen  Bei« 
spiele  (besonders  aurh  das  letzte)  sind  aus  meinem  Handhuche 
entnommen;  sein  ExLiiipe!  Seite  176  ist  mein  Exempel  Seite  139, 
sein  Exenipel  108  ist  mein  Exempel  Seite  138,  sein  Exempel  169 
int  mein  Esempel  Seite  138.  Sein  Exempel  ist  nicht  Ton-mir, 
deswegen  ist  es  auch  falsch,  fiir  3*3«  15«..   Zeit  setzt  er  :36.3.15 

tind  für  den  log  cosin  ;>()  ;5  J5  ^( hingt  er  11,70^738        ati£  Sein 

£zempei  168. {.64.  ist  mein  Exempel  75  Seite  140. 

Endlich  T)r.  Prcstc!  lieobachtet  zu  runden  Minuten,  nimmt 
die  Dnciiiicilen  zu  runden  Minuten,  wie  auch  die  Breite,  häuft 
aber  Decimaien  auf  Decimalen  von  Logarithmen,  und  schlägt  die 
Zeit  za  Decimalen  von  Tertien  auf!!  —  Ein  klarer  Beweis» 
dass  er  niclits  vom  Beobachten  versteht  Astronomen,  mit  den 
voUhemmeosteD  Instrumenten  versehen ,  sind  zufrieden  mit  tV  Se- 
csnden.  Noch  ist  kein  Instrument  erfunden,  die  Zeit  za  vergrus» 
Sern ,  die  Optik  iässt  «ich  nicht  darauf  anwenden.  Wenn  sich  der 
0r.  P  r  est  ei  dieses  uosttirbiiche  .  Verilitinst  erworben,  hätte »  so. 
wfbrde  er  sieh  Mnsse  verschafft  liaben«  die  Fehler  seines  Macli- 
werks  su  berichtigen,  in  dessen  fleraiisgabe  kein  periculum  in 
mora  war.  Ich  lasse  die  Unmasse  von  Rechenfehlern  in  seinen 
Üebungs-Aufi»aben  (womit  meine  Schüler  sich  amiisirt  haben)  nn- 
erSrtert.  Sie  werden  keine  Schwierit^keit  linden,  noch  viel  mehr 
Fehler  io  den  Formeln  seines  Werkes,  welches  ich  jetzt  nich|^ 
mehr  vor  mir '  habe,  zu  entdiscken.  Nodik  lAoehte  Ich  Sie  lUttf^ir 
die  Eleganz,  Deutlichkeit  und  logische  Richtigk^t  des  folgenden 
Satzes  zu  bewondem«  i 

'    „Der»  Cesiwls  einer  Seite  des  sphirisehmi  Dreiecks  ist  gkleh 

„der  Srimnic;  aus  dem  Prodtjcte  der  Sinns  der  beiden  andern 
„Seiten  in  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
Mund  dem  Prodlicte  der  Cosinus  derselben  Seiten.^  !  .  i 

Ciaudite  rivos  pueri  f!  / 

Ich  liitte  Sie  zu  entschuldigen ,  dass  ich  Sie  so  lange  mit  sol* 

chem  Zeuf»e  hclästicret.  Aber  solche  Werke  linden  doch  ihren 
Weg  im  Publicuni,  weil  sich  wenige  Leute  Zeit  la^j^en,  den  Kram 
nfiher  zu  untersuchen;  und  wenn  der  Hannövertscben  Regierung  die 
Augen  nicht  geuff^net  werden,  so  wird  es  als  Schulbuch  eingeführt 
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Hinsichtlich  des  sphärischen  FOnfecks  and  des  Neperscheo 
Canons  der  recbtwiukligcit  Dreiecke  muss  ich  noch  erwäbneo, 
da«  M  iMfai  Scbilar  F«*iik  war»  waleher  dao  Uarni  Dr.  Praatei 
Mq  iBa«fiMrt»,  ilar  vorirar.ai»  Uyam  «alM  hall*. 

Ich  bitte  Sie  nochraal      eutaclwldigen,  das«  ich  IhreGedril 

80  Ian<^e  in  Anspruch  genommeD,  auch  dass  ich  nicht  besser  auf 
Schrift  und  Styl  achten  kann.  Ich  hin  jede  Nacht  bis  4  Uhr 
Morgens  auf,  Astraea,  Neptun,  Vesta,  den  En ck e  schen  Conieteu, 
Hebe  und  Iris  zu  beobachten ,  und  den  Tag  über  die  Navigatioos- 
Sehole  und  Redaction  der  Beiträge*). 

Hamburg.  October  1.  1840. 

Dasa  diaae  Bemerkungen  des  Herrn  Director  ttfimker  über 
die  Trigonometrie  des  Herrn  Dr.  Prestel  sehr  geeiguet  sJod» 
die  Leser  und  l^esitzer  dieses  Buchs,  namentlich  solche,  welche 
ihre  ersten  Studien  aus  demselben  zumachen  beabsichtigen,  odei 
Lehrer,  welche  es  ihrem  Unterrichte  als  Leitfaden  zum  Grunde 
legen  woUett,  anfaufordera,  aehr  Toraichtig  bei  deaaen  Gelirauche 
^  aaiof  Imuiche  ich  wohl  aichl  noch  baaODden  aa  arioiiera»  (n 


P  Ii  y  8  1 

Ml   «  •  • 

Zur  Entscheidung  der  Frage  fiber  den  Luft*  und 
Wasserdruck.  Von  Dr.  F.  Strehlke,  Director  der  Petri- 
^chule  zu  Danzig.  (Programm  der  Petriscbule  au  D*a* 
aig  von  Michaelis  1848.).   Danzig.  1848.  4. 

Durch  diese  Schrift,  welche  lediglich  die  Widerlegung  der 
bekannten  D rieberg sehen  Entdeckungen  (!!)  betrifft,  hat  uns  der 
Herr  Ver&aaer  etoe  groaae  Freude  gemacht,  und  wir  kÜiMaattti 
Physikern  einen  gleicnen  Genuss,  wie  dieselbe  una  gewihrt  Bat 
mit  Bestimmtheit  versichern,  halten  dieselbe  aber  auch  nanieot- 
lieh  für  Schüler  und  überhaupt  für  Anlanger  in  der  Physik  ß"" 
äusserst  lehrreich,  weil  diese  aus  derselben  lernen  kunneo» 
durch  sinnreich  angeordnete,  im  Ganzen  übrigens  i^uT  ehifacMt 
eher  eben  dadurch  hSchat  lehrretclie  Veiseche  eine  physikaliaelü 
Behauptung  zur  vollkommensten  Evident  gebracht' werden  kann, 
weshalb  diese  Schrift  auch  den  Zwecken  eines  physikalischen 
Sehulprogrammes  so  *vollkommen  entspricht  vTie  nicht  leicht  eine  an- 
dere. Dass  die  Gbrigeos  nur  12  Seiten  starke  Schrift  hier  keinen  Aus- 
zug  geatattet»  ▼eraSaht  aieh  tob  aelhat»  und  wir  hemerkea  dahar 


♦)  nirn  H\nA  Rritnlp-c  7.  ii  r  nantiirhen  A  «tfAnnra  le  ,  <!>»•  lipf' 
Director  Knmkcr  jetzt  drnrk^n  lanst,  und  dtirrh  welche  er  «ich  gei»H»* 
neue  Verdiensic  um  «lie  Nautik  erwerben  wird«  Der  |jftl«r«#i«hii«te  tld^ 
iiialfa  mit  grMMai  yadaagia  «atgegmi.  «i 
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«lg  eine  den  angestellten  Versuchen  besondere  und  buchst  inte- 
resHante  Eigcnthünilichkeit  nur,  dass  die  baiiptsächiichsten  der 
•aUiea  in  der  grossen  Taucbergloclce  in  dem  Hai eu  vuo  ^ieufahr- 
wa««er  M  Daosig  »o^estellt  wonkn  sM.  Dam  wimieo  drei 
Fahrten  unternommen:  die  erste  am  15.  Juni  1847  in  GeseUschnit 
der  Henep  Ueienbau-lnspector  Pfeffer,  Justiz-Commisarius  Mar- 
tens, ijegenwärtiw  Deputirter  in  Frankfurt,  und  l 'lirniacher  H  all- 
niann  in  der  Nalie  der  Festung  \V ei ch  se I niü  n  d  e  bis  zu  einer 
Tiefe  von  31  Fuss  unter  dem  Was^ierspiegel ;  die  zweite  am 
30.  Jonl  1847  bei  dem  Orte  Legan  in  der  iHhhe  Vota  Danzlg  in 
ficsellacliaft  der  Herren  Hafenliau-Inspector  Pfeffer,  Olierlehrer 
Tröjrcr  und  0!»erlehrer  Menge  bis  zu  einer  Tiefe  von  :{0  Fjijis; 
die  dritte  am  24.  Juli  184S  bei  Legan  in  Gesellscbaft  des  Herrn 
IMecbanikus  Saxe  und  eines  Arbeiters.  Andere^ersucbe  wurden 
hn  Locaie  der  naturforschenden  Gesellschaft  In  Uanzig  angestellt» 
uml  alle  diese  Verenche  aelehnen  eich  vor  anderen  binieHgeA 
ersuchen  dadurch  beeonders  aus,  dass  sie  in  sehr  grossem 
Maa888tabe  angentellt  wurden.  Leider  gestattet  der  Raum  uns 
crossere  Ausführlichkeit  hier  nicht,  und  wir  verweisen  daher  des 
\Veiteren  wegen  alle  Leser  des  Archivs  auf  die  interessante  iSchrift 
Mibe! 

Wenn  Herr  v.  Drleberg  sein  Versprechen  mit  den  bewnss^ 
ten  2000 'oder,  wir  wissen  wM  mebr  recht»  wie  viel  1000  Tbii- 
tern,  gegen  Herrn  Streb  Ike  jetzt  nicht  löst,  dann  wird  er,  woU 
sein  Geld  immer  in  der  Tasche  behalten!  — •  Auch  gut,  wenn 
nur,  wie  kein  vernünftiger  Mensch  bezweifeln  kann,  die  alte  Lehre 
von  dem  Luft-  und  Wasserdruck  unantastbar  dasteht,  und  gegen 
(Üe  Angriffe  des  Herrn  v.  Urieberg  vollständig  gerettet  ist!  • 

Uaber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Von  Hrn^ 
Hagen.  (Mathematische  Abhandlung  der  Königlichen 
Akademie  der  Wisscns.chaften  zu  Berlin.  Ana  Uea 
Jahre  1846).   Berlin  1848.  4. 

Ans  den  in  dieser  Schrift  beschriebenen  interessanten  Versu- 
rheii  Ober  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten  zieht  der  Herr  Ver- 
fasser am  Scbluss  der.selben  die  folgenden  llesultate: 

1^   Der  («rad  der  Flüssigkeit  ist  ohne  Einflusfi  auf  die  Festig- 
l(eit  aer  Oberüäcbe. 

2)  Die  Festigkeit  der  Oberfläche,  oder  der  Werth  von  T, 
ist  um  so  grösser,  je  weniger  die  Flüssigkeit  an  andern  Körpern 
baAet,  «der  diaeelben  benelnt  Für  QMeicallber  ergal^  aieb  der 
Werth  van  T  elwa  acht  aal  ao  gross  als  für  Wasser,  für  Oliven^  * 
'Oel  war  er  dagegen  kleiner  und  für  Alkohol  noch  kleiner.  Alko- 
hol netzt  aber  «itärker  als  Oel:  wenn  mau  auf  eine  mit  Oe)  be- 
strichene Platte  Alkohol  giesst,  so  zieht  sich  dieser,  obgleich  er 
speciliscb  ieichter  als  Oel  ist,  unter  dem  Odo  wrt  und 
flttlGnttt  dasaelbew  Dtaes  Waeser  weaiger  als  Oel  und  Alkobol, 
md  Queaksilber  noch  wenifpet  netzt,  bedarf  keines  weMem  Bewei- 
ses. Aber  selbst  da>s  Wasser  scheint,  wenn  es  ganz  frisch  ist, 
weniger  zu  netzen  als  «pater.  Auf  frischem  Wasser  sieht  man 
nämlich  oft  eincelBe  kleine  Trüufchen  einige  Sekunden  lang  liegen^ 
waa  a«f  «öiir  Htm  ObeiiM«  Mnula  geschlebt 
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Was  der  Herr  Verfa^j^er  hinter  „Grad  der  FlössiekeU"  vorsteht 
wird  uian  daraus  sogit 'k  Ii  entnehmen,  wenn  er  z.  B.  S.  1.  sagt: 
„Oliven -Gel  hesitst  ohne  Zweifel  einen  auffallend  (geringem  Grad 
der  Fieissigkeit  als  das  Wssser«  Alkohcd  dag^es  oiseD  fcsd— 
ls«d  gröeaern."  — 

Das  Einzelne  öber  die  Sügestellten  Vsnmolie  IBMS  MD  in  der 
Schrift  seitist  Dachsebeo. 

Beiträge  snr  meteorologischen  Optik  und  zu  rer- 
wandten  Wissenschaften.    In  zwanglosen  Heften  her 
ausgegeben  von  Johann  Auc^ust  Grunert.  Erster  Tbeil. 
Zweites  Heft  Mit  4  iith.  Tafeln.  Leipzi  g.  J  848.  8.  21Sgr. 

Das  erste  Ue(i  des  ersten  Theils  dieser  neuen  Zeitsehrift  ist 
im  Liter.Ber.Mr.XLV.  S.m  aogeseigt  worden.  Aucb  hsbe  icb  doit 
die  gSDze  Teodens  dieser  neuen  Zeitschrift  deutlich  anzugeben 
versucht,  verweise  aber  de.slialb  nochmals  auf  die  besoiKler??  aus- 
gegebene ausführliche  Ankündigung  derselben,  die  auch  dem  ersten 
Hefte  vorgedruckt  worden  ist.  Es  bleibt  mir  daher  jetzt  nur  ooch 
übrigj  den  Inhalt  des  so  eben  erschienenen  zweiten  Hefts  aastt- 

felioQ.  Dasselbe  entbilt  xunficiiBt  eins  Ablmidlung  von  Herr« 
V^.  £.  T.  Knhse,  welche  überscbriebeo  ist:  „Die  drei  wicb» 
tig sten  älterenHof-  u  nd  Nebensonnen  P h  an omen  c,  nä  m- 
lieh  das  Rumische,  dasDanziger  und  das  Petersburger 
Phänomen,  genau  nach  den  Quellen  dargestellt,  nebst 
Bemetricnngen  über  derartige  PbSnomene  flberbanpt.*' 
Die  drei  genannten  höchst  merkwürdigen  Phänomene  sind  in  dieser 
Abhandlung  nach  den  eigenttlcben  Quellen  sehr  genau  und  ans- 
fShrlicb  beschrieben:  auch  ist  in  derselben  eine  vollständige  Üeber- 
setzung  (ier  kleinen  merkwürdigen  und  seltenen  Schrift  von  He- 
▼  elius:  ,^Mercurius  in  Sole  visus''  worin  sieb  die  Danzieer 
PbSnonene  bescfarleben'finden,  geliefert  worden;  dies»  pracbtfollcii 
alten  Phänomene  sind  al)er  aurdrei  Figurentafeln  durch,  wie  ich 
hoffe,  sehr  schone,  und  in  einem  ziemlich  grossen  Maassstabe  aus- 
geführte bildliche  Darstellungen  erläutert  und  dem  Leser  vor  <lie 
Augen  gefMbrt  worden.  Ausserdem  enthält  dieses  Heft  zwei  Ab- 
bandlungen von  dem  Lnterieichneteu ;  „üeber  die  Lehre  von 
der  Dfimmerung'*  und  „Berecbnung  der  Lamberts  die» 
Dämme ru ngsbeobach tu ngen*"  Beider  letzteren  muhsaaee 
Rechnung  ist  der  Herausi;el»er  von  einem  seiner  Sc  büler,  Herrn 
W.  iScb  lesicke  a.  Königsberg  i.  Pr.,  unterstützt  w  orden ,  und  hofft, 
dass  in  den  beiden  genannten  Abhandlungen  die  eanze  Lehre  von 
der  Dfiromerang  nach  dem  jetzigen  Zestande  der  Wissensebaft  In 
ihrem  wahren  Lichte  dargeslelU  worden  Ist«  was  bis  jetzt  noob 
nicht  in  gleich  ausführlicMr  und  möglichst  tief  in  die  ei^ntUcbe 
Natur  des  (Gegenstandes  eindringender  Weise  »eschehen  sein  durfte. 
Deti  tie?>cb!ns8  des  vorlieijenden  Heftes  macbt  die  >litlheilung  der 
neuesten  üestimmuugeo  der  B  rechungsejLponenten  d 
Eises  «nd  des  fifissigen  Wassers  von  Herm  A.  Breva 

Das  dritte  Hell  des  ersten  Theils,  dessen  Dmek  jstit 
nen  ist,  wird  zunächst  eine  ausfuhrliche  Abhandlung  über  das  se 
wichtige  und  interessante  Phänomeo  der  Lurt»pie<reluni»  br?n?ren. 

Dass  diese  ZeiUchritt  durch  Beiträge  zu  rlerselben  in  der,  in 
der  Ankündigung  dareelegteo  Weise,  reichlich  unterstützt  werde« 
möge,  wOnscbt  der  OnlecseidMete  eebr,  und  fordert  sa  deeeel* 
ben  noebmaUi  bierniit  anf.  G. 
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Arithmetik. 


Tlieorie  der  Differenzen  und  Snmmeo.   Ein  Lehr- 
Ton  Dr.   O.  Schlümilch,  ausserordentlichem  Pro- 
tf  0or  aD  der  Universität  so  Jena.  Halle.  1848.  8. 

Es  war  jedenfalls  ein  guter  Gedanke  des  Herrn  Verfassers, 
dl«  Theorie  der  (endlichen)  Differenzen  und  Summen  einmal  in 
streng  systematiächem  Zusammenhange  darzustellenj  weil  diese 
nÄorie  m  vielen  Beziehungen  so  wichtig  ist,  und  naroentfieb 
auch  bei  den  praktischen  Anwendvni^en  der  Mathematik  so  häufig 
Bor  Sprache  kommt.  Die  ganze  Schrift  hestcfit  aus  drei  Haupt- 
theMen:  I.  Differenzenrechnung.  II.  Siiramenrechnuiig.  HI.  Diffe- 
renzengleichungen.  Einige  literar- historische  Notizen  machenden 
Scbluss.  Wir  halteu  die  Darstellung  für  ziemlich  vollständig  und 
haben  dorebana  aicbta  WesentUebea  vemiieat,  mdssen  es  auch 
ganz  billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  auf  die  von  der  eigentlichen 
Differential-  und  Integralreclinnnix  darirf bnfpnrn  fliiirsnutte!  nicht 
vpr/irhtct,  sondern  sich  derselben  vielmehr  hiiuüg  bedient,  und 
immer  aut  die  beiden  letzteren  Wissenschaften  gehurig  Rücksicht 
genommen  hat  Die  wIsaemchafHiche  Behandlung  des  dargebote- 
Den  Stoffs  entspileht  ganz  der  Strenge  und  Bestimmtheit,  welche 
mit  Recht  die  neuere  Analysis  fordert,  und  iSsst  in  dieser  Bezie- 
hun*?,  zTiirloirh  hoi  manchen,  nicht  selten  vorkommenden,  dem 
Herrn  \  erlasser  eisjenthilmürhen  Entwtckelangen  wud  AiKsliihruu- 
eeu,  nichts  zu  uüuscbea  übrig.  Wir  können  daher  dieses  Lehr* 
boeb  allen  denen,  welebe  die  Dlffereaien-  nnd  iianimenrechnnnff 
bi  systematlachem  Zusammenhange  und  grosserer  Ausführlichkeit, 
als  dies  aus  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung», wo  die  Differenren  -  und  Summenrechnung  gc^v^hnlich  ge- 
wissermaasseo  nur  entweder  «is  eine  Einleitung  (wie  z.  B.  bei 
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Euler)  oder  als  ein  Anhang  (wie  z.B.  in  dem  Traite  Omen- 
ta ire  von  Lacroix)  zur  eigentlirh^Ti  Differential-  und  fntfgral- 
rechiiung,  aber  nicht  als  seIhsfstSnd ige  Wissenschaft,  auilritt,  iiiOg- 
lieh  ist  kennen  lernen  uollen,  aus  voller  Ueberzeugung  als  eioea 
eicbern  Fflbrer  lecbt  sehr  empfehlen. 


Cleometrle, 

Lehrburh  der  ebenen  Geometrie  zum  Gebrauch  bei 
«lern  Uoteirichte  in  Gymnasien  und  höheren  Lnter> 
richt»an9talten  von  W.  Nerling*  Rnssfsch  t 
Hofrath  und  Oberlehrer  am  Gymnaniiius  an  llorpmt 
Mitnu  und  Leipzig.   Iä4&  & 

Ein  geHohnlichet»«  übrigens  ganz  deutlich  und  recht  zweck- 
mässig in  euklidiscbcT  Weiee  veifaesUe  Lehrbich  ^  der  ohenen 

Geometrie,  das  auch  bei  jedem  Abschnitte  eine  Reihe  von  Aof* 

£^aben,  die  zum  Theil  als  Uebungaaofgaben  dienen  kOnnen,  eal* 
hiilt,  und  das  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers,  wie  der 
Herr  Verfasser  jedenralls  ist,  recht  Gutes  wirken  kann,  an  wel- 
chem uns  aber  besondere  EigenthümlR-hkeitei)«  die  eine  au&fübrik 
cbere  Besprechung  in  diesem  Literar.  Ber.  rechtfertigen  und  oDti^g 
mtichen  konnten,  nicht  entgegen  getreten  sind.  • 

'  Vollständige  V^em  undlung  des  elften  Eukütii  sciicn  Grun^ 
sat^fes  in  einen  gowohnüchen  Lehraatz.  Von  Gottfried  Wiessoer. 
Jena  1848.  4  gGr. 

(Wir  wiedtriloien  die  teluia  m^nmiU  gemadite  Benmicaag ,  4mm 

wir  Pfirallelentheorien  einer  Kritik  in  diMMH  LilBcart  Ber.  tiic-ht  aal«r> 
werfen,  wri[  diM  ueitlea«  etetMi  viel  an  gcoMon  Raum  ^ia  (InipniA 
aehmea  wurde). 


Topolog^ie« 

Vorstudien  zur  Topologie.    Von  Johann  Jienedict 
Listing.    Mit   eingedrnckten  Holznchnitten«  Ahee- 
.  druckt  aus  den  Gottinger  Stödten  1847.  GQttlagreii. 
1848.        lay«  8gr. 

„Unter  der  Topologie"  sagt  der  Herr  Verfasser  ii.  6.,  »soN 
die  Lehie  von  den  modalen  Verhältniiwen  räumlicher  Gebilde  ver- 
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•ianden  «Verden,  oder  von  den  Gesetzen  des  Zusammenhangs,  dar 
^n^^nseitigen  Lage  und  der  Auleinanderfol^e  von  Punkten,  Linien, 
FllUshen,  K«*rpern  und  ihren  Tbeileu  oder  ihren  Aggregaten  im 
tUmnmf  Mkmmtkmn  von  tei  MaMs-  wmI  Grö— epyarbfltBiiMfc 
Oareh  den  Begriff  der  Aufeinanderfolge,  der  mit  dem  der  Bewe- 
gung nahe  verwandt  ist,  tritt  die  Topologie  zur  Mechanik  in  ähn- 
liche Beziehung  wie  zur  Geometrie,  wobei  natürlich  wiederum  die 
Winkelgeschwindigkeit  drehender  Bewegung,  dergleichen  Masse» 
BewegungsgrSsse,  Kräfte  oder  Momente  ihrer  Quantität  nach  niciii 
In  weeiMrtllebeo  Belveelit  kemM»»  awiein  Mir  4le  medite 
siehungen  zivischen  beweglichen  oder  bewegten  GeUlden  im 
Räume.  Die  Topologie  wird,  um  den  Hang  einer  exacten  VVis- 
senschaflt  zu  erreichen,  zu  dem  sie  berufen  scheinf,  die  That- 
sacben  der  räumlichen  Anschauung  auf  möglichst  einlache  Be- 
prÜe  »nieMiibfen  niese«,  nit  welchen  sie  nnter  Beihülle  ge 
fiigneter ,  den  mathematischen  analog  gew&hller  Bezeichnungen 
and  Symbole  die  vorkommenden  Opemtionen  nneh  nlnfiiqhon  Re- 
geln, gleicheam  rechnend,  veUueht." 

Man  aieht  hieraus ,  daea  die  ven  .dem '  Herrn  Verfasser  mit 
4mm  Namen  Topologie  belegte  neue  Wissenechall  im  Ciansen 

dasselbe  ist  und  denselben  Zweck  zu  erreichen  sucht,  welchen 
schon  Leibniz  durch  seine  Geometrie  der  Lage  mittelst  einer 
^sentbfimliehen  Charakterititik  zu  erreichen  suchte,   worüber  die 
Jaolonowski'sche  Get»eil«>chaft  zu  Leipzig  tiir  das  Jahr  lö45  eine 
Rreisnnfgahe  stellte  (Liter.  Ber.  Mr.  XVlil.  8.  288  ),  und  epäter 
den  Preis  Herrn  II.  Graesmnnn  in  Stettin  fär  die  im  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXiV.  8.  50L  angezeigte  Schritt  ertheiite.  Jedenfalls 
müssen  wir  Herrn  Professor  Listing  das  Zeugni^is  ertheilen,  dass 
er  in  seiner  vorliegenden  Schrift  den  eigentlichen  Üegrifli  einer 
Geometrie  der  Lage  (er  erlaube  un«,  diesen  Ausdruck  hier  der 
Kine  wegen  zu  gebrauchen)  weit  liestimmter  fest  gehalten,  und 
dem,  was  schon  Leihniz  erstrebte,  weit  näher  getreten  ist,  als 
dieoi  in  der  Grassmanu'schen  Schrift  geschehen  sein  dürlte,  ohne 
dass  wir  den  Werth  der  letzteren  für  die  Geometrie  im  Gering- 
sten zu  verkennen  oder  in  den  Schatten  zu  stellen  beabsichtigen. 
Amtk  tiM  «Nn  Befarnhinngen ,  die  er  in  seiner  Schrill  «nstellt,  a» 
sich  iwr  ehfash  nnd  so  gänzlich  von  allem  Cakul  oder  andef« 
hier  gewiss  als  völlig  fremdartig  anzusehenden  mathematischen ' 
Hülfsmitteln  entkleidet,  wie  es  der  Begriff  einer  Geometrie  der 
X«age  noth wendig  erfordert.    Wir  halten  daher  diese  Schrift  für 
den  ersten  Schritt  zu  der  beaeichueteu  neuen  Wissenschaft,  über- 
lHi«|Vt-Rlr  ehKsniMhr  dsdheneweirthen  Beitrag  im  Mntha— tHr,  In 
ereiehe  die  Lage  gewiss  eben  so  gut  gehört  wie  dloGrSsee,  und 
wflnschen  dem  Herrn  Verfasser  Muth  und  Ausdauer,  um  auf  der 
betretenen  Bahn  weiter  fortzuschreiten.    Dabei  wird  er  freilich 


fiy«b»itiali8ehe  Gestaltung  und  Einlohrang  einer  müglidist.  durcn- 
greifenden-  Chainhteristik  an  richten  hnhen;  denn  was  ec  bin  jellt 

giebt,  sind,  wie  ja  auch  der  Titel  sagt,  nur  MVeMtodieii''  an  der 

eigentlichen  Topologie,  und  stehen  meistens  nur  noch  vereinzelt 
da;  alle  diese  Vorstudien  sind  aber  so  interessant,  und  bringen 
vMe  Bo  allgemein  ansprechende  Punkte  zur  Sprache,  das»  wir 
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allen  Legem  aoserer  ^Zeitschrift  aus  der  Leetiire  dicker  ScHriO  einer, 
wahren  (venuss  mit  Bestimmtheit  vens^prechen  küiuien,  neshalij 
wir  dieselbe  hier  auch  zu  mögiichst  aligetneioer  Beachtung  uucii 
IPMMdifs  M  Mpfeblea  nicht  unterlasaen  woUea« 

Dass  (tauss  nach  8.  5.  fl^n  Herrn  Verfasser  hei  r>fleren 
Gelegenheiten  aut  die  VVichtisfkeit  d«»s  Gegewfttantles ,  die  auch 
niemand  in  Ahrede  ^telten  nird  und  kann,  aiifmt:rk^aiu  ^etaacht 
und  demzufolge  mit  die  \  eranla«auog  zur  Akfas^uHg  dieser  Schrift 
gegebw.lMt»  wird dewoihiB ,Bocti  au  gas«  hmmdmm  toyfahlmf 


AstroB  emle. 


Eldtnent»  d^Aetronomle,  par  A.  <|«et«l«t  4«  4^ 
tion«  revne  at  aogmenttfe*  Tome  I.  II.  Br«zell««.  1841 
Dvod. 

Dieses  treflliche  ganz  pouuiiire  Lehrbuch  der  Astroiiuout 
«cheint  io  Deutachlaod  bei  weitem  nicht  so  allgemein,  wie« 
W^nt,  feekaant  s«  «ei»»  ««aluilb  wir-  für  ohbm  Pflicht  hallM^ 
die  Leser  des  Archivs  auf  die  im  ToriHea  Jahre  enchienene  Tiefte 
Ausgabe  desselben  aufmerksam  zu  machen.  Dieses  Buch  ist  mit 
so  grosser  Deutlichkeit,  in  so  einfacher  Dar?«telhin^.  in  so  schö- 
ner Sprache  verfasst,  und  nimmt  so  vollsthiuliir ,  dabei  doch  ab«r 
mit  80  zweclcmassieer  Kurze,  auf  alle  ueuereu  lEntdedougen  , 
RMaicht,  dass  w{r  daasslhe  altaa  Liehhahtm  dar  Asiniiiii^^  \ 
die  wahrliallte  Belehraoffy  augielch  aber  aaeh  sIm  aaipioeliae 
Lectiire  suchen,  recht  sehr  empfehlen  können.  Um  aach  die  Reich- 
haltigkeit seines  Inhalt.««  nachzu^veisen,  wolleo  wir  mmA  Ijttv 
sieht  desselben  in  der  bLürze  hier  mtttbeileii. 

Avaat -  Propo«.  Irivrs  premien  J>n  ciei  #l#l/d 
L  Notions  präliminaires.  L  Mouvemeat  apfMMnl  dta  dioilii» 

2.  Determination  dp  In  position  des  etoiles  par  rapport  ä  l'eqaa- 
tear.  3.  D^ternrinatioo  de  la  position  des  Etoiles  j^ar  rapport  ä 
l'horizon.  4.  Determination  de  la  position  de«*  asfres  par  rapport 
k  r^liptique.  —  U.  De  la  formatioo  d'uu  o liti ervatuire  st 
catalogue  d'dteilas»  L  Foinatioii  d'tm  obaervatlifi^ 
9;  Fetiialion  d'nn  catalogne  d'ätoiles.  ^  III  Des  co asteil 
tioos.  L  Indication  des  consteUations.  2.  Position  des  etoiles 
b  nn  ta$itant  donnä.  3.  Croyances  relatives  aux  constellatious. 
(Apologie).'«-  IV.  Des  etoiles?.  Particularites  que  presenteot 
lea.  ^eiieii«  —  Livre^  second.  Du  sytieme^  planeißir9> 
i.  Im  t«tr«.  1.  De  k  foraie  de  la  tene*  2.  bi  la  spbsit 
torrMtn«   3.  DMantntthm  dM  ioogitiidaa  et  des  latitota  mt 
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tcrre  «1  mtjmm,  4.  Cbirtetf  ||i«||HipliiqM»i  fiu       ia  rotation  4«. 

la  lenre.  6.  De  ratmosphere  et  d^s  refrartions,  —  H.  Du  k«>- 
leil.  1.  De  l'obliquit^  de  iVcliptique  et  des  pheooiueiH  S  ((ui  en 
dependent.  2.  Du  zodiaqiie  et  (\es  ^atsons.  3.  Du  nioaveiueut  de 
Ja  terre  autoui  du  «oieiL.  4.  Du  dianietre  apparent  et  de  la  pa^ 
mUmn  *i  «Mll»  tt.  Uai  Ms  4»  Kepler.  6.  De  I*mmmK«  et  4« 
Tikniaiiea  ^tMif».  7.  Dela  nature  da  8oIeit.~  III.  De  la  inmm 

I.  Du  mctnfemeat  propre  de  la  luoe.  2.  Des  phases  rte  Ii  inne. 
3,  Distance  et  grandenr  dp  la  hme.  4.  Du  mouvemetit  de  rota- 
tion  et  de  Iratislation  de  la  lune.  5.  De  la  libration  de  ia  luoe. 
tib  De  la  uature  de  la  iuoe.  —  IV.  Du  soleii  et  de  la  lune» 
LH»  I»  MMf»  du  iMip«.  S.  Dm  minmn  mMt««.  3w  Oa 
Bihadfiflg  4»  Des  dcÜMea.  — .  V.  Des  ptan^ea.  I.  Des  pla* 
D^ea  en  gdndral.  2.  De  Alifcwe.  3.  De  Venus.  4.  De  Mars. 
5.  Des  asteroidee  H4hi,  Iris,  Astrec,  Vesta .  Flore.  Junon»  Ceres 
ei  Palla.««.  0.  De  Jupiter  et  de  ses  sateUitea.  7.  De  Saturne. 
&  Satelliten  de  iSaturoe.   9.  D*Uranus.   10.  SateUitea  d'Urauu«. 

II.  Neptaa«.  —  Vi  De«  «omAtpa,  des  edrolitbee  et  de« 
steiles  fllantes.  ].  Dw  cem^tee.  fL  Lea  comiteeebdiesent  aus 
lois  de  Kepler.  3.  Des  adfolile*  et  des  <^toi!es  Alantes.  —  Li  vre  ' 
iroisikme.    Des  forres   qui  r^yisa  mit  vofre  Systeme 
plan  e  t  aire.    J.    1.  Des  differentes   opitiinns   des  ydidusophea. 

*  i.  Du  principe  de  la  pesanteur  uniTerselle  et  de»  iuri-e«(  qui  rdgis- 
MDt  notre  univers.  IL  Perturbations.  1.  Des  perftarielioBe 
des  planstes.  %  Des  perterbetieiis  des  ssteHites.  3.  Des  pertur» 
hslioes  des  cometes.  —  III.  Masses  plandtaires.  1.  Des 
mnss^H  den  {ilanete«.  2.  Des  lois  de  la  pesanteirr  h  la  snrfaee 
des  planetes  et  de  la  force  centrifuge.  3.  De  la  fiirure  des  plan^* 
tta,  de  la  theorie  du  pendule  et  du  Systeme  d«M:iniai. —  IV.  Thdo* 
tle  de  la  lune.  —  V.  Thdorie  de  la  terre.  —  VI.  Des 
Mfd«e.  Geftslasle»» 

Wir  habenden  Inhalt  so  ausführlich  antjeijehen,  weil  wir  10  der 
That  geilen vrSTtiii;  kein  populäres  Unch  über  Astronomie  wössten, 
welches  unsem  vVünschen  in  jeder  Besiebung .  so  voUstiiodig  ent* 
•piicbe«  wie  das  voctiegeode. 


Physik. 

Untersuchungen  über  tbierSsche  ElektricitSt  von 
ftmll  Dn  Beie-ReyaioBd.  Erster  Bend.  Mit  seehs  Kup- 
(MlafeU  j  Berlle.  iMa  ^  4  Tklr.  2»  Bgw. 

Die«es  grosse  Werk  fiher  den  auf  »einem  Titel  genannten 
^e^enstand/  welches  früHHtentheils  auf  eignen  Untersuchungen 
berubst,  idier  ftuob  aHgieich  die  VszsfllBiteii  aodeüer  jNatudofscber 
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m  grosser  Ausführlichkeit  und  VoU«tandit?keit  berScksiditif^t ,  \»i 
für  die,  thierisrhe  Eiektricitht  jedenfalls  von  grosspr  Wichtiirkfit, 
und  darf  von  keinem  Physiker  und  Physi(dog;eii  unberücksichtigt 
bleiben.  Näher  auf  dastseibe  einzugehen,  gesiatteo  die  Grinsen 
dietcs  Htertkrbehmi  Beileirts  ntchti  da  ^  liier  atndi  mir  mmn 
Alwieht  wavy  auf  Ae  Jedenfalls  groise'  WMtiiliflt-  deAselben  (Ar 
den  fraglichen  Gegenstand  aofmerksam  zu  machen  und  hinaowei- 
«en,  weshalb  ^v}r  srhlics.«ilich  nur  noch  bemerken  wollen,  dr^ssder 
Herr  Verfasser,  wie  er  auch  in  der  Vorrede  ausführlich  aujjein- 
andersetzty  sieht  an  meiireren  Steilen  der  mathematischen  Üm- 
fltoliMig**  ond  Betraehtungsweise  bedient, 

nigatetis  bei  alten  Leaem  de«  Aretinra»  nairis«  nur  to  ganc  bana* 

derer  Empfehlung  gereichen  wird ,  wenn  vielleMt  auch  mnneot- 
lieh  manche  Physioloifon  hienlher  anders  (lenken  «ollten ,  gew'wa 
aber  mit  grossem  Unrecht  und  nur  deshalb,  %veil  ihnen  die  no- 
thige  mathematische  Vorbildung  abgeht,  was  in  Tielen  Fäiieo  sehr 
aa  beklagen  ist. 

*  "  'I   ,  ••  . 

*  Sur  le  cliroat  de  la  Belgique.  Beuxieme  partfa..  DirtetiM» 
intenalt^,  duräe  et  caract^res  distioctifa  dea  venta.  Par  A.  Qoc* 
telet  Bruzellea.   18ia  4. 

Obaartatlaiia  dea  phfatwAiin  a<Wadiqiiaa>  Par  A*  Qaetelet 
(fixtiait  da  tom»  XXL  da»  iMaialw  d#  i'AcadMe  dl 
Bdi^e.). 

Magnetische  unrl  meteorofo;^lsrhe  BeobachtnnireTi  tu  Pras. 
Arfrtcr  \lahriran!?:  vom  1.  JSnner  bis  31.  December  1847.  Praj. 
1840,   4.   3  Thlr.  * 

Die  Telegraphie  von  ihrem  Ursprünge  bis  car  neuesten  Z# 
mit  besonderer  DerQcksichtigung  der  au.«£jefuhrten  telorjrnphk^chen 
Syateme.  Von  Dr.  Adolph  Pap|^.  Frankfiirt  a.  M.  1848.  lOägr. 

ßriefe  über  Alezander  von  Humboldts  Kosmos.  Ein  €01^ 
Mentar  la  dieaen  Waika  ftir  gebiMata  Ltleaw  Eialar  TM.  Be- 
arbeitet vaa  Barahafd  Catta»  Pralaatar.  Mffiug,  1848.  &  ft  Mv 
19  8^. 


Vermtoelite  S^clirfften. 

•  >•  '  »Ii- 

8it<angsberl<jbta  der  Kalaerlidien  'Alradattila  d^ 
Wiaaenaehaftaa  so  Wlea« 

Vi>n  diesen  Sitzungsberichten  liegen  uns  bis  jetzt  drei  Hjfii 
vor,  deren  Inhalt,  so  weit  deraelbe  die  Verbaadlimga» d« 
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mRt!«)ch-flatii¥wi88«nschaftlteheTi  Klame  betrifft ,  Mnrl  in  den 
iiMeror  ZeÜacluriß  läUl»  wir  üu  F«lgeo<i8B  umg^imn  ^oileu. 

Er'dt«»  ll«ft  184a.  DieMB  tieft  ist  imt  iiur  seolaMdutn» 

peogncistUcben  und  niinmlogiMlMB  lohalte,  uthI  fallt  daner»  so 
tntereaaant  nnd  henchtuncr^^werth  auch  (Up  l)f  tr(.ff(MHlen  Verhand- 
lungen» unter  denen  wir  iiusliesoiidcre  die  iiiier  die  Anicrtiguug 
•iner  „  Geognoatischen  UeberQ^icht^iikarte  der  OeäterreicbUcbea 
MmmM»**  Kew«rb«bM»  «iii4>  aicbt  in  4eu  Kreb  VMiaraff  2att- 
achrift.  Mathaniaiiaali^»  Intaratoe  genäbifn  in  diesem  Hefte  mt 
«Iii»  in  den  Sitzungen  vorn  8.  und  13.  Januar  1848  »Statt  geliabten 
Verhandlunsen  über  «genaue  MornialniaaKSp  ,  aus  denen  wir  als»  eine 
fiir  manche  Leser  vielleicht  interea»  intc  .Nuti^  heraueih^hen ,  daaa 
hei  Herrn  Proi'e<»«ur  v.  6  te  in  heil  in  München»  «velcher  durch 
4im  «ngemidM  Gtiiaiwahait  mtämew  AHmUm  btluiDnt  genug  isl» 
«illtiCttpM  des  Platin  Alt  tre  priokitive  aus  Glas,  hei  der  eii|p 
Genauigkeit  bis  auf  4:0,001  iMiilimetrc  verbündt  >vird,  2Ü0FI.  l.'hM. ; 
ein  Kilogramme  aus  Messing,  verj^obbtt,  b>'i  Avm  eine  (n  nauigf 
keit  ¥Qn  db^4  MUligranuue  verbürgt  wird,  iüO  ti.  Hhn.  kostet. 

Zw«ite«  Heft    18ia   Auf  S,  m  -  8.  m.  finfko  wir 
A—trt  einen  Beritht  über  eine  von  Herrn  Professor  v.  Ettings- 
hausen  liberreicbtc    Abbandbirri^   fiber  die  1)  1  fferei»  /  i  a  I i^l  p  i - 
chungen  der  Litbtiüchv^  i  )i  L^ungen.    Otette  Abhandlung  eut 
bält  eine  Ableitaog  der  Uiöerenziaigleichungen  der  Liicht^ichwin- 

^ngeo  aoB  den*  em£M;bateii  Priaslpiea  .derldecbanlk»  und  z«%ar 
MMer  Allgemeinheit,  49m  daraiM  aveli  m«  Gleiebungen  fol- 
gMiy  welch»  man  bis  jeti^  nur  auf  empirischem  Wege  zur  ^iach» 
••innig  der  eii^enthürn liehen  Fort(»f1aTi/iini;  des  Lichtas  in  den 
Stoffen,  worin  die  Polarisationsebene  eine  Drehung  erliidet,  auf* 
aesleiit  hat  Uie  Letter  e»ehen  hieraus,  <las«i  diese  Abhundllinff 
Sm  Bwpüwodi .  hmt\  di«  physikaliacU  Tham  des  LidO«  «aT 
einem  völlig  festen,  durth  die  ersten  uad  einlaobuliii  Principi«« 
der  Mechanik  dargebotpricn  Fundamente  aufzubauen,  tind  wer 
irgend  mit  den  Schwierigkeiten  liekaimt  ist,  welche  einem,  nament* 
lieh  dem,  welcher  nach  völliger  mathematischer  Ötreuge  und  voll* 
knmmener  Unzweifelhaf^igkeit  suaht,  bei  dem  i^tuaium  dieser 
Tbeavia  sehr  bald  entgegentreten,  wirdidte  WiehtigkeU  dmHß 
Arbeit  des  Herrn  Professora  v.  Ettingshausen  erkennen,  uad 
dieselbe  al>?  ein  ^vah^ps  Rpdnrfrjis*»  mit  Froutligkeit  bej»n'issen. 
lieber  die  Leistmiüeii  seiner  \  organger  Mac  Cullagh,  ('aurhy, 
O  iirien,  Laurent,  u.  s.  w.,  namentlich  auch  über  das,  was  in 
duilbcn  noch  nchwankend  und  nnbentinunt«  ist,  ndtr  Mom  md 
fcypelbetischer  Annahme  beruhet,  spricht  sich  Herr  Etttngn* 
bausen  in  dem  der  Akademie  über  «eine  Abhandlung  erstatteten 
Berichte  auf  fo  ffplebiTiHlp  Weise  ans,  dass  wir  alle  Leser  unse- 
rer Zeitschritt,  \\pl(he  ein  sicheres  Urtheil  über  die  bisherigen 
Arbeiten  in  der  physikalischen  mler  mechanischen  Thearie  dea 
Liebts  gevrianeB  wollen,  nnf  donnetbeo  verweinMiy  bideni  wbr 
selbst  annnie  wtllbnninene  UeberelnntlninMing  mit  den  in  dieeem 
Berichte  atisup«:prochenen  Ansichten  aussprechen,  da  auch  uns 
bei  (lern  Sti;<liuin  dpr  Theorie  des  Lichts  Zweiiel  mancherlei  Art 
Miigestossen  sind.  Mügen  uns  dieselben  durch  die  Abhandlung 
iiiini  ¥4  £ttingsnaueen,  der  wir  mit  gromm  Verlangen 
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efitge!ren  sehen,  vollkommen  Gr^lÖset  werden.  —  A*if  S.  131.  — 
S.  IM.  erstattet  Herr  Her^rath  Uaidinger  einen  interessanten 
Bericht  üher  seine  dichrosko  pische  Loupe,  welche  den  Le- 
sern de«  Archivs  schon  aus  Pogg« ri durf fs  Aunaleii  Tür  1844 
llelcaiiiit-setfi  wird;  oiid  «orzüglicn  svr  Untmaehnne  derKrystalB 
fall  polärisirteii  Lichte  In  Btäag  auf  ihre  Farben  MVt.  Das  iote- 
ressante  kleine  Instrument,  welches  in  dem  vorliegenden  Berichte 
j^chr  deutlich  ertäotert  wird .  kostet  liei  dem  Mechaniker  Herrn  i 
»kling  in  Wien  mit  Etui  nur  6  Fl.  C.  M.  —  S.  14>.  -  S.  m 
Herr  Bergrath  Uaidinger  fibergiebt  eine  Üruckscbrift,  betitett:  i 
Theorie  der  sehiefen  OewSlhe  and  der«»  o?«hti«eht 
Aasfihrfiiif  von  Eduard  Heider.  Wien  ^%4fk  DkeseSdmft 
scheint  namentlich  für  den  Eisenbahnbau  wichtii^  Eti  sein.  »  8. 152. 

—  8.  iri3  fheilt  der  Vice-Präsidpnt  der  Akademie  Herr  Baum, 
cartner  der  Klasse  eine  von  ihm  gemeinschaftlich  mit  Herrn 
Kreil  ip  Prag  io  Angriff  genommene  Anwendung  der  galvui* 
sehen  Telegraphie  zur  geographischen  Längen  -  Beetiiwuiig  «fc 
Herr  Baumgartner  bemerkt,  das«  man  hei  diesen  LSoge» 
bcstimmungen  mit  der  Genauigkeit  viel  weiter  als  bei  Blickfenfm 

flehen  könne,  indem  bei  letzteron  nach  Herrn  KreiTs  Scbätzoag 
tei  der  Zfithestiniranng  kaum  eine  (jienauigkf*it  vnn  0,4  Sefunden 
zu  erreichen  möglich  sei.  —  S.  170.  erklärt  Herr  Professw 
Sehr  Ott  er  eine  von  ihm  erdachte  neue  Einrichtting  des  Baroa» 
tetSf  dareh  welche  es  als  Notiaal'ilarauietaf  dieiiou»  wnA  hhuMI* 
lieh  der  (Mcherheit,  Oehauigkeit  und  BequenIMkai«  toAMilM» 
des  Rnrometerstandes ,  mit  allen  bis;  jetzt  versnchten  Construft?'»- 
nen  rnit  Vortheii  in  die  Schranken  treten  kann,  im  Preise  aber 
nur  halh  80  hoch  eu  stehen  kommt  wie  die  bekannteo  Pistor*  ' 
sehen  Normalbarometer,  nämlich  bei  dem  ausgezeichneten  Kän^  \ 
1er  Herrn  Kanpetler  la  Wien  aar  75  GaMen.  —  S.  175.  Dw 
k.  k.  Oberat  Herr  Herrmaaa  hat  aa  die -Akademie  die  fol^mle 
Note  eingesandt:  Verhe<«8eruni?  der  II.  Cal  I et'.*;  cheo  TaftI  I 
der  gemeinen  L  o^^ar  h  rnen  mit  20  Decimalen,  nebft 
Vorschlägen  für  die  weitere  Förderung  dieses  Zw«* 
ckes.  Auf  den  Bericht  des  Herrn  Professor  Stampfer  hat  dto 
Riaaae  den  Abdraek  aimartllchai  vaa  Harra  Harraiaoa  asgeMl^ 
ten  Verbeaaerungen,  die  fibrigeaa  faat  nur  die  letzte  Deciman 
betreffen ,  verfügt.  Für  die  Leser  des  Archivs  möge  jefioch  be- 
merkt werden,  dass  Herr  Herrinann  auch  folgenden  Felikr  in 
den  Callet'schei»  Tafeln  aufgetundoa  hat.  Die  Mantisse  des 
log  10088b  ist  nämlich  nicht  02892996,  wie  iu  der  (  uiietsebei 
Talbl  ateht,  aendeni  die  rlehtif^  MaatlMe  iai  nach  Harra  Hart* 
nanu  02892S95.  Dieser  Fehler  ündet  sich  allerdings  io  der  ans 
Torliegenden  Tirage  1829  der  Callet'schen  Tafeln.  -  S.  20-i 
Herr  v.  Ettingshausen  hp  richtet  über  Solei  Ts  Sachammctcr. 

—  S.  211.  Herr  Kegieruimsrath  P.  Marian  Koller  ülierreiciil 
eine  Abhandlung;  ,.lJeber  die  Berecboung  periodische* 
Natareraehelna^gea/"  Dleae  Abhaadlung  ealbilt  eiaa  fw* 
aMndige  Theorie  der  liereehnwig  periodlaohar  MatorerscheinaD- 
een  mit  Berficksichtigung  aller  dabei  in  Betrachtung  konmenden 
Umstände,  namentlich  auch  in  Rücksicht  der  Convcrgeriz  ''er  be- 
treffenden mathematischen  Ausdrücke,  und  wird  gewiss  für  «üe 
schärfere  Begründung  dieser  für  die  gesammte  NaturwisseoscM 
»a  wiiMgen  HeehanafMaelhede  van  groaaer  Badaataag  ei«* 
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weshalb  auch  die  Klasae  den  Abdruck  dieser  Abbandlong,  welche 
auch  ein  veUstiMMÜg  nagrechiieteg  Baie^i  ontblUl»  eogletcli  Ter 
fugt  bat, 

Dritt««  Ii«ft  1648.  8.31.  Die  Herren  Stampfer  uad 
Barf^  erstatten  ein  gfoetiges  Gutachten  über  eine  von  Herrn 
Franz  Motb,  Professor  der  Mathematik  an  dem  Lyceum  zu 
Ijinz,  eingesandte  Abhandlung:  He  Gründung  eines  eigen- 
tbümli^hen  K echnung»  -  Mecbanis  niua  zur  Üeätimniuog 
4»t  reallea  Warsela  d»ff  Gl^iehnnftea  nit  Dameriacba« 
CMfficient««*  Daa  tau  den  Uerrwi  Berichterstattern  abgege- 
beoe  Gutachten  erregt  grosses  Verlangen,  die  Abhandlung  ihres 
durch  frühere  gründliche  Arbeiten  hinreichend  bekannten  Herrn 
Yerfasaers  selbst  bald  kennen  zu  lernen.  —  S.  26.  Herr  Berg- 
latb  «DdP^ofeeeor  C.  Doppler  zu  Scberonitz  (jetzt«  eo  viel  wir 
wieeep,  in  Wien)  überreicht  eise  Abbtsdluag:  rauch  einer 
nnf  rein  meebanicehe  Principien  aicE.  atfitsenden  Er« 
klfirong  dar  gaiv ano- elektrischen  und  magnetischen 
P olar  itäts  •  Erg chci n ungen.  —  S.  57.  Der  Vice -Präsident 
Herr  Minister  Baumgartner  widmet  seinen  Functionsgehalt  (nach 
6.  17«  daa  Statuta  2fiW  Gulden)  der  Ausstattung  meteorologiacber 
Observatorien  mit  lastrumentee.  Dergleichen  .Ton  dem  rannten 
Eifer  iür  die  Wissenschaften  zeugende  Handluneen  hier  ganz  mit 
Stillschweigen  übergehen  zu  wollen,  wäre  gewiss  senr  unrecht.  —  8.58. 
—  S.95.  giebt  Herr  Kreil  einen  ausführlichen  „Entwur  f  eines 
meteorologischen  Beobachtungs-SvKtems  für  die  üster- 
Micbiaehe  Monarchie"  fielcher  dea  a^genain  Belehrenden  so 
VIelea  enthält ,  dass  wir  alle  diejenigen  Leaer  unserer  Zeitschrifl» 
welche  sich  für  meteorologische  Beobachtungen  interessiren ,  drin- 
uend  auf  denselben  aufmerksam  machen,  oa  er  in  iiückiiicht  auf 
Uistrumente,  Beobachtunasmethodeo ,  Rechnungsmethoden  u.  s.  w. 
in  zweckmXssiger  Kfirzefast  Alles  enthält,  was  bei  meteorologi- 
acben  BeolMichtnDgeii  zu  wissen  nOtiiig  ist.  —  S.  106.  Herr 
V.  Ettingshausen  theilt  eine  Note  über  eine  directe  und 
strenge  Abieitnns;  der  Taylor'schen  Formel  mit.  Da  es 
nnaere  Absicht  ist,  diese  Note  in  einem  der  nächsten  Hefte  unse- 
rar,  Zeitschrift  zu  ihrer  weiteren  Bekanotwerduug,  die  sie  sehr 
TerdBaat»  ▼ollatSndig  mitautheilen,  so  sagen  wir  hier  jetzt  niefate 
weiter  Ober  dIeaelM.  —  S.  136.  Derselbe  theilt  eine  Note 
fiber  den  Ausdruck  der  zwischen  einem  galvanischen 
Strom  und  einem  magnetischen  Punkte  stattfindenden 
Action  mit.  —  S.  140.  Baumgartner,  über  die  Wirkun- 
gen der  naturlichen  £1  ektricitfit  auf  magnetische  Tele« 
srapben.  —  S.  149.  v.  Ettingahaiuen«  fiber  einen  Sets 
Green'a*  daa  eiektriaehe  Peteniial  betreffend. 

Ausser  diesen  vorzugsweise  in  den  Kreis  unserer  Zeitschrift 
gebührenden  Abhandlungen  und  Notizen  enthalten  die  Sitzungs* 
berichte  des  Wichtigen  und  Interessanten  in  naturwissenschalt* 
liehar  Ricbalclit  nod  ao  Vieles,  daaa  wir  alle  Leaar  onaen  Ar- 
chivs im  -AUgemehien  'noch  scblieaatteh  dringend  anf  dieaejben 
anfineifcaam  n  Mchea  nicht  unteriaisan  kfon«.  • 
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Bulletins  de"  rAca^^mle  *Royale  d^s  sciences, 
l«ttres  et   des   beaux-arts   de    Reljjique.    T«me  XIV. 
\V  Partie.  1847.    Tome  XV.    l-^'-  Partie.  184^  (Vargl. 
Literar.  ßer.  iSr.  XXXVllL  8.559.). 

Tone  XIV,  II«  Partie,  p.  18.  iUin^n  de  M.  M.  TVr- 
hulst  et  Timniermaiift  eur  iiiie  note  de  m.  Muhl  relativ«  Ib 
theorie  des  paralleU.s.  —  p.  13.  Happort  de  M.  M.  Pagani  et 
Timmernians,  sur  un  memoire  de  M.  A.  de  Laveleye,  coo 
cernunt  la  metaphysinue  du  caicul  differentiel.  —  p.  14.  Sur  la 
ba«e  g^od^äiaue  que  i  on  mesure  actuellenient  dans  les  esfiraM 
de  Boen»  note  de  M.  Meyer.  —  8or  Hncatidesceiic^  dei  Iii 
mdtalUijpiefl  dans  le  eeio  des  liquides,  par  M.  Maas.  —  CoiM 
rations  sur  le  inouvemetit  de  la  dyiiamique  electrique,  par  A. 
J.  Maas.  —  p.  100.  Sur  rheiiotrope  de  Bertram,  note  de 
M.  Meyer.  p.  '240.  iSur  les  isyst»Mne.s  de  locopiotion  aerienne 
de  M.  M.  Vau  Hecke  ^t  Vau  ^ls^<Jhen.  * «—  p.  321.  theUt 
^err  Timroefinaiia  folgendes  Tbe^m  ohne'Beireia  mit: 
autour  de  chaque  potnt  d'uo  a^e  qui  traverae  an  eorps,  on  con- 
atniit  rellipeoide  de«  momenta  d'inertie,  Taxe  sera  un  diaroetre 
dans  chaeun  de  ces  ellipsoidcs,  et  l(\s  plaris  dianietraux  conjii- 
gues  ä  ces  diametres,  passerout  tous  par  une  nieni©  droite,  re- 
pre«cntant  la  directiou  du  choc  qui  ne  prodqit  aucune  percujisioo 
avrraze.^—  ,,Cette  drpite  ,est,  ena^fidrat,  obliqn^  au  plan  panwit 
par'lVie  tt  le  centr^de  gravit^;  Efle  n'eiit  perpendicuialre  qoe  i 
Taxe  est  axe  d'inertie  jirincijjal  rebtlvemeDt  ä'fun  de  ces  poiats. 
Daus  le  tas  dp  rohÜquite,   rcst  a  dire  lorsque  Taxe  nVst  princi- 

f»al  relativeuieiit  a  aucuu  de  .ses  poiuts,  un  choc  exerce  suivant 
a  directiou  de  1  iiiter^ection  commune  ne  produi^  aucune  uercus- 
siou  proprement  dite  sur  Taxe,  niäi^  II  fait  naitre  nne'aetkm  diM 
le  aens  de  aa  Mguetft:*'  —  p.  4^.  Sqr  lea  i^volttfloiMi  4b  giobt 
UrMt^e;  paf  ' M.  irOiiialiaa  dUalloy. 

Tome  XV.  l'"*'  Partie.  Sur  le  renversement  du  signe  ^lec- 
tnque  qui  »e  preseute  iiHmedlatcmcut  apres  la  decharge  des  coo- 
densateurs,  par  M.  A.  J.  Maas.  —  Sur  le  reuversemeut  appareot 
du  ti'i^nc  djeqtrlque  apr^  la  ddebarge  dea  eondens&teurs ,  parMtJ* 
G.fJ^kaliay.  — ^  p.  261.  Theor^niea  sur  les  polyedres,  parM.Mever. 
D|eab Theoreme  sind  folt^ende :  I.Dana  tout tetra^dre,  Texc^s  de  la 
aonimc  des  anglcs  diedres  sur  la  somme  des  atigles  solides  est 
^gale  ä  quatre  augles  di^drcs  droit«*.  —  II.  Dans  toute  pyrarnide, 
l'cxces  de  la  i^onime  des  angles  diedres  sur  cellc  de.s  angle«  sj* 
Ildes  e^t  egale  ä  autant  de  fois  d^iiz  angles  diedres  droit«  qu" 
y  a  de  cdt^s  dana  Ja  base  irtoips.iia.  ^  1il,  Jp&Aa  fout  pol^edr« 
cooTeze,  lYxc^s  de  la  somnie  d^s  angles  di^dres  aur  celle  des 
ansles  solides  est  egale  a  autant  de  fois  deux  angles  diedres 
drSts  que  le  polyedre  a  de  faces  molns  deux.  —  p.  Cln* 
quieme  Memoire  snr  rinduction ;  par  M.  El  i  e  Wart  mann.— p.  J?^^ 
(Quelques  r^flexions  thepriques  sur  Ic  cliangement  de  sigae  ^If^ 
triqae  dHne  l^oaMle'd^4argee,  par  ^.  A.  J.  lflaaa.-r  QndqQC« 
noto  en  r^enae  k  fat  upte  dS  M.  Maas,  |Mtt  M:  f,  €L'€ra|haTV- 
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Sur  <les  action.s  ele(  tri<n>€.s  cwxrei's  ä  disfam^e,  par  M. 
6.  Grahttv.  ir>  i».  iUi.  6ur  l  eiui  üe  iu  veg«;latiuii  a  Üruxelle«, 
MMMiMi  !•«  mtkk  filvriep  et  il«  nm  1848»  par  M.  Qnete« 
let.  —  p.  44:2.  jN*t#  avr  le«  tremhlemenU  de  terre  1847,  pttt 
M  Alexis  Porrcy.  —  p.  46U.  Note  fiwppf^fneiitaire  siir  le  moa- 
vemeut  dynamique  de  Telectricite,  pnr  !\!  A.  J.  Maas.  —  p.  482. 
Quelaues  cxperieitueei  relutivet»  uu  voi  des  oieeauz,  par  M. 
M.  Tniernesse  et  Gluge.  —  p.578.  Sur  les  ligoes  longitudinales 
dtam  ie  spectre  «olaire,  par  M.  J.  G.  Crabay.  ~  p.  Ö80.  1>6S 
propertieo«  dit  eorp«  hiiOMio,  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  605. 
Sur  une  anomalie  dans  lea  ri^tiooa  ^lectriquea,  par  Jll.  A. 
i.  Maaa. 

Aoaaer  dieaen  grüsaeren  AufsätMo  enthalten  die  beiden  vor» 
Iteseaden  Bände  nocb  eine  grosse  Menge  kleinerer  Intereaaanter 
und  wichtiger  Notizrn  unA  Slittbeilongen«  von  denen  aehr  viele 
von  Uerro  Quetelet  herrüüren. 

Daa  Annuaire  de  l*Acad^niie  Royale  dea  acieneea, 
dea  lettres  et  des  beaux-arts  de  nelgique.  Quator» 
zi^me  an  nee.  Brnxcilos  ISIS  enthalt  p.  I'i5.  eine  im  höch- 
sten Grade  iiitereK^iunte  und  anziehend  geschriebene,  von  Herrn 
Quetelet  verfasste  Noticc  biograpuique  sur  leColonel 
G,  P.  Dandeltn,  membre  de  TAcad^niie  Royal«  de  Bei- 

äiqiic,  ne  le  12.  avril  17^4«  mort  le  15.  fevrier  1847« 
er  dureh  niehrcre  ausgezeichnete  niatfieniati^cbe,  vorzüglich  geo- 
metrische Arbeiten  auf  das  Vortlieilhafteste  bekannt,  und  der 
Wisse ni»cbart  (eider  durch  einen  zu  l'rüheu.  Tod  eutrjsaen  wor- 
den ist. 


The  Cambridire  anr!  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  hy  W.  Thomson,  M.  A. ,  F.  R.  S.  E. ,  Fellow  of 
8t.  Peters  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Na- 
tural Philoaophy  in  the  Univeraity  of  Glaacow.  Vergl« 
Literar.  Ber.  Nr.  XLIV.  S.  629.       '  •  « 

N«.  XV'II.  XVni.  Notes  on  Hydrodynamics.  IV.  Demon- 
stration of  a  Fundamental  Theorem,  oy  G.  G.  Stokea.  —  Oa 
Sjrmbollcal  Geometry.  By  Sir  William  Rowau  Uanilton. 
On  certnin  points  m  the  Theory  of  the  Caleulua  ot  Yariationa* 
I5y  the  Rev.  Harvey  Goodwin.  —  Sugt^estion  on  the  Integra- 
tion of  Rational  Frartior)>.  Hy  Professer  De  Morgan.  — 
Application  of  certain  Symbolicai  Represeotatiuns  of  Fuoäious  to 
Integration.  By  t-te  Rev.  Briee  Bronwln.  —  On  tba  Strength 
of  Materials,  as  inflaeneed  by  the  Existenoe  or  Nonexistence  of 
certain  Mutual  Straina  aroong  the  particles  composing  thcm.  Uy 
Jame.s  Thomson.  —  On  the  Elasticity  and  Strength  of  Spi- 
ral Spring«,  and  of  Hars  .Kuhjected  to  Tor*<ion.  Bv  Jamrs 
Thomson.— On  the  Mathentatical  Theory  of  Electricily  in  Ktpü 
libriam.  IV.  Geonetrical  Inveatigäliona  reffardins  Spbeffeal  Oon- 
doctora.  By  William  Tbnniaon.  —  On  fNlnrentiatlan  with 
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Kractional  lodices,  and  on  general  Differentiation.    By  the  Rev. 
W.  Center.  —   Mathcmatical  Notes:  üenionstratton  of  Pa»eti§ 
Hexacramroe.    By  T.  Weddle.  —  On  an  Integral  TmiHifMi- 
tKNi.  By  A.  Cayley.  «  On  certain  Corros  traced  on  the  te-  < 
fiM  of  «B  ElfipMia  (PohMofs  Pololds).  fiy  6.  i.  AllniBa. 

,No.  XIX,  will  be  publtöbed  ou  the  Ui      FeiMraary  ISAtt.  . 


Zu  ThI.  \1.  S.  232.  Seit  dem  dart  Angeführten,  wac  übrigem  Mi 

läni^-erer  Zeit  ^t-^^i  hrichcn  ist,  Inrn  mir  das   ,, Lehrbuch  der  Arilhmeffi 
ron  l>r.  Theodor  Wittstetii  '  zu  GcKicht,    dat  in  seiner  sweiten 
theilung  S.  102  IT.  Tollstätidigc  Rog^cln  enthält. 

ThI.  Xl.  S.  224  Zeile  8,  12,  19,  U  v.  o.  muM  statt  r  stdien  m. 
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Aritlimetik. 


Sammlung  von  algebraischen  Aufgaben  zam  Ge- 
brauch bei  dem  Unterricht  von  W.  H.  v.  Rouvroy, 
Hauptmann  im  K.  Sächs.  Artiilerie-Corp s  und  Lehrer 
der  Math,  an  der  Militair-ßiidungsanstalt.  Erste  Ab- 
theilung.  Aafgaben.  Dresden.   1848.  8.   Preis  %  Thir. 

Der  Inhalt  dieser  Saniuilung  algebraischer  Aufgaben  ist  fol 
cender:  Vorübungen.  —  Aufgaben  ülicr  die  vier  Rechnungsarten 
aer  Buchstabenrechnung.  —  Üebungen  in  der  Factorenzerifäliunc, 
im  Quadriren  und  Kublr^n-  algebraischer  Ausdrflcite  und  Im  Rceo" 
nen  mit  algebraischen  Brüchen.  —  Ausziebung  der  Wurseln  undf 
Rechnung  mit  Wurzelgrnsscn.  —  Reduction  der  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten.  —  Auflösung  von  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten.  —  Auflosung  von  Aufgaben  durch  Gleichungen.  — 
Uebungeo  in  der  Anwendung  der  Anfangsgründe  der  Combiuations- 
lebre  uad  der  Lehre  tod  den  Reiben  so  wie  Im  Gebranch  des 
Nevrtotf'schen  Blnominm.  — .  .Uebuneen  im  Rechnen  mit  Logarithp 
nsen.  —  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  höherer  Gleichungen. 

Die  Aufgaben  sind  in  allen  Abschnitten  in  hinreichend  grosser 
Anzahl  vorhanden ,  tmd  bieten  durch  ihre  \  erschiedenartigkeit 
Stoff  zu  vielfachen  Ucbungen  dar,  scheinen  auch  meistens  zweck- 
mässig gewählt  zu  sein.  Die  Auflösungen  der  Aufgaben  enthält 
dieses  Jfleft  nicht,  und  werden  dieselben  wohl  in  einem  zweiten 
Hefte  nadifolgen  sollen.  Eine  solche  Trennung  der  Aufgaben  und 
Auflösungen  scheint  zweckmissig  zu  sein,  da  sich  dann  die  Anf- 
pabensammlung  in  den  Händen  der  Schüler,  die  Auflösungen  nur 
in  den  Hiinden  des  Lehrers  befuulen  können ,  u  enn  es  auch  nicht 

tip  wird ,  dass  manche  Schüler  sich  bald  in  den  Besitz  dcä  die 
leuDgen  enthaltenden  Hefts  setzen  werden.  Da  Lehrer  der- 
^  shen  Aufgaben  eigentlich  nie  genug  haben  können ,  so  werden 
sie  gewiss  auch  dieses  Bflehlein  schon  von  seihst  nicht  gans  un- 
beachtet lassen. 
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deametrie* 

Geometrische  Auff^aheii  mit  besonderer  Riicksicht 
auf  geometrische  Constructionen.  von  £.  Adams.  Zwei- 
ter Abschnitt.  Aufgaben  fiber  Theilung.  Mit  siebeo 
Kupfertafein.   Winterthur.  1849.  8.  Prei«  1»«  Thir. 

Der  erste  Abschnitt  dieser  sehr  piMiifcblensivertberT  Samm- 
lung i^iMJinetrischer  Aulgaben  mit  besonderer  Kücksirht  auf  geo- 
metri.scbe  Coiiatructiouen  mi  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLL  $•  SU)* 
angezeigt  worden.  Den  frdber  mitgctbeilteD  47  Aufgaben  ttber 
ein*  und  umschriebeDe  Figuren  hat  der  Herr  Verfasäer  jetzt  web 
8  zwar  nicht  ganz  in  dieselbe  Kategorie  gehörende,  aber  doch 
verwandte  Aufgaben  hinzugefügt,  und  der  zwerfe  Abschnitt  über 
Theilun^^en  entbäit  45  Aufgaben,  so  iians  die  uanze  Schrift  über- 
haupt iOO  Aufgaben  entbäit.  Jedenfalls  gehört  diese  .Sammluog 
zu  aen  instructivesten  Büchern  ihrer  Art,  und  muss  Lehrern  bim 
weiter  vorgerOekten  Schülern  angelegentlichst  empfohlen  werde«. 
Dass  die  gegebenen  Auflösungen  fas?  aÜe  elegant  sind  und  riele 
Eigenthinnliclikciten  darl)ic(cii ,  braucbrii  ^vir  denet» ,  di»MlcsH^Ht 
Verfassers  Irüljere  geometrische  islchiitlrn  kennen,  uicfit  er^t » 
Tersicbern.  Von  den  meisten  Aufgaben  giebt  der  Herr  \  erLiaset 
verschiedene  Auflösungen,  welches  zu  lehrreichen  Vergleichu^ges 
Veranlassung  giebt.  M5ge  das  lehrreiche  Bach  recht  vielen  Niitiei 
stiften  und  zu  immer  grösserer  Belehvng  des  so  wichtigen  geonte- 
trischen  Unterric  liU,  und  des  niatbematiscbrn  Cntcrrichts  übet- 
baupt  beitragen,  dessen  liobe  Bedeutung  nampnfiicb  in  der  jetti- 
gen  auf  das  wahrhaft  Nüt/liche  nut  Recht  immer  mehr  binstre* 
bendeu,  und  vielen  eiteln  veralteten  Kram  (boffentiieb  auch  bei'a 
Unterrichte )  von  sich  werfenden  Zeit  gewiss  Unmtr  mehr  atart 
und  behsrsigt  werden  wird. 


Die  Winkelcoordinaten.    KIn    nSttSS  Coordioatei' 

«Vstem.  M  :i  thematische  Abhandlung  von  B.  Sommer« 
Alit  dreiFigurentafeln.  Cohlenz.  4.  1  ThIr.  15  2)gr. 

Diese  ausgezeichnete  Schrift  verdient  jedenfalls  al^Mloer 
bekannt  su  werden  und  eine  etwas  weitläufigere  BesprechuDg,  a» 
sonst  in  diesem  literarischen  Berichte  gewöhnlich  ist  In  der  Eio- 
leitung  sagt  der  Herr  \'«'rf:issf»r :  „Das  Bestreben ,  die  räumlicbcn 
Verbmtnisso  durch  Zublenw ertbe  auszudrucken,  hat  die  an.iKili- 
sehe  Geometrie  hervorgerufen,  und  grade  hieraus  entspriog^  J* 
Quelle  d«r  grossartigen  Resultate,  durch  welche  das  Feld  utf 
ermittelten  Wahrheiten  ho  bedeutend  vergrussert  worden,  da  um 
nun  auch  umgekehrt  siefi  in  den  Stand  gesetzt  sah,  allen  den on* 
endlich  raannichfaltigen  t^niformiingen  in  der  Arithmetik  eine  g^J>* 
metrische  Bedeutung  unft  i  h  l(  n  zu  können.  —  Die  erste  liedlw 
gung  einer  solchen  Ucbersetziuig  in  die  Zahlensprache  ist  ounl» 

gehörige  Bestimmung  eines  Punktes;  aus  den  verschiedcses  A^ 
»n»  wie  diese  vorgenommen  werden  kann«  entspringen  Jjjc  ^jf* 
schledenen  Zweig«  der  analytischen  Geometrie.  —  War  ^ 
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elnfochefen  Bestimm  im  garten  hier  kurz  aufzahlen:  —  Die  erste, 
die  iiirer  Natur  nach  am  frübestea  üugeweadet  wurde,  verlangt 
4lo  Anmte  dm  |mrallelett  Absttade  dei  iMitlgllebeD  Puafct—  aHl 

den  ScheoMn  eme»  als  der  Lage  nach  fest  angenommenen  Win« 
keis.  Dies  sind  dlo  Pn  n  k  tcn  nr  d  inateo,  die  in  flen  meisten 
Pällen  rechtwinklig,  nach  dem  testen  Winkel,  i^ewalilt  werden.-— 
I>ie  aweite  Art  geschieht  du(iurch,  dass  mau  nur  eine  Grade  und 
Iii  Ihr'  eliien  Punkt,  den  Poi,  als  fest  betrachtet,  wo  dann  zur 
Auffindung  eines  beliebigen  PunJctes  dl«  Eatlemung  deMelbett  vimb 
Pole  und  die  Neigung  dieser  letztem  gegen  die  geg«b«ne  fest« 
Grade  hinreicht.  Dies  sin<l  die  Po larcoordin atcn.  —  Dtpje- 
nige  Art  nun,  die  diese  Abhandlung  in's  Leben  gerufen  hat,  be- 
stimmt einen  Punkt  durch  die  Winkel,  welche  die  Entfernungen 
demelben  too  swelen  festen  Pnnkteo  mit  der  dmch  di«ne  letrts» 
ren  laufenden  Graden  bilden.  Wir  irollen  diese  Ernüttelungnyreis« 
die  der  W^i n ke Icoordinate n  nennen. —  In  den  erwähnten  drei 
Sy^jtemen  ist  demnach  die  Bestinuniini;  vollführt,  entweder  durch 
zwei  Abstände,  oder  durch  einen  Ab^^tand  und  einen  Winkel,  oder 
drittens  durch  zwei  Winkel.  —  Man  hat  noch  eine  andere  Bestim- 
mnnff  zu  einem  ungemein  fmehtbaren  Systeme  gewählt*),  liei 
weicnein  der  Punkt  mittelbar  durch  gerade  Linien,  die  durch  ihn 
gehen,  aufgefnnden  wird,  während  diese  Graden  selbst  durch  ihre 
Abschnitte  an  den  SScbenkeln  eiues  festen  Winkels  ermittelt 
werden." 

Auf  die  Wnkelcoordinaten  hat  nun  der  Herr  Verfasser  ein 
schönes  System  der  analytischen  Geometrie  gegrändet,  welches 
aUffen^ner  beachtet  su  werden  recht  sehr  veraient,  und  wenn  er 
settMit  auch  in  der  Vorrede  in  sehr  bescheidener  Weise  ))ei  den 
Lesern  seiner  Schrift  Entächuldignng  wegen  der  kleinen  Zahl  der 

fegebenen  Entwickelungen  anspricht,  so  reicht  doch  das  von  ihm 
is  jetzt  Gegebene  Jenenfalls  vollständig  hin,  um  die  Fruchtbar- 
keit (leä>  neuen  Cooruiaateusystems  deutuch  über«*ciieii  zu  lai»8en, 
vnd  legt  zugleich  ein  schuoee  Zeugnis«  ven  der  Gewandtheit  des 
Herrn  Verfassers  in  analytisch -geometrischen  Betrachtungen  ah. 
Der  Hauptinhalt,  niif  dessen  Angabe  wir  uns  hier  bcsclirhnken 
inässen,  ist  folgender:  Einleitung.  —  Erltes  Kapitel.  Die 


den  Punkt  und  die  gerade  Linie  angewendet  Zweites 
KapiteL  Die  Wiofcelcoordinaten  in  Beziehung  auf  die 
Punktcoordioaten  betrachtet,   jedoch   nur  insoweit 

dies  die  Theorie  der  graden  Linie  betrifft.  —  Drittes 
Kapitel.  Die  W  t  n  k  e  I  co  o  r  d  i  n  a  ten  auf  die  Turven  des 
xwuiten  Gradcj»  augcwcudct.  —  Viertes  Kapitel.  liela» 
tiopeii»  welche  allen  Cnrven  aukonimen.  Schlutt' 

Bemerken  müssen  wir  noch,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der 
Grundidee,  aas  welcher  8«ne  Schrift  hervorgegangen  M,  mH 
Heyti  Doctor  Sweifcngrebel  in  der  im  LiEmfiechen  Bericht 
Nr.  XXXVIII.  S.  549.  angezeigten  Schrift  zusammengetroffen  ist. 
Dass  aber  hier  von  einem  Plagiat  nicht  im  Entferntesten  die  Kede 


*)  PI  Acker  Int  tten  Bande  sefaer  Bntwicfcl  engen. 
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sein  kann,  zeigt  die  in  beiden  8chri(^eo,  deren  jede  ttfii  aebc 
fenlleBtftlieben  Seiten  bat,  befolgte  HehäiMmpmmM mmii  wmA 
der  iMterielle  Inhalt  aaf  das  DeotHdial^  Die  GhiMÜdee  des 
Sann  Vciiaasers  ist  ja  auch  an  sich  eine  so  einfache  und  sieb 
so  leicht  von  seihet  darbietende,  dass  «»«j  ear  nicht  zu  verwundwTi 
iht,  doMt»  zwei  Per$ionen  fa«t  gleichzt  iti«;  auf  dieselbe  l<onimen 
küuneo;  und  da«  Verdieustliube  liegt  ja  auch  bei  matbeniatiachen 
Diogaa  nieietena  nieht  in  der  Grundansebauunft ,  ttedem  lir  Ml 
Art  und  Weise,  wie  da^^  Gebäude  auf  derselben  attf^efilbrt  int. 
was  gerade  im  vorliegendon  Falle  recht  in  die  Augen  tallend  her» 
vortritt.  Die  Schrift  des  Horm  \'erfjissors  ist  jedenfalUi  moe  ffani 
selbstständige  Arbeit.  Moran  kein  Vernünftiger,  der  beide  gleic^b 
verdienstlichen  »Scbrilten  mit  einander  vergleicht,  einen  Augo^- 
blick  .Kweifeln  kann.  .  .4  rtwJt^^^t» 

Namentlich  ist  auch  Jüngern  Mathematikern  /  diit  fltf  ||k' 
wohnlichen  analjüschen  uieometrie  schon  hinreichend  bekannt  siadj 
die  vorliegende  Schrift  .zu  weiterer  Cebung  in  diesem  schonen 
und  fruchtbaren  Tbeile  der  Matheroatiic  recht  sehr  zu  eippfe|^|j^ 


Xriffonometrie. 

M.  s.  neiter  unten;  Nautik. 


Praktteclie  JHechanik. 

Lehrbuch  der  Anwendung  derMecbanik  auf  Maschi- 
nen. Von  J.  V.  Pooeelet.  Deutsch  herausgegeben  von 
Dr.  E.  H.  Schnuse.  Zweiter  Hand.  Zweite  Abtheilung. 
Mit  einer  lith ographirten  Tafel.  Darmstadt  184&  & 
1  Thlr.  7  Sgr.  6  Pf. 

Schon  fan  Literar.  Ber.  Nr.  XXIL  8.  338.  haben  wir  uns  llker 
die  Verdienstlichkeit  der  Verpflanzung  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  eines  der  ersten  franzosischen  Mathematiker  auf  deut- 
schen Boden  ausgesprochen,  weil  manchem  Praktiker  doch  die 
Darstelluns  in  einer  fremden  Sprache  manche  Schwierigkeit  dar- 
bieten, und  auch  der  hohe  Preis  des  Originals  manchen  Ton  der  Ab* 
schafiing  abhalten  mochte.  Deshalb  hat  es  uns  Wunder  genommeD» 
dass  zwischen  dem  Erscheinen  der  ersten  Abtheiluti^  des  zweiten 
Bnndei»  im  Jahre  1845  (ni.  s.  Liter.  Bericht.  Nr.  XX\  U.  S.  401. V  und 
dem  erst  jetzt  (1848  steht  zwar  auf  dem  Titel,  aber  nur  eben  f^rst 
iu  diesem  Augenblicke  ist  das  Buch  in  unsere  Uände  gelaugt) 
erfolgten  Erseheinen  der  zweiten  Ahtheiinng  desselben  nandea 
ein  so  langer  Zeitraum  verflossen  ist,  wenn  darin  von  unserer 
Seite  kein  Irrthum  obvraitat«  was  wi/t  jedoch  ni«ht  gltiihen  Die 
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Ueberselzung  liest  «ich  gut^  die  Auüstattung  \äs»t  uicbte  zu  wüii« 
•eibeli  ^BMf,  wid  wir  wünschen  ilaher  recht  sehr,  dieMB  aos^^- 
»niehnete  Yi&tk  In  den  Händen  aller  teer  /u  sehen»  welche  sich 

mit  i\em  Bau  und  der  lieurthtMhtKi^  von  Mahchiueu  zu  he^chäftl- 
*;en  Beruf  und  Veranlassung  haben,  wobei  wir  scbliesiülicb  nocb 
bemerk^ii  wulleu»  da&s  die  vortiegende  zweite  ^btbeibmg  des 
MBlten  Banden  haupteSchlich  die.  Theorie  den  Widerstanden 
fenlnr  K»r[ier,  und  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  und  Loce* 
Diotiven,  endlich  unch  einen  Abtüchnitt  über  die  von  Girard 
fiMidene  nenn  «Schiitt»cldense  mit  ^SiicUwimnier  enthalt 


W  a  u  t  i  k. 


Loxodrettilnehe  Trigonemetrie.    Ein  Beitrug  zur 
Nautilc.  Yen  Johann  Anctint  Gffunert.  lieipaiir.  1849. 
31  Ngr, 

Diese  Schrift  enthält  die  Darstellaiig  einer  neuen  matheroati- 
neben  Doctrin,  die  dem  einen  der  boTden  Theile»  in  welche 
sich  (li^lich  die  Steuermannskunst  theilcn  lässt«  zur  wissenschaft- 
lichen (»nindlage  dient,  und  ficfert,  unter  Voraussetzung  der 
s|»häroi(li8chen  Gestalt  der  Er<le,  die  vollständige  AtjUrKsuni^  aller 
iu  diesem  T heile  der  Steuermannsl^unät  vorkommend en  Aulgabeq. 
Der  Schiffer,  welcher  immer  eine  längere  Zeit  denselben  Cure 
beizubehalten  genothigt  ist,  segelt  während  dieser  Zeit  nach  einer 
allo  Meridiane  unter  demsniben  Winkel  schneidf ndcn  Linie,  die 
unter  dem  Namen  der  Khuinh  -  Linie  oder  i\vr  loxfjdromischen 
Linie  bekannt  ist.  IJnter  einem  loxodromischen  Dreieck  wird  ein 
Dreieck  zwischen  drei  Punkten  auf  der  Oberfllcbe  des  Erdellip- 
sotds  Terstanden,  dessen' eine  Spitze  immer  in  dem  i'inen  ü^rd- 

f'»ole  llc^»  der  mit  den  beiden  andern  Spitxen  durch  Meridian^' 
>o^en  verbunden  ist,  und  (Üp  beiden  anflern  SpU/en  selbst  sind 
durch  eine  Loxodronio  tnit  einander  verbimdcn  .  worati.s  soj^leich 
die  Analogie  solcher  Dreiecke  mit  den  80!j;enauiJten  suhäroidischen 
Dreiecken  trhellen  wird.  In  einem  tozedreiniscben  Ikelecke  sind 
uIm  f,  da  die  Loxodrome  gegen  alle  Meridiane  unter  gleichen 
Winkeln  «^^ueii^t  ist,  nicht  wie  in  rincm  sphtiroidisehen  Dreiecke 
sechs,  sondern  nur  ffinf  Strirkr  /m  tpctracnten,  nämlich  die  Brei- 
ten seiner  beiden  nicht  mit  den  Erdpolen  zusammenfallenden 
Spitzen,  die  Längendifferenz  dieser  beiden  Spitzen,  der  Curs 
(Winkel  der  Rfanmb-Linie  mit  den  Meridianen)  nnd  die  sogenannte 
i?cf<egelte  Distanz ,  d.  h.  die  Loxodrome  oder  Khunib-Linie,  welche 
die  beiden  in  Hede  stehenden  Sj>it7:en  mit  einander  verbindet,  und 
die  loxodromifcfve  Trigonometrie  beschäftigt  sich  mit  der  vollstän- 
digen Aullösung  dieser  Dreiecke ;  da  n  ie  iu  allen  Trigonometriecn 
anch  hier  immer  drei  Stflcke  als  gegeben  betrachtet,  die  neiden  ande- 
ren Stfieke  gesucht  werden,  .^o  kommen  In  der  loxodromischen  Trigo- 
nometrie überhaupt  zehn  Aufgaben  vor.  Was  nun  die  „ebene 
Trigonometrie*'  ftir  die  „niedere  Geodäsie**,  die  >,sphä- 
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rlsebe  Trigonometrie"  för  die  „höhere  0«odtel«*  wi 
die  ,,spbftroidiscbe  Trigonometrie*'  Ufr  die  >Maiete 

€ieodX«le<*  Ist,  dasselbe  Ist  die  „loxedromische  Triqooo- 
metrie",  —  als  eine  neue  vierte  Trigonometrie—,  dar  de  n  Theil 
der  j.Stenerniannskunst**,  welcher  gewiftsermassen  die  Geo- 
däsie auf  dem  IVJeere  ist,  sich  bei  t»eifien  Messungen  nurdst 
Locs,  des  Sandglases  und  des  Koranassee  bedient,  mnd  4ttm 
nicht  in  das  Gebiet  der  natttischen  Astronomie,  ab  den  andern 
Theil  der  Steuermannslninst,  ftllt.  Wie  schon  (gesagt,  sind  all« 
Aufgaben  der  loxodromischen  Trigonometrie  in  dieser  Schrift  auf' 

gelost  worden,  so  dass  dieselbe  eine  vollständige  systemati&che 
Behandlung  dieser  neuen  Wissenschaft  liefert,  immer  ganz  aUge- 
mein  fttr  die  Erde  als  Ellip^oid,  woron  aber  der  Uebenang  wm 
Kugel  in  allen  Fällen  leicnt  dadurch  vermittelt  wird,   daee  man 
die  Excentricität  als  verschwindend  betrachtet.    Ausserdem  eat- 
hält  dici?e  Schrift  auch  die  mit  der  loxodromischen  Trigononebie 
unmittelbar  zusammenhängende  Theorie  der  Seekarten  mit  wach- 
senden Breiten  oder  der  sogenannten  Mercators* Kalten,  und  die  | 
Theorie  der  MeffdlonaltbeNe,  welche  der  2elebirang  der  •■wraeb 
senden  Seekarten  znr  netbwendigen  Grundlage  dient    Dass  dann  i 
auch  endlich  noch  die  graphische  Auflösung  der  in  der  nauti- 
schen Praxis  am  häufigsten  vorkommenden  Aufgaben  der  loxodro- 
mischen Trigonometrie  mit  Hälfe  der  Seekarten,  was  der  S-^Jiiffer 
forengeweiae  MBesteckaetsen"  oder  „Absetsen**  nennt» 
geben  worden  isl«  brancbt  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  m 
werden.  '  ' 

Ick  hoffe  und  wGnsche,  dass  diese  Schrift  sowohl  unges 

ihres  theoretischen  Inlialts  und  der  in  ihr  gegebenen  streng  sy- 
stematisch geordneten  und  gegliederten  Darstellung  einer  neuen 
mathematischen  Wissenschalt  für  den  Mathematiker,  als  auch 
wegen  der  höchst  wichtigen  praktischen  Antvendnngen,  denen 
diese  neue  Wlseensehaft  ihre  Enstehung  verdankt,  Air  den  wissen- 
schaftlich  gebildeten  Seemann  von  Werfli  und  Interesse  sein  w*erde 
und  möge.  Da  Deutschland  in  der  jetzigen  bewegten  Zeit  Jas 
Glück  seiner  Zukunft  vorzugsweise  mit  auf  die  Herstellung  einer 
den  übrigen  seefahrenden  Nationen  Achtung  gebietenden  Flotte 
grfindet,  so  kann  es  nicht  fehlen,  dass  aneh  die  nantiscben  Vfh^ 
senschaften  bald  einen  grSsseren  Aufschwung  als  bisher  in  unse- 
rem Vaterlande  nehmen  müssen,  und  hierzu  ein  Scherfiein  bei- 
zutragen, ist  mit  ein  Zweck  dieser  Schrift.  Hoffentlich  wird 
aber  dem  Verfasser  bald  vergönnt  sein,  di©  weiteren  Früchte  sei- 
ner schon  seit  einer  Reihe  von  Jahren  aus  betionderer  Neigung 
unternommenen  oeatiseben  Studien  und  Arbelteu  In  einem  grösse- 
ren AVerfce  fiber  die  Prindplen  der  SebiffBbaukunst  und  ^  des 
Scbiffsmanoeuvres  dem  mathematischen  und  nautischen  Publikum 
vorzulegen;  möge  so  wie  die  vorliegende  loxodromische  Trigono- 
metrie auch  künftig  dieses  grössere  Werk  (reundÜche  Aufnahme 
finden  I  .  €*r«  . 
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Milthcilunuen  der  naturforscheBden  Geseit ^« di aTf 
in  Bern.  i\r.  105.  bU  Nr.  130.  (Vom  20.  Decembor  iö47 
bi«  15.  Juni  1848). 

Wegen  des  sich  ImiBer  nebr  «aliMmden  Material«  ist  die 

Anzeige  der  obii^en  Nummern  f1rpsf»r  sf^hr  verdienstlichen  Mitthei- 
lunscn,  deren  Nr.  104.  im  Liternr.  lier.  Nr.  XLII.  S.  008.  ange- 
zeigt worden  ist,  ini*?ohührlich  verspätet  norden. 

C.  ßrunncr,  Sohn,  Bericht  ühcr  neue  Uotersocbiiilgen  der 

CJohasion  der  Flüssigkeiten.  (Nr.  105  u.  106.) 

Bri  dit'scm  loltrretchen  Atifsatze  befindet  sich  auch  ein  Brief, 
von  Herrn  iiud.  Merian,  friohn,  in  Bai>el,  der  eine  scharle  Kri- 
tik der  von  Herrn  Dr.  Buvs-Ballot  in  seinem  .Aufsätze:  „Ueher  • 
dem  Binfluss  der  Teroperalar  aof  die  Synaphie  (PoggeodorlTa  An- 
nalen.  B.  71.  8.  177.)"  angewandten  Bereeluiangeweise  enthätt» 
\^'rlrhe  dio  von  Flerrn  Dr.  Buys-Ballot  n.  a.  O.  erhalteoett  Re« 
au^tate  als  e^ehr  zweitelhaft  eracheineo  iasat 

S.  135.  Iiihrt  Herr  Brunner  ein^n  PrhHnen  Sprach  von  Fnn 
tenelle  an,  der  uns  bisher  unbekannt  gewesen  ist,  und  vielleicht 
roancbem  Leser  des  Archivs  eben  so  viel  Vergnfigeo  machen  wird, 
wie  er  aas  gewahrt  bat: 

„Partout  dans  la  nature  il  y  a  de  la  gi^ometrie;  niais  eile  est 
ordinairemeot  fort  mipliquiie,  et  celle  qui  a^ait  Irade  ao«  rat* 
•oaneiaeute  dtait  trop  auniile  peur  attraper  Joste  les  effels  tele 
qtt'Us  seat/* 

Noch  ein  in  anderer  Beziehung  eben  so  schöner  Spruch  von 
CttTief  fliief  die  Natur  im  Allgemeinen  wird  S.  160.  angeführt, 

und  mag  hier  auch  noch  stehen:  ,,Tout  se  lie,  tont  se  fient; 
chaqne  exi<»tcnce  est  «Michainee  a  une  autre  existtTJCc,  et  cftte 
cbaine  dont  nous  ue  pouvons  appercevoir  que  quelques  anncauji 
imileroeplibles,  est  kiBMe  en  loDgusiir,  eo  dtendoe»  et  eo  dnr^e.'^ 

R.  Wulf,  Noli^eii  zur  Geschichte  der  Matheinatiic  und  Pkf' 
sik  in  der  Schweis.  (Nr.  W  «nd  Mi) 

Hierin  auch  einige  schaUijare  Notizen  über  des  grossen 
L»  fioler  bei  Weitem  nlebt  oaob  Verdienst  blnreicbend  bekann« 
lea  Sohn  Johann  Albrecht  Euler,  von  dem  der  Herr  Verfas- 
ser mit  Recht  sagt:  ,,er  .stand  neben  der  Sonne,  und  diese  ver- 
mochte er  nicht  zu  ühergiän7A>n''.  J.  A.  Eni  er  war  den  16.  No- 
vember 1734  /.II  Petersburg  geboren,  und  starb  daselbst  am 
5.  September  1800,  als  Sekretair  der  K.  R.  Akademie  der  Wis- 
•enscnafteii.  Sieben  Preisscbriften  Ton  ihm  worden  von  de»  Aka* 
dmlen  zu  Paris,  Petersborg,  München  oud  GGttiogen  gekrönt.— 
Vielleicht  ist  es  den  Lessern  des  Archivs  ancjenehra,  die  Abhand- 
lungen, welche  J.  A.  Eni  er  überhaupt  verfasst  hat,  hei  dieser 
Gelegenheit  dem  Titel  nach  kennen  zu  lernen,  und  wollen  wir 
dieselben  daher  hier  angeben ,  so  weit  unsere  Keontoiss  reicht : 
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\i\  (lissertatloneni   pntris   de  tribus  numeris,    quornm  tarn 


Acad.  Petrop.  1771».  P.  I.  Mem.  p.  4Ü.). 

Recherchen  des  mouvemens  d  un  globo  .«;ur  im  plan  horiiiNH 
tal  (Mem.  de  Berlin.  1758.  p.  284.  1700.  p.  2ül.). 

■  f)fs  cerfs  -  volanjs  (i^foni.  de  Rerlin.  1756.  p.  322.). 
Eine  weitere  Aiisfutirung  uud  tlieiiweise  BcrichtiguoK  dieser  Tiieorie 
J.  A.  Haler«  iler  Coiyietes  oip  cerft  Tolan«  fdos  anler  dem  Ntmeii  fli»- 
Kende  Drachen  bekannte  Spietwerk  der  Kiilier)  entlliU,  beiläufig  fsresa^t, 

du«  für  ilic  Sr}il(?\!i.utk-TinHt  lind  du«  Si'IiifTsmnrtnruvrf  vtrhtpjr"  Werl:  ..De 
I  a  n  o  D  s  t  r  II  c  t  i  II  n  et  d  «  I  a  in  a  n  o  <>  n  v  r  e  d  e  8  v  a  i «  s  u  a  u  x  et  a  u  t  r  e  « 
bAtiments,  oii  exaiuen  niiiriiimt;  tiieurigue  et  pratti]«e;  par 
Dun  George  Jnao;  tradnit  de  l*lia|»*irBol  par  M.  Lef^^««u 
T.  I.  Paris.  IT 92.  4".  p  3  72.  Die  Throrie  der  crrf*  volan«  i«t  we 
gen  der  iiiiiner  noch  «ehr  im  Arg'en  licft^endf^ii  Tliffirie  Arn  W'n\f^r<.\ni\f4 
llii««tig^cr  Mu»«cji  gegen  in  ihnen  bewegte  fe^tv  KiMj^cr  wiciaig  iinü  \ cr- 
dicBt  mit  Rucktichl  auf  di^it  früheren  Untprauchuogeo  weiter  bearbei- 
tet iD  veidan. 


Siif  le  tems  de  ia  chute  d'ttn  corp:«  atttre  vws  an  oMtie  de 
forces ,  en  raiion  raciproime  des  distuMes«  Mtü.  de  Berfin.  ITtOl 


Von  der  Be^^egong  ebener  Flüchen,  %venn  sie  vom  Winde 
(retriehen  werden.  Abbandlnngen  der  Bairischen  Akademie.  B.  3. 

Tbl.  2.  S.  3. 

Projet  de  quelques  nouveltes  expeHences  a  faire»  dont  Tid^em'eit 

veriue  en  cxaminant  les  differeos  fourneaux,  qui  ont  4X6  recom- 
luand^s  an  'jrand  Directoire  comme  les  meitfpurs  relativemeot  a 
iepargne  du  Ijois.    Mem.  de  l^erlin.  1766.  p.  ;i02.  319. 

Recherches  sur  l'arriniaijfe  des  vnisseaaz,  et  qnelles  bonnes 
<^ualitäs  on  en  peut  procurer  a  uu  vai^seau.  Prix  de  l  Acad.  des 
5c.  de  Paris.  T.  Ml.  Mem.  6.  * 

Sur  les  diverses  nianldres  de  faire  avancsr  los  «sissenazseiis 
empleyer  ia  foree  da  vent  Mem.  de  Berlin^  1764»  p.  240l 

J.  A.  Enler  war  ancli  ein  flelssiger  astrenomiseber  and  me* 
teorologiscber  Beobacbter. 

Mögen  diese  gelegentlichen  historischen  inid  literariscbeii 
Noti/t'n  geeit^net  sein,  das  Andenken  an  einen  mit  Uoreebt  fast 
gaoa  vergessenen  Matbematiker  wieder  zu  erueuenu 


C.  Brunner,  Sohn.  Beitrüge  zur  Kcnntniss  der  schneUerl* 
sehen  Nummuliten-  und  Fly^ichformatiou  (Nr.  110.  u.  III.). 

H.  Wolf,  Note  fiber  die  Transformation  recbtwinlüjger  Cso^ 
dioateo  im  Räume  (Nr.  Iii.  u.  113.). 

C.  Schlätli,  über  die  I?el<itionen  zwischen  den  nenn  Cosi- 
nus, durch  weiche  die  ?02;eiiseitige  Lage  zweier  rrofitvfinkliger 
Coordinatensysteme  heiülinuut  wird.  (Nr.  112.  u.  Nr.  113.). 

(Auf  die  beiden  rorftehenden  Auftätxe  hoffen  wir  »pater  im  Aiduf 
ssrdcItsaliiiBniep). 


summa,  quam  summa 


Nr.  100. 


R.  Wolf,  über  deu  gelehrten  Brief wecitsel  der  BemeoUl 
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Rb  Wolf,  l^achriditflli  Ober  die  Sternwarte  in  Bern.  Hi^tf>- 
riMlM  Natia.  Beebwilitaligw  eioM  MmtAhoSm.  (Nr,  114^  m>  W.). 

.  C.  Bronne jSolin,  Diamagnetiamue  des  IStees.  (Nr^  H4, 
«•  115.).  ■  I  .  . 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  vnd  Phy- 
sik in  der  Schweis.  &t.  114.  n.  115.). 

Ein  filr  die  Geschichte  der  Matlieinatik  intere^santef  Au&atz, 
Der   i$chweizer  Bürgi  i|at  oHnilich  wahrscheinlich  wenigatena 

gleicbzeitijj  mit  Neper,  wo  nicht  vor  demselben,  die  Logarith- 
Kien  erfunflen.  Obgfeich  dies  bekanntlich  schon  Scheibe  1  und 
Kä&tnef  bemerkt  oaben,  der  letztere  iiucb  Bürgi's  «logenannte 
Progresatabnl»  die  er  sufiillig  in  einem  Pack  alter  Schriften 
auQeBll»  in  seiner  Fortsetzung  der  Rechenkunst  beschrieben 
hat,  80  scheint  doch  Herr  W olf  allerdinjj;«  jetzt  von  Neuem  ein 
£]ih«nipiar  dieser  Pro<;resstabiil  Bürgis  aul  der  Küni^l.  Bibliothek 
in  München  aufgefunden  zu  haben.  Da  die  Suche  jedenfalls  histo- 
risch wichtig  ist,  60  dürfte  es  zweckuiiässig  ;sein .  den  ganzen  Auf- 
sats  des  Herrn  R.  Wolf,  wosa  deneibe  aeine  Erlaubniss-  ertheilt 
hat,  im  Folgenden  abdrackeo  zu  lassen»  da  die  Mittheilungen  der 
naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  wohl  nicht  in  die  Hände 
sehr  vieler  Leser  kommen  möchten.  Alle  im  Foli^mdeti  eini^eklani- 
merte  Zahlen  sind  in  der  Urschrift  rotb  gedruckt,  was  sich  hier 
ohne  Weittftnßgkeit  nicht  gut  bevrericstelligen  Ifess-« 

Heber  Bfirgi'»  IjOi^arillimeii« 

Die  ungemein  grosse  Wichtigkeit  der  Lo^irithmen  flir  die 
reine  und  ansjcM  anfUr  Mnthonintik  stempelt  ihre  Ertiiidtino;  zu  pincr 
der  scbönsten  des  17ten  Jahrhunderts,  und  berechtigt  England 
mit  Stolz  seines  Pieper  zu  gedenken.  Aber  auch  die  Schweiz 
darf  sich  mit  Freuden  ihres  Bürgi  erinnern,  denn  es  ist  mehr  als 
walirsdieinUch ,  dass  Bfirgi  wenigstens  gleichzeitig ,  wo  niclit  Ter 
Neper,  ähnliche  Tafeln  constniirte  ,  und  nur  durch  das  ihm  eigen- 
tbilniliche  und  von  Kepler  nnt  Ht  rlit  bitter  getadelte  Zögern  tni 
Bekanntmachen  seiner  Erlindungen  um  dt n  Ruhm  der  ersten  oder 
wenigstens  Miteutdeckung  der  Logarlthmca  gei.ir;icbt  wurde.'*') 

Scheibel  theilt  im  zehnten  Stficke  seiner  Einleitung  zur  ma- 
thefnatitchen  BücherkewUnUs  mit,  dass  Benjamin  Bremer  in  seiner 
Beichnibmtg  einas  mAt-  kickim-  PefMpwU»*'  imc/  grumdMkim* 
den  Inslntments  auf  einm»  Simide  (Cassel  1630)  iS.  einer  Zuschrift 

an  Faulhaber  bemerke :  „  Aus  diesem  Fundament  hat  mein  lieber 
„Scbwri^er  und  Praecüptor  Jobst  Burgi ,  vor  zwanzig  und  mehr  Jäh- 
eren ,  eine  schone  nro^ress-tabui  mit  ihren  diflferentzen  von  10  zu 
„lü  in  D  Ziffern  caiculirt,  auch  zu  Prag  ohne  Beriebt  i  in  Anno  1620 
Mdmeken  lassen.  Und  ist  abo  die  In?eotion  der  Logarith.:  nicht 
j,des  Neperiy  sondern  von  gedachtem  Bur^  (wie  solches  vielen 
„wissena,  nnd  ihm  auch  Kcfilenis**)  Tevi^msa  gibt)  lanL'o  zuvor 
,,erfiiiMlen."  Niemand  hatte  aber  in  neuerer  Zeit  diese  Progress- 


*)  %'erg(fliche   Inmilirr  unA  ^vvpcn  Rärgl  Öberbs^pt  Psg*  W  hl» 
ItiS  der  MiUhdilnngcit  mm  (lem  Jahre  lH4ti. 

.\a«li  6«lteibcl  VH  in  PraecepiU  Tabul.  lludol^ii,  C.  Ul.Pag.li. 
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tabul  gesehen,  bis  Bte  Kästner  zuföllig  in  einem  Pack  alter  Schrif- 
ten, da«  aus  Doppelmayrs  oder  Jon.  Christ.  Nfurni«  Hihlinthek 
stammte,  auffand.  Er  beschrieb  sie  aul  Pag.  94  — JOr»  seiner  Fmt- 
setznny  der  liechenknn$t  und  nach  ihm  IMontucIa  im  zweiten  Bande 
(Pag.  10  und  11)  seiner  Geschichte  der  Mathematik. 

Bürgi's  Progresstabul  mochte  um  so  eher  unbekannt  geblie« 
bcn  sein,  als  ihm  seine  Bescheidenheit  nicht  crlaulit  hatte,  sie 
mit  seinem  Namen  auszustatten,  und  auch  die  Wiederauffindung 
wurde  dadurch  natürlich  unjjemein  erschwert.  Nachdem  ich  sie 
auf  mehreren  gro.ssen  Bibliotheken  Deutschlands  vergebens  »resiirht 
hatte,  fand  ich  endlich  auf  der  küni^lich(Mi  Bibliothek  in  !München 
eine  mit  Kästners  Beschreibung  übereinstimmende,  aus  30  t^uart- 
blättern  bestehende,  jedes  Textes  oder  Vorworte»  entbehrende 
Tafelnsammlunp: ,  betitelt:  Aritmetische  und  ffenmetrische  Profjrest» 
Tabuleiif  samhi  gründlichem  Unterricht,  wie  solche  nützlich  in 
allerlei  Rechnungen  zu  f/efrrauchen  und.  rerstnuden  werden  soL 
Gedruckt  in  der  alten  Stadt  l^ng  im  Jahr  HiiO.  Auf  dem  Ti- 
telblatt stehen  im  Kreis  herum  folgende  Zahlen: 

(5000)   105120407 

riOOOO)  llO5105:}9 

(15000)   .  iir,i8>r)5:$ 

,                (20000)   12213^1055 

(25000)  ....           .   .  12S400(U7 

(:KK)00)                           .  134'Ks;^5r, 

..(35000)  V  *       .   .  V  .   .  1411KU272 

(40000)   1411170486 

(45000)   I5t>827690 

^  (50000)  ir)4S(>soor) 

^  (55000)   17:m)530 

*,      ,  (60000)    ........    182200414  ^ 

^«  liiam.      /55000)    .    .  ^'-r 101547S5S 

(70000)  'mmm 

"  (75000)   2lir)«)20r>4 

(80000)   222545191 

v  i»..  .ivU.-^  \K^m)   233954743 

^             (mm)   245949244 

.     (95000)  .  258558685 

•  'M^a^i   (lOOOOO)    .    271814593 

.  ..'.iiflr.W    (105000)  .  .u^  ;^.«'^   .   .   .  285750111 

>  -  b-i-X     (110000)  .   :  .'V.i>  %W^v./-..,  300400081 

»  •  '         (115000)  ........  31.580113:i 

(120000)  ,  33199J744 

•'S  ^1  .       (12.^)000)  v   .    .    l  .  V  .  34901248:) 

(130000)   366905819 

t>               (135000)  r^r^  ;385716518 

"               (140000)   405491613 

(145000)   42(i28<)547 

(150000)   448135-298 

(155000)   471110508 

(160000)  ,  •.   .    i-'.-'i    .   .  495263623 

"    *           (165000)  .   .^    .   .    .    .   .  520655030 

(170000)   547348216 

(175000)  .   .    ;  V  .  •.   .  •  •  .  575401»920 
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(IHOOOO)   604910306 

(18.»Ü00)   (i3592;jl31  .  . 

(190000)   668525930 

(mm)  .   7028002:36 

(200000)   73883172« 

(20r)0(K))   77671041H> 

(210000)    816531257 

(215000)   858393564 

(2-20000)   902402087 

(225000)   9486()<>860 

(23(MKK))   1Hj:;30;J557 

(230270)   lOOOOOOOOO 

Mitten  im  Kreise  steht: 

T.  B. 

• 

(Die  ganze  Rote  Zahl  230270022) 
Die  ganze  Schwarze  Zahl  1(X)0000000 

Jede  Seite  hat  in  vertikalem  Eingänge  die  Nummern  0,  10, 
20... 500.    Die  Ueberschriften  dagegen  laufen  von  0  ,  500,  lOOO, 

1500          230000  fort.   Bei  dieser  letztern  Zahl  steht  997303557. 

Dann  ist  noch  eine  nicht  mehr  in  das  vorige  Schema  passende 
Fortsetzung  bis  auf 

(230270023)  ........  999999999 

Die  nSherc  Einrichtung  der  Tafel  ist  im  Uebrigcn  in  folgen- 
dem Muster  enthalten: 


(4000) 


(4600) 


(5000) 

10512()847 

 3r,3Ö9 

  47873 


(. 


.) 


(7500) 


(0) 
(10) 
(20) 
(30) 
(40) 
(50) 


104( 
....91277 
104101686 
....  V2097 
....2-2508 


(500) 


104602551 
....13011 
....23472 
....33935 
..  ..44398 


104602551  I  105126847 


107788011 


Die  Betrachtung  dieser  Tafel  zeigt  zunächst,  dass  die  rotlien 
Zahlen  eine  arithmetische  Progression  ,  die  schwarzen  Zahlen  aber 
eine  geometrische  Progression  darstellen,  also  die  rothcn  Zahlen 
Logarithmen  der  schwarzen  Zahlen  sind.  Ferner  wird  sogleich 
klar,  dass  Bürgi,  während  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln 
nach  dem  Vorgänge  von  Neper  und  Hri8:g  die  Logarithmen  einer 
bestimmten  Zanlenfulge  enthalten,  umgekehrt  zu  einer  Losarith- 
menfolge  die  Zahlen  berechnete.  Da  Bürgi  in  seiner  Tafel  die 
Ganzen  und  Decimalstellen  nicht  trennt,  so  ist  hierüber  eine  der- 
selben entsprochende  Annahme  zu  treffen.   Nimmt  man  nun  Zt  B. 


m 

ao,  BArgi  liabe  die  Lagarttbinen  anf  5,  die  SaUen  aaf  8  Aeii- 
naleo  gegeben,  d«  h.  ea  sei 

.  1,00000= log  2,71814593 

oder  es  sei  2,71814503  die  Basia  der  BCrgiscbeii  Losa- 
rithmen,  ho  erhält  man  durch  Anweaduag  der  gewObnOaMB 
Reiben  fiir  die  LogaritbiaeBberecluiapg 

log  10 =2,30270022  . 

was  ganz  mit  Bürjris  Tafel  fibereinstlmmt.  Die  gleiche  Uebcrein- 
Stimmung  sei^  sich ,  wenn  man  in  Beziehung  auf  jene  Basis  den 

Logarithmus  irijend  einer  andern  in  Btlrgis  Tafel  enthaltenen  Zahl 
berechnet,  und  es  ist  daher  die  obi  e  Ann  ahme  eine  rich- 
tige. Die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  bekanntlich 
2,7l828t83  und  wdebt  somit  liuh  wenig  von  der  Basis  Bargis  ab. 
Zur  ErlSnterang  der  Abweichung  darf  man  wohl  aicbt  annehmeo, 
dass  sie  auf  einem  Recbnungsiehler  Bürgis  beruhe:  denn  weoo 
man  »ich  der  Berechnung  einer  Tafel  von  bedeutender  Ausdeh- 
nung unterzieht,  so  gebt  man  gewiss  nicht  über  ihr  Fundament 
weg,  ohne  es  vorher  gründlich  geprüft  zu  haben.  Im  Gegentheil 
Ifisst  sieb  jene  Abweichung  aufweine  Weise  erlclSren^  die  Burgis 
obnebin  erwiesenem  praktmcben  Sinne  Ebre  macht:  Unter  Vor- 
anssetzuns  der  natürlichen  Logarithnten  musste  nämlich  Bilrgi, 
wenn  die  Lotraritbmen  um  0,00010  fortschreiten  sollten,  seine  Zah- 
len mit  l,0(K)0 100005  nuiltipliziren.  N  t'rnacblässigte  er  aber  die 
5  Tausendmillionstel ,  so  liatte  er  immer  nur,  um  aus  einer  Zahl 
die  folgende  zu  erhalten,  zu  ihr  ihren  zehntausendsteo  Theil  zu 
addiren,  wedureh  di»  Berechnang  seiner  Tafel  ungemein-  erteidi 
tert  wurde,  ohne  dass  sie  liir  prakt^bte  Zwecke  auch  nur  das 
Mindeste  an  Brauchbarkeit  verlor.  Dass  er  aber  seine  Zahlen  auf 
letztere  Weise  fand,  und  so  zu  jener  etwas  veränderten  Basis 
gelangte,  dafür  scheint  seine  T.afel  ;hinläng|ich  zu  bürgen. 

Nepers  logarithmiscber  Canon  erschien  t)  Jahre  vor  Burgis 
Progresstabul,  und  es  kann  daher  von  einem  Prioritatsstreite  nie 
die  Rede  sein;  dagegen  sichern  einerseits  die  Zeugnisse  von  Kep 
)er  und  Bramer,  und  anderseits  die  im  Obigen  enthaltene  An«- 
eihandersetzung  der  Abweichungen  zwiacben  den  Tafeln  von  Neper 
und  Biirgi  dem  Letztem  jedenfalls  zum  wenigsten  die  Selost« 
erfindung.  Die  historische  Gerechtigkeit  hat  also  Bürgi  von  der 
auf  ihn  hin  und  wieder  gewalzten  Anklage  des  Pl.igiats  freizu- 
sprechen, und  ihn  bei  Kriindung  der  Logarithmen  wenigstens  io 
zweiter  Linie  ehrenvoll  zu  erwähnen.        .,         .  ... 

*  •    •  • 

•         •  •     .     I  <  •  •* 

•    *•  •  '     .    • .     .  •    •  M,  ;,. 

C.  Brunn  er,  8ohn,  üeber  die  Wirkung,  welche  verscbifr 
dene  Substanzen  dür^ib  Berflbrung  aof*  nemAikranke  Peraenen  aas^ 
Oben.  (Nr.  116— I20v).  .  i. 

R.  Wolf,  Notiz  anr  Geaebiobte  der  tiradmesaungen  (I^r. 
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1j.  Schlfifli,  Ueber  eine  VeraJIireineinenins  ties  Lagrange- 
Keh(>n  Lehrsatzes«  fibr  di*  der  Beireis  noch  gefordert  wird  (Mr.  121. 

Ulli!  122.). 

(Wir  hoffm  tpftterbia  snf  ilmn  Anfbals  BiirncksMlionMiira). 

-  C.  Fi  s  ch  e  r  •  O  o  s  t  e  r  /  Ueber  Vegetationszoiien  asd  Tempera- 
titfverliSItoisse  Id  den  Alpen  (Nr.  .l!ä.*-196.).  - 

{Wir  empfehlen  dieMii  idlerettiuikes  Aufsatz  noeh  MnthemttBrttni, 
da  er  die  herrsdiendbu  GeMtxe  in  mellieitiatisch«!!  I^nriiieln  darsotUllea 

•ucht).  * 

R.  W  olf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Beo- 
hachtun«;  der  tpliden  i\|oDdün6teruiss  an  lU.  März  J84Ö.  (iNr.  127. 

u.  i'jib.). 

L.  H.  V.  Fellen berg«  Destillation  von  Pfirstchblättern. 
(iSr.  127.  u.  128.). 

M.  Perty,  Bemerkungen  über  UaciUarien.  (Nr.  120.) 

R.  Wntr,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  In  Bern.  Sonnen* 
flecken-Beobachtungen.  (Nr.  ISO.). 

Ausserdem  hat  Herr  R.  WoTf  in  mehreren  Aufsätsen  seine 
Auszüge  aus  A.  v«  Hailers  Briefen  ileissig  fortgesetzt 
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Ediiied  by  VY.  Thoroson,  M.  A.  F.  £.  etc.  V  er  gl.  LI* 

terar.  £er.  Nr.  XLVIl.  S.  (»61. 

P9o.  XIX;  On  the  Perfeet  Blaeknese  of  tbe  Central  Spot  inr 

Newton'»  Rings,  and  or;  thc  Verification  of  Fresnel'»  Formulae 
for  thc  liitensities  of  Kellected  and  Refracted  H.n  s.  (*>y  V,.  (J 
Stokes«  —  On  a  General  Theorem  of  Deimite  liitegration. 
ßy  George  Boole.  —  On  Üifl'erentiation  nith  Fractionnl  Indt- 
ces,  and  on  General  Differentlatien.  Part  II.  By  tbe  Rev.  Wif* 
Ii  am  Center.—  On  tbe  Theoreme  In  Spaces  analo^ons  to  tboee 
of  Paseal  and  Brianchon  in  n  Plane.  By  Thomas  Weddle.  — > 
AhstrtK-t  of  a  Memolr  Ity  l>r.  Hesi-ic  on  the  rnnstruction  of  the 
Snrface  ol  {\h'  Setond  (>rder  which  passes  thr<)uj»:h  Nlne  glven 
Points.  By  Arthur  Ciyley.  —  On  tbe  •Simultaneou«  1  ratii>rurnia- 
tlon  of  Twd  Honiöi^'eueone  Functions  of  the  Seeond  Order.  By 
Arthur  Tax  lev. —  On  tbe  Attraction  of  an  fillinsold,  By  Arthur 
Cayley.  Pirt.  1.  On  Le^pndre's  S()hiti«>n  of  th<*  Problem  of  Attrac- 
tion of  ao  l.lli}»<;nid  of»  Kxtrrria!  I*oint.  Part  II.  On  a  For- 
niula  for  the  Trunslonuation  ot  ccrtain  Multiple  Integrals.—  On  a 
dass  of  Curves  on  the  Hyperboloid  of  One  Sheet  connected  with 
Generatrices  of  the  Surface.  By  R.  Townsend.  —  Geometricat 
Demonetratlon  of  eome  Properties  of  Geodesic  Lines.  By  An- 
drew S.  riart.  —  On  Synibolical  Geonietrv.  (^>nfinn^d.  iiy  Sir 
WiMiain  Rowan  llanjiit<in.  —  Notes  on  Hydrodynainies!^  By 
William  Thomson.  —  Mathemutical  Notes.  1.  On  a  Solution 
of  a  Cnbie  Equation.  Bv  James  Cedtle.  II.  Renuufcs  on  tbe  De- 
viation of  FaiiiDg  Bodies  to  the  East  aod  to  the  South  of  the 
Perpendicular;  and  Coireetlons  of  a  previously  pubHsbed  Paper 
on  the  same  subject. 

No.  XX.  wÜl  be  pubiisbed  on  tbe  Ist  of  Blay ,  1849. 
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SitzuugsbericM«  der  Kalseriicbeo  Akademie  der 
WlasenichafUii  uu  Wien.  (S.  Ltterar.  fier  Mr.  XLVH 

■ 

Viertes  Heft.  S.  7.  macht  Herr  Profes.  v.  SteiDheil  in 
IMiinchcn  der  Akademie  die  fol^^ende  iutercssante  MitthetluQg: 
neuester  Zeit  habe  ich  eine  Ihnen  schon  bekannte  Idee  " 
ein  Wurfgeschoss  durch  Benutzung  des  FugalschwiiDgei  ^  uf 
Veranlassung  des  Ministers  Heiotz  im  Grossen  aosgenlbri  Ela 
an  drei  Centner  schirerer  Kreisel  wird  vom  Dampfe  einer  Logo- 
motive  durch  eine  Reactlofishirhinf  in  Rotation  vorsetzt  und  bis 
zn  einer  Geschnindl^keit  vort  hundert  Umgängen  in  der  Secunde 
beschleunigt,  wozu  etwa  zwei  iMiituten  Zeit  erforderlich  sind.  Der 
Kreisel  schleudert  jetzt  dreilöthige  Kartätschenkugelo  won  gs- 
schroiedetem  Elsen  ralt  einer  iollialgesehwindigkeit  von  circa 
1100  Fuss  so  schnell  hinter  einander  nach  dem  beabsichtigten 
Ziele,  als  man  Kui^eln  in  die  Maschine  einlaufen  lässt.  Das  Ge- 
schoss  ist  auf  eiiieiii  Kisenbiihiiwagen  aufijesteMt,  gestattet  rasche 
^  und  sichere  Aziiuuthal-  und  Hüben- Einstellung  und  wird  von  der 
Locomotive  geschoben ,  wenn  man  eine  Vertheidigung  der  Bäks* 
linie  oder  der  Bahnhofe  heabsiebtigt  Gestero  worden  die  ersten 
Versuche  mit  dieser  Maschine  angestellt  Sie  haben  ganz  den  von 
der  Theorie  gegebenen  Erwartungen  entsprochen.  Die  Aufstellung 
auf  dt^r  Elsnnbahn  kann  jedoch  erst  nach  meiner  Rückkehr  (voü 
einer  amtiidien  Reise)  erfcigen.  Für  die  Dauerhaftigkeit  der  Ma- 
schine bei  so  überaus  grossen  Geschw  iudi^keiteu  mu^ste  auf  gaoi 
eigne  Weise  Sorge  getragen  werden.  Sie  kannte  jetzt  Monate  buig 
In  Bewegung  bleiben,  ohne  sich  merklich  abzunützen.  ,»Oie  tue 
thematische  Klasse  der  K.  Akademie  erachtete  es  für  angemes- 
sen  ,  das  Kriegs-Ministeriuni  auf  diese  Mittheilung  aufmerksam  zu 
maciien.**  —  S. ö.  Herr  Professor  Franz  Moth  in  Linz  überreicht 
eine  Abhandiui^:  j,Die  luuthematis che  Zeichen suriicb 9  in 
ihrer  organischen  Entwickelnng.  —  S.  9.  —  &  ST.  Ist  siM 
aiisfiihrli<»e,  der  Beachtung  der  Physiker  sehr  werthe  Abband* 
lung  von  dem  Director  der  Realschule  in  Meiningen,  Herrn 
Knochenhauer:  „Ueber  die  Veränderungen,  welche  der 
Eutladu n gs.str um  einer  elektrischen  IJutterie  erleidet, 
wenn  mit  dem  Sch  1  iessuiigsdrah  te  eiue  zweite  Hatte rie 
In  Verbindung  gesetstwird"  mitgcrtlieilt.— S.87.  Jelinek: 
»»Elemente  des  von  de  Vico  um  20.  Februar  18.46 ent* 
deckten  Oometen."  —  8.  <I0.  Ryll:  „Abhandlung  aber 
Orts  vors:  et  ztinge  n  durch  Rechnung  oder  über  die  Ele- 
mente der  Lage  rech  nung.  **  Beaclitcnswerth  in  lie/.ug 
auf  die  neuen»  aus  den  Literarischen  Berichten  hinreichend  be- 
kannten Bestrebungen  und  Versuche»  eine  Geometrie  der  Lage 
im  eigentlichen  Sinne  su  begründen;  m.  s.  z.  B.  dos  Herrn  Prof. 
Listing  in  Güttingen  im  Literar.  Ber.  Nr.  \LVII.  S.  651 
an<iezeigte  Vorstudien  zur  Topologie,  die  allgemeinerund 
in  lineni  w  eitem  kreise  bekannt  zu  werden  sehr  verdienen.  — 
>b».  127.  Uartmaaa  Edler  v.  Franzenshuld:  „£in  neu^s 
allgemeines  Gesetz  der  Dreieckseiten  und  dessen  A«* 
Wendungen."  Der  Herr  Verfasser  geht  von  folgendem  Lehrsatse 
aus:  Wird  in  einem  Dreiecke  vom  bcbeitel  des  von  den  Seiten  a 
und  b  eingeschlossenen  Winkels  aur  dritten  Seite  eine  Gerade  f 
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gezosen«  wodmch  die  Segmeate  c  nnd  d  enteteben,  so  findet  die 
Gleiehimg  ,  .  % 

Statt —  Pecho:  „Ueber  die  Bestimmung  der  lutegrale 


y*__xf^yx  r  ^ 


wenn  n  eine  ganze  Zahl  vnrstelU,  in  ^esch ( o .•^seoeD 
Fonuftii.'*  —  Hernuanii:  lies  tiui  ni  u  n  i;  clor  1 1  i  u'm  Tiome» 
triüciieti  Fuuctiuueu  aus  den  Winkeln  uiiii  der  Winkel 
ans  den  Functionen»  bis  zu  einer  beUebiffenG.renae  der 
Genauigkeit.  HerrOl>er8t  Uerrmannbat  in  dermitder Ueber- 
sch nft :  Rapports  des  lonijtienrs  des  dc«j:r^K  au  rayon 
pris  pour  uuite  versehenen  Cai i et'scheri  Tafel  die  lotsenden 
Fehler  entdeckt,  was  vve<^en  der  grossen  Anzahl  dieser  Fehler 
Jedeni'alls  sehr  merkwürdig  und  wiebtig  ist»  da  alle  Galtet  sehen 
^TiMn  bekanntlich  immer  för  eebr  licbtig  nnd  genau  geballen 
werden;  in  den  hier  folgenden  verbesserten  Bogenlängen  ist  jede 
Ziffer  welche  in  die  C a 1 1  et'ecbe  lal'd  atatt  der  feblerbaOen  ein« 
autrageu  int,  ujuklanunert; 

53^=a€0(^  69612  5(0)988  06407  660^27 

69*'=:Ü,00Ü28  mOO    71854  m^iQ)  ' 
i                        Degr^s  modernes: 

13o=0,>04-20  35224    8:)33(6)   SfiOöO  00718 

U:^0,2im  14857    61285    52669  (3)3860 

•17  »0,96703  6375(6)  66133   42536  93847- 

24  =0,37699    11184    30775  (1)8H61  56172 

38  =  0,59690  26(0)41   8iO(K)    71530  T1K)22 

59  =0/c^2676   0a3->8    08'»    00534  6479(8) 

71  =1,11536  5(3)930  34376    59966  43384 

74=1,10238  9(^18  $8^23    49833  IfTOt 

76  =147809   73450  9617(3)  46443  34913 

Ausser  den  hier  luv^efuTirten  mathematischen  und  pliysikall- 
sclien  Abhandlungen  linden  sieh  in  dem  Torliegenden  vierten  liefte 
der  Sitzungsberichte  noch  viele  interessante  Abhandtungen  natur- 
wissenschaftlichen und  andern  Inhalta,  and  es  maeht  in  der  Thal 
groeae  Freude  zu  sehen,  eine  wie  grosse  Thätigkeit  selbst  in  der 

1 etzigen,  den  Wissenschallen  weniger  günstigen»  Zeit  die  Kaiser^ 
iche  Akademie  der  Wissenachallten  entfaltet 
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Herr  Professor  Dr*  ScblOmildiy  welcheRi  dae  Ar- 
chiv schon  eine  so  grosse  AmaM  wordiToller  Beitrige 
verdankt 9  hat  bereits  im  September  v.  Jhrs.  gegen  mich  den 
Wunsch  ausgesprochen ,  dass  ich  seinen  zahlreichen  Freuu- 

df^F»  fliircli  (las  Archiv  anzeigen  möolite,  <]ass  in  meiner  amt- 
liclicii  Stellung  Michaelis  1848  eine  Aeiiderung  eintreten  werde. 
Diese  für  den  Umschlag  bestimmte  Anzeige  hat  aber  bisher 
immer  nicht  recht  Platz  finden  k< innen,  weshalb  ich  jetzt 
am  Schlüsse  des  ]2tenTheils  dazu  den  Liternrisehen  Beriebt 
benutze.  Herr  Professor  Dr.  Sehl 0 milch  hat  nämlich  Jena 
yerlassen  and  eine  Lelirerstelle  an  der  nen  gegründeten 
Realschule  in  Eise  nach  angenommen,  jedoch  mit  ReservU 
rung  seiner  Stelle  in  Jena,  and  gewinsermassen  nur  mit 
Urlaab  von  dort.  Die  Veranlassung  an  dieser  Veränderung 
liegt  lediglich  darin ,  dass  Herr  Professor  Dr.  Schlömilcft 
in  Jena  gar  kein  Gehalt  erhält  imd  auch  in  der  nächsten 
Zukunft  keine  Aussicht  hnt.  Avelches  zu  erhalten.  Wennsich 
Herrn  Professor  Dr.  Schlö milch  auch  ohne  Zweifel  in  Ei- 
se nach  ein  sehr  segensreicher  Wirkungskreis  eröffnen  wird, 
und  die  Thätigkeit  an  einer  Schule,  namentlich  im  mathe- 
matischen Lehrfaclie,  der  1  leuden  so  uiancherlei  darbietet, 
wie  ich  selbst  mit  freudigem  Rückblicke  auf  meine  zwölf- 
jährige Wirksamkeit  als  Ijrymnasiallehrer  dankbarlichst  ma 
bekennen  nie  unterlassen  werde»  so  dass  mir  der  Rücktritt 
In  ein  solches  Amt  gewiss  nie  schwer  werden  \i^rde:  so  . 
muss  ich  doch  jede  Universität  wahrhaft  beklagen,  die 
einen  so  ausgezeichneten  Lehrer,  Gelehrten  und  Schrift- 
steller wie  Herrn  Prof.  Dr.  Schlünnlch,  dessen  Stelle  sehr 
schwer  \\  ie(ler  /ii  ersetzen  sein  wegen  einiger  hun- 

dert Thaler  (T(»iialt  sich  verloren  gehen  lasst.  Der  neuen 
Realschule  in  Eisen  ach,  die  gewiss  auch  eine  erfreuliche 
(ieburt  der  neuen  fortschreitenden  Zeit  ist,  wünsche  ich 
aber  aus  dem  Grunde  meines  Herzens  Glück  zu  der  Erwer- 
bung eines  so  trefßichen  Lehrers! 

Wenn  nun  die  geehrten  Leser  des  Archivs  in  demsel- 
ben Herrn  Schl5miToh  immer  noch  als  Professor  in  Jena, 
anderwärts  aber  viellcicJit  als  Lehrer  an  der  neuen  Real- 
schule in  Eisen  ach  bezeichnet  finden,  so  werden  sie  aas 
dem  Obigen  leicht  das  wahre  hier  obwaltende  Sachyerhait- 
niss  zu  beortheilen  im  Stande  sein.  G. 


Drnck  fehler« 
8.  W;  I.  e.  etaU  larrasa  mIm  mwi:  ,,6ir786ST'*. 
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